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Resumo

Nesta palestra, apresenta-se uma alternativa aos métodos que sdo usualmente utilizados para a
simulacdo numérica do escoamento de um fluido viscoso. De uma maneira geral os métodos
numéricos utilizam a descri¢do euleriana enquanto que a proposta apresentada utiliza a descrigao
lagrangiana.

A descricao lagrangiana permite que se realize a simulacdo numérica do escoamento sem a
utilizacdo de uma malha; desta maneira evita-se os problemas usualmente associados a esta pratica
(instabilidades numéricas, dificuldade da especificacdo das condi¢des de contorno na regido da
esteira etc., além do proprio estabelecimento da malha).

A vorticidade presente na regido fluida ¢ discretizada com a utilizagdo de uma nuvem de
vortices discretos livres; dai o nome: Método de Vortices. Cada vortice discreto ¢ acompanhado, ao
longo do tempo, num procedimento tipicamente lagrangiano. Com este procedimento, além de
dispensar a utilizagdo da malha, a atengdo ¢ dirigida apenas as partes da regido fluida onde os
fendmenos realmente importantes estdo acontecendo. Neste aspecto o Método de Vortices difere
bastante dos métodos eulerianos que atuam em toda a regido fluida simultaneamente.

Com a finalidade de analisar os fendmenos que ocorrem na maior gama possivel da escala de
comprimento (ou, da escala do nimero de onda), propde-se analisar os fendmenos que ocorrem nas
macro escalas com o Método de Vortices e modelar os fendmenos que ocorrem nas micro escalas
com a utiliza¢do de uma funcao de estrutura da velocidade.

Com esta proposta viabiliza-se a andlise (com a utilizagdo de maquinas de pequeno porte) das
grandes estruturas do escoamento considerando as influéncias dos fendmenos associados a
turbuléncia.

6.1. Introducio

A compreensdo e a analise do escoamento ao redor de um corpo tem sido fundamental para o
desenvolvimento de muitas areas do conhecimento e, em particular, da tecnologia.

Os avangos da Aeronautica s6 se concretizam com o estabelecimento dos fundamentos da
Aerodinamica; estes fundamentos, cientificamente estabelecidos, permitem a analise do escoamento
que se realiza ao redor das aeronaves através de técnicas experimentais ou através de simulagdes
numéricas. Da mesma maneira, o projeto das grandes embarcagdes, nas décadas de 60 ¢ 70 tem

inicio com o célculo da resisténcia a propulsdo e das cargas hidrodindmicas impostas sobre o
casco dos navios, pelas ondas do mar; testes com modelos reduzidos s3o utilizados ¢ modelos
matematicos que assumem o casco como um corpo esbelto sdo explorados a exaustdo. A exploracao
de petrdleo no mar, principalmente em aguas profundas, so se viabiliza, a partir da década de 70,
com o desenvolvimento de metodologias que permitem o cdlculo dos movimentos de sistemas
ocednicos ¢ das cargas neles induzidas pelas ondas do mar. Novamente, testes com modelos
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reduzidos e simula¢des numéricas simulando o movimento da agua ao redor destes sistemas
oceanicos sao as ferramentas utilizadas. Com relagdo a este exemplo particular, pode-se mencionar
o Tanque Oceanico, recentemente inaugurado nas instalagdes da UFRJ e o “Tanque Numérico” em
operagdo na USP que possuem fungdes complementares nas pesquisas e desenvolvimentos
necessarios para a exploragao do petréleo no mar.

Os exemplos mencionados sdo apenas alguns entre muitos outros que poderiam ser fornecidos.
Eles sdo importantes ndo apenas pela importancia que as duas areas, a aecronautica ¢ a industria de
construcdo naval, representam, mas também, porque mostram a evolugdo da importincia dos
modelos matematicos utilizados na andlise dos fendmenos fluidodindmicos. Os primeiros modelos
utilizados na Aerodindmica e na Hidrodindmica do Navio utilizavam uma hipdtese bastante
restritiva; assumia-se que os corpos fossem esbeltos. A asa de um avido possui uma razio
(espessura/largura) pequena e opera com angulos de ataque pequenos; a fuselagem apresenta
dimensdes transversais pequenas quando comparadas com o seu comprimento, além de apresentar
uma variagdo suave. Estas mesmas caracteristicas, que sdo proprias de um corpo esbelto, estdo
presentes também nas partes submersas do casco dos navios.

O desenvolvimento tecnoldgico, no entanto, exige que novas fronteiras do conhecimento sejam
desbravadas. Suplantar estas fronteiras ¢ condi¢do necessaria para que se viabilize a analise de
novas facetas das situacdes conhecidas ou de situagdes em que as solucdes existentes ndo sdo mais
suficientes ou adequadas.

Estes aspectos podem ser facilmente identificados no ambito das areas mencionadas. Na
industria de constru¢do naval, novos desafios sdo impostos pela necessidade do célculo de cargas
hidrodindmicas que atuam em corpos das mais diferentes formas que dificilmente poderiam ser
consideradas como esbeltas. Estas formas rombudas, com baixa razdo de aspecto ¢ com arestas
vivas sdo encontradas nos sistemas oceanicos, os quais sao utilizados para a exploragdo do petroleo
no mar. No setor aerondutico, por sua vez, as aeronaves modernas operam, principalmente nos
momentos mais criticos, com suas asas submetidas a grandes angulos de ataque (incidéncia). Nestas
condi¢des, uma asa mesmo que fina, pode apresentar uma extensa zona descolada no dorso e uma
generosa esteira viscosa (caracteristicas, alids, marcantes do escoamento de um fluido viscoso ao
redor de um corpo rombudo). Como conseqiiéncia, os resultados obtidos com a utiliza¢ao da teoria
de uma asa fina, operando com pequenos angulos de ataque, tornam-se inadequados.

O desenvolvimento tecnolégico propicia, também, o aparecimento de novas dareas de
conhecimento. Entre estas novas areas e entre aquelas ja tradicionalmente estabelecidas pode-se
identificar, com freqiiéncia cada vez maior, a necessidade do conhecimento e da andlise do
escoamento de um fluido viscoso ao redor de corpos rombudos.

Esta necessidade é encontrada nas aplicacdes de pequena escala ¢ se estendem até aquelas
aplicagdes que se inserem nas maiores escalas. Entre as aplicagdes caracterizadas pelas pequenas
escalas pode-se mencionar o resfriamento de componentes eletronicos (que possuem uma forma
rombuda), exigindo a movimentagdo do ar sobre eles. Nas maiores escalas menciona-se o
escoamento da agua através dos grandes sistemas ocednicos utilizados para a explora¢ao do
petréleo no mar, o movimento do ar através dos conglomerados de edificios, etc. e, nas escalas
intermediarias, os exemplos sdo muitos: o calculo das cargas aerodinamicas que atuam sobre os
veiculos, sobre os cabos e torres das linhas de transmissdo de eletricidade, a analise do escoamento
no interior de trocadores de calor, etc.

Uma analise mais atenta destes exemplos mostra, ainda, um outro aspecto: fluidos movimentam-
se ao redor de corpos de formas extremamente complexas e através de conjunto de corpos, onde
alguns se localizam total ou parcialmente na esteira dos outros. Nestas situacdes torna-se importante
dominar os mecanismos que controlam o desenvolvimento da vorticidade e sua interacdo com os
COTpos.

O escoamento ao redor de um corpo rombudo, ou mesmo o escoamento ao redor de um corpo
esbelto operando com um angulo de ataque consideravel, ¢ extremamente complexo. Ele apresenta



muitas questdes em aberto que merecem atencio especial: o escoamento ¢ separado, o regime ¢é
essencialmente turbulento e dependente do tempo, etc. Intensos trabalhos de investiga¢do serdo
necessarios para que elas possam ser entendidas e superadas. A andlise destas questdes deve impor
esforcos adicionais aos investigadores e as suas maquinas, nos proximos anos. Enfim, novas
técnicas e enfoques inovadores tornam-se urgentemente necessarios.

Dois aspectos, entre outros, dificultam a andlise deste tipo de escoamento:

O primeiro ¢ representado pela esteira viscosa que se forma a jusante dos corpos, Fig. 1. Toda a
vorticidade, gerada na superficie do corpo, ¢ langada na esteira, através da camada limite, onde se
desenvolve. As atividades importantes para o escoamento externo sdo, portanto, encontradas nesta
regido formada pela camada limite e pela esteira viscosa. Entender e estar apto a analisar a dindmica
da vorticidade ¢ de fundamental importancia!

O segundo aspecto importante do escoamento ao redor de um corpo estd relacionado com o
carater turbulento do escoamento, particularmente no campo interno representado pela camada
limite. O tratamento integrado de todos estes aspectos ¢ uma caracteristica que se deseja encontrar
nas técnicas e enfoques a serem utilizados.

O proposito desta palestra consiste na apresentacdo de um enfoque alternativo para a analise do
escoamento ao redor de um corpo, quando o nimero de Reynolds assume valores elevados. A
caracteristica principal deste enfoque reside na utilizacdo da descricdo lagrangiana (ao invés da
descri¢do euleriana utilizada pelos métodos tradicionais como o Método dos Volumes Finitos, o
Meétodo dos Elementos Finitos, etc.) combinada com uma modelagem adequada da turbuléncia.

Neste enfoque, a vorticidade presente na regido fluida de interesse ¢ discretizada para fins de
tratamento numérico. Esta discretizagao ¢ feita com a utilizagdo de uma nuvem de vortices discretos
(vortices livres). Estes vortices (assim como a vorticidade que eles representam) tém origem nas
superficies dos corpos e, como visto desenvolvem-se através da camada limite e sdo carregados
formando a esteira viscosa. Cada vortice livre da nuvem é acompanhado individualmente durante a
simulacdo numérica, caracterizando-se assim a utilizacdo de uma descri¢do lagrangiana. Este
procedimento constitui-se, em esséncia, no Método de Vortices, Chorin (1973), Sarpkaya (1989),
Lewis (1991), Kamemoto et al.(1995).

Uma analise, mesmo que preliminar, do que foi acima exposto mostra imediatamente alguns
aspectos inerentes a0 método:

- Com a utilizagao de um esquema lagrangiano para descrever o escoamento, desnecessario se faz a
utilizagdo de uma malha de discretizagao da regido fluida. Assim sendo, cuidados especiais para
o tratamento das instabilidades numéricas que se fazem presentes quando se utilizam os métodos
eulerianos, principalmente quando o numero de Reynolds assume valores elevados, ndo se fazem
necessarios. Em adi¢do a esta observagdo ¢ oportuno mencionar que a geragao da malha em si,
nos métodos eulerianos, ja se constitui num trabalho que esta longe de ser irrelevante.

- A simulagdo lagrangiana proposta direciona a sua atencdo para as regides de grandes atividades,
que sdo aquelas onde se concentra a vorticidade, isto €, na camada limite e na esteira do corpo;
afinal nd3o se pode ter uma nuvem de vortices em regides onde a vorticidade se anula. Os
métodos eulerianos, por outro lado, consideram simultaneamente toda a regido fluida,
independentemente do fato de que hd regides de menor importdncia nas quais nenhuma
atividade, realmente relevante, se faz presente.

- Com o acompanhamento lagrangiano dos vortices livres ndo se exige uma consideragao explicita
das condi¢des de contorno a grandes distancias do corpo. Esta ¢ uma questdo importante porque
nos problemas que se propde analisar a esteira ¢ bastante desenvolvida; nesta regido, como
visto, as atividades sdo intensas e desconhecidas, a priori, como ¢ ilustrado claramente pela
superficie S3, na Fig. 1. Observe, ainda, que a situacao torna-se mais delicada quando se propde
simular as variagdes que ocorrem em pequenos intervalos de tempo, como por exemplo, no
desprendimento alternado das estruturas vorticosas da superficie dos corpos.

- O M¢étodo de Vortices constitui-se num caso particular de uma categoria de métodos numéricos
que poderiam ser denominados de Métodos de Particulas. Assim, por exemplo, se houver troca



de calor “particulas apropriadas de calor” podem ser utilizadas, Hirata e Hirata (1998), Alcatara
Pereira e Hirata (2003).

Com relagdo a implementacdo numérica dos algoritmos, observa-se que o nimero de operagdes
quando se utiliza 0 Método dos Vértices ¢é alto ou mais precisamente ¢ da ordem de N*, onde N ¢é o
numero de vortices livres utilizados na simulago (a cada incremento de tempo da simulagdo, novos
vortices sdo adicionados a nuvem). H4 propostas de algoritmos que utilizam expansdes em
multipolos, os quais permitem a redu¢do do numero de operagdes; os algoritmos conhecidos como
particula-célula, Guedes, et al (1999) reduzem a ordem do nimero de operacdes para (NlogN) e nos
denominados célula-célula, Greengard and Rokhlin (1987), o nimero de operagdes ¢ da ordem de
N. Estes aspectos, por serem muito especificos da implementagdo numérica do método, nao serdo
abordados.

Ainda, com relacdo aos algoritmos, cabe mencionar a existéncia dos métodos hibridos que,
embora conservem o aspecto lagrangiano de acompanhamento dos vértices livres, utilizam uma
malha auxiliar para o calculo da velocidade induzida em cada vortice livre; estes sdo os métodos
denominados de Vortices em Célula, Christiansen (1973), Meneghini and Bearman (1995) e,
também, ndo sdo aqui considerados.

A experiéncia mostra que, mesmo utilizando os algoritmos que reduzem o esfor¢o
computacional, este esfor¢o ainda ¢ consideravel se uma simulagdo fina, envolvendo os aspectos da
turbuléncia, for desejavel. Fica claro, portanto, a necessidade de se manter o nimero de vortices
dentro de uma faixa computacionalmente razoavel.

E natural que se deseje utilizar, nas simula¢des numéricas, o maior incremento de tempo (At)
possivel, mas, mesmo assim, este incremento deve ser pequeno ¢ compativel com as escalas de
tempo dos fendmenos simulados. Estas tendéncias opostas mostram a necessidade de uma analise
das escalas que se manifestam nos fendmenos de interesse.

De acordo com Lessieur, (1996), grande parte das atividades de interesse estdo ocorrendo nas
maiores escalas. Assim sendo, os fenOmenos que se manifestam nestas macro-escalas podem ser
analisados utilizando um numero razoavel de vortices; esta analise deve fornecer as informagdes
necessarias e que estdo associadas as grandes estruturas do escoamento. Os fendmenos que se
manifestam nas micro-escalas devem ser apropriadamente modeladas como ilustrado no texto que
se apresenta a seguir, Alcantara Pereira, et al, (2000).

Para separar apropriadamente as escalas do nimero de onda (ou se conveniente, do
comprimento de onda), um filtro passa-baixos ¢ escolhido e que ¢é caracterizado pela funcao

G(x—y). O campo filtrado ¢, entdo, definido, para cada quantidade f, como, Smagorinsky, (1963):
f(x,0) = [f(x-y)G(y)dy (1)
v

A implementacdo desta idéias e detalhes do Método de Vortices sdo apresentados, a seguir,
neste trabalho.

6.2. Formulac¢io do problema

Considere, para fins de apresentag¢do, uma situacdo tipica que corresponde ao movimento de um
corpo, no interior de uma massa de fluido que se encontra em repouso.

Considere, ainda, que o problema possa ser analisado no plano e que o movimento do fluido ao
redor do corpo nio sofre influéncia de nenhum outro corpo ou fronteira proxima. E evidente que os
efeitos da viscosidade sdo de maior interesse e que, para a maior parte das situacdes de interesse, o
fluido possa ser considerado como newtoniano de propriedades constantes. Adicionalmente,
considera-se que os efeitos da compressibilidade sejam despreziveis, isto €, que o escoamento
realiza-se a baixos valores do nimero de Mach.



Com o sistema de coordenadas fixo no corpo, a regido fluida de interesse ¢ definida, como
mostra a Fig. 1, pela superficie S, vista como a unido da superficie do corpo — S; — a superficie
definida a grandes distancias do corpo — S, — e pela interseccao desta superficie com a esteira que se
forma a jusante — S; -.

S:SIU82US3

O escoamento incidente, que simula o movimento principal do corpo através do fluido, ¢
caracterizado pela velocidade U. A este movimento principal, pode-se superpor movimentos
secundarios como, por exemplo, oscilagdes; estes por simplicidade de apresentacdo sao
considerados como inexistentes.

Se os efeitos da compressibilidade sdo desprezados as expressdes matematicas dos principios de
conservacdo que governam os fendmenos sdo escritas como:

- Principio de Conservagao da Massa - (Equacao da Continuidade)

Mo i=12 )

ox,
- Principio de Conservagdo da Quantidade de Movimento Linear - (Equagdo de Navier-Stokes)

ou;, 0 lop O ou, Ou;
—+—@Wu,)=— + \Y% +
ot ox ! pox; Ox;| ox, 0O,

j i i

i=12 3)

onde a linguagem indicial, que representa a soma pelos indices repetidos, ¢ utilizada. Deve-se
observar que

u=(u,v)=(uy,u,) éo vetor velocidade do fluido

CAMADA LIMITE T

- ~_ Sy P —

s

Figura 1. Escoamento ao redor de um corpo
Para a completa definicao do problema deve-se impor as condi¢des de fronteira:
- Em S, as condi¢des de impenetrabilidade e de escorregamento nulo sdo, respectivamente, escritas

comao:

u =u.n=0 n ¢ o vetor unitario normal (4.A)



u. =u.t=0 T & o vetor tangente unitario (5.A)

O conjunto destas duas condi¢des representa a condi¢do de aderéncia.
A grandes distancias, assume-se que a perturbacdo causada pelo corpo, no escoamento
incidente, deve se desfazer gradualmente, ou:

u/—>U 6)

Estas expressdes sdo validas para todas as escalas do nimero de ondas ou do comprimento de
onda. No entanto, como discutido na introducdo, a simulag¢do direta dos fendmenos exigiria um
nimero muito elevado de vortices livres na esteira.

A proposta consiste, entdo, em filtrar as equagdes para que a simulacdo das grandes estruturas
seja feita com a utilizagdo de uma nuvem formada por um nimero razoavel de vortices livres.
Reserva-se para uma modelagem apropriada os fendmenos que se manifestam através das micro-
escalas.

De acordo com Smagorinsky (1963), tem-se

u(x,t)=u(x,t) *H,,

H, ¢ofiltro

s representa convolugao, veja Eq (1)
€ se escreve

u=u-+u'

ge: U representa o campo filtrado ou campo das macro escalas
onde:
u'  representa o campo das flutuagdes ou campo das micro escalas, menores que Ax

Como conseqiiéncia, as equacodes filtradas tomam a forma:

ou;

ui 8
i, ®)
" o 5 ou, ——

CLLRPRCAN il R e JSPCIN (WLCL AN vl O ©)
o ox, pox, ox,| ox, | |ox,

onde se pode notar a presenga de termos convectivos (ndo conhecidos) contendo informagdes de
fendmenos que ocorrem nos campos caracterizados pelas escalas sub malhas; na equagdo apenas o
primeiro destes termos ¢ mostrado.

Ainda de acordo com a metodologia de Smagorinsky, a tensdo, proveniente dos fendomenos que
ocorrem nas micro-escalas, pode ser modelada de maneira anéloga aquela utilizada para o tensor de
Reynolds na teoria da turbuléncia ndo homogénea. Desta maneira a equagdo acima € escrita como:

ou 0 - 10p . 0 —
E+a—xj Uiuj)=—ga—xi+za—xj[(V+Vt)sij] (10)

onde v e v representam os coeficientes de viscosidade molecular e turbulento, respectivamente e o
tensor deformagdo do campo filtrado ¢ definido como



— 1(oui ou;
Si=o|—+——
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O modelo proposto por Smagorinsky utiliza a seguinte formulagao
vi = (Cem?)*2SiSi

Cgy =0.11

0= JAX|AX,AX,

que possui o inconveniente de utilizar a no¢ao de taxa de deformacao (derivadas).

Como alternativa, Lessieur e Metais, 1996, observam que ndo hé a necessidade da modelagem
submalha nas regides de poucas atividades e que ¢ essencial que se dissipe, nos dominios onde se
identificam as escalas submalha, aquelas manifestacdes locais da turbuléncia, se elas tornarem-se
muito intensas. Observam, ainda, que nas escalas submalhas os fendmenos sao aproximadamente
isotropicos.

Com estas observagdes, Lessier e Metais propdem utilizar o espectro de energia cinética local,
Ex(ke), para definir a viscosidade turbulenta

E, (k)
k

C

2 s
vi(x,A) = ngz

Em seguida, eles consideram a fun¢do estrutura de velocidade de segunda ordem, definida
como:

IEz(x,A,t) = ||u(x, t)-u(x+r, t)||FerA (11)

Nesta defini¢do ¢ importante observar que o operador “média” ¢ aplicado sobre as velocidades
u(x+r,t) calculadas sobre a superficie de uma esfera com o centro em x e raio | r |.

Esta funcdo, juntamente com uma relagdo fornecida por Batchelor, 1953, permite que se
exprima o espectro de energia cinética local, em k. , de maneira mais conveniente.

Resulta

vi(x,A) = 0.104C,* AyJF, (x, A1) (12)

C, =1.4 ¢éaconstante de Komolgorov

A grande vantagem desta formulagdo ¢ que a funcao estrutura de velocidade utiliza flutuacdes
de velocidade (diferencas) ao passo que o modelo de Smagorinsky, como visto, utiliza a taxa de
deformacao (derivadas).

Finalmente, pode-se resumir a estratégia proposta como:

1. Utilizar a equagdo da continuidade, Eq. (8), e as equa¢des do movimento, Eq. (10), para simular
os fendmenos que ocorrem nas maiores escalas, com a utilizacdo do Método de Vortices.



2. Levar em consideragdo os fenomenos que ocorrem nas menores escalas com a utilizagdo do
coeficiente de viscosidade turbulento, v;, Eq. (12).

3. O coeficiente de viscosidade turbulento ¢ modelado com a utilizacdo da fun¢do estrutura de
velocidade, F, , definida pela Eq. (11).

6.3. O método de vortices

Como estratégia para uma apresentacdo mais didatica, propde-se apresentar o Método de
Vortices sem considerar a modelagem de turbuléncia. Uma vez feita a apresentacdo dos aspectos
basicos do método, a introducdo da modelagem de turbuléncia deve ser feita de maneira bastante
natural.

Assim sendo, de uma forma resumida, tem-se:

- 0 escoamento ¢ considerado bidimensional e a regido fluida de grandes dimensoes.
- o fluido newtoniano possui propriedades constantes e os efeitos da compressibilidade nao sdo
considerados.

Nestas condigdes o escoamento ¢ governado pela equacdo da continuidade, Eq.(8) e pelas
equagdes de Navier-Stokes Eq.(10), além das condigdes de contorno (impenetrabilidade e
escorregamento nulo), especificadas no corpo; a grandes distdncias do corpo, a perturbacio
provocada por ele no escoamento deve se dissipar gradualmente.

Estas equagdes adimensionalizadas em termos da velocidade do escoamento incidente, U, e de
um comprimento caracteristico, b, sdo escritas como:

V-u=0 (13)
8—quu-Vu:—Vp-irivzu (14)
ot Re

onde se deve observar que

_Ub
A%

Re Numero de Reynolds Molecular

Observacao importante: como mencionado acima, esta parte da apresentacdo nao considera os
efeitos da turbuléncia, embora se assuma que o numero de Reynolds assuma valores elevados.
Desta maneira, ndo faz sentido falar de campo filtrado ou de flutuagdo. Estes aspectos serdao
introduzidos a posteriori.

6.3.1. A separacio dos efeitos viscosos.

Na busca da solugdo das equagdes acima, depara-se com uma dificuldade representada pela
presenca do termo de pressao nas equagdes de Navier-Stokes. Para contornar esta dificuldade toma-
se o rotacional de ambos os lados da Eq. (14) e se utiliza a equag@o da continuidade; o resultado ¢
expresso na forma:

—+u-Vo=—Vn (15)
Observe que a hipdtese de que o escoamento ¢ plano ja foi utilizada para se escrever esta

equacdo. De fato:

- o representa a tinica componente ndo nula do vetor vorticidade, que ¢ definido como



®=Vxu

- 0 termo correspondente a variacdo da vorticidade devido a deformagdo das linhas de vorticidade,
ndo se faz presente.

A Eq. (15) ¢ conhecida como a Equagao da Vorticidade em duas dimensdes (Batchelor, 1967) e
ela governa o desenvolvimento da vorticidade; de fato, uma observacdo atenta identifica o seu lado
esquerdo (LE) com a derivada substantiva da vorticidade, isto &,

Conclui-se, portanto que esta parcela da equacdo estd associada ao processo de convecgdo da
vorticidade, enquanto que o lado direito (LD), obviamente, representa o processo de difusao da
vorticidade.

Com estas observacdes em mente, pode-se utilizar o Algoritmo de Separagdo da Parte Viscosa,
inicialmente proposto por Chorin (1973) com o nome de "Viscous Splitting Algorithm".

Segundo este algoritmo, num mesmo incremento de tempo (suposto de pequena magnitude) da
simulagdo numérica, a convecgao da vorticidade ¢ governada pela equacao:

% u-Ve=0 (16)
ot

enquanto que a difusdo ¢ governada por

oo 1
—=—V? (17)
o Re

A possibilidade desta divisao de efeitos representa a hipotese fundamental do que se denomina
de M¢étodo de Vortices. A grande vantagem do algoritmo consiste em se poder calcular
separadamente os fenomenos da conveccao e da difusdo da vorticidade.

6.3.2. Conveccao da vorticidade

De acordo com o algoritmo de separacdo da parte viscosa, a conveccdo da vorticidade ¢
governada pela equagdo (16), a qual mostra claramente que a vorticidade ¢ transportada por
convecc¢do como se fosse uma particula de fluido, fato ja reconhecido por Helmholtz (1858). Desta
maneira, a versao discretizada desta equagdo (16) pode ser escrita como:

dx,
=), p=1, NV (18)

onde u, (x,t) representa o vetor velocidade, calculado na posig¢do onde se localiza o vortice p, isto €,
o vetor velocidade calculado no ponto xp,. Evidentemente, NV representa o nimero de vortices
livres que formam a nuvem de vortices.

Nesta equagao dois aspectos essenciais para a solu¢cdo, chamam a aten¢ao de imediato:

- O primeiro refere-se ao céalculo da velocidade u, (x,(t),t), que deve ser repetido para cada vortice
da nuvem; a este célculo ¢ creditada a maior parte do esforco computacional necessario para a
simulagdo numérica.



- De posse da velocidade, apresenta-se o segundo problema; este consiste na obtengao da solugdo da
Eq. (18).

Estes aspectos sdo discutidos a seguir.
6.3.2.1. O Campo de Velocidades — u,

Para facilitar a exposigdo referente ao célculo da velocidade u, faz-se conveniente particularizar
um pouco mais o problema em analise.

De uma maneira geral, a vorticidade nos problemas de maior interesse pratico, ¢ gerada nas
superficies solidas que delimitam a regido fluida e em particular nas superficies de corpos ao redor
dos quais o fluido se movimenta.

Considera-se entdo uma situacdo tipica, esbocada na Fig. 2, onde S; ¢ a superficie do corpo e S,
uma superficie localizada a grandes distancias (veja a correspondente Fig. 1), isto é:

8281U82

A superficie S; ¢ definida pela equacdo escalar F;( x, t) =0, e a equagdo F,( x, t) =0, define a

superficie S.
U=1 @

CORPO

Figura 2. Defini¢ao da regido fluida
Na superficie do corpo - S; - especifica-se a condi¢cdo de aderéncia

“a velocidade - u - da particula de fluido em contacto com a superficie deve ser igual a
velocidade - v - desta superficie"

Para efeitos de formulacdo do problema ¢ conveniente que esta condicao seja explicitada em
duas partes como feito na formulagdo do problema. Estas condi¢des sdo, aqui, ligeiramente
generalizadas incluindo os efeitos de um eventual movimento do corpo; as condi¢des (4A) e (5A)
sdo re-escritas como:

- condi¢do de (im)penetrabilidade

(u.n)-(v.n)=Av=0 em S; (4B)

- condicdo de escorregamento nulo (esta condi¢do ndo deve ser imposta no  problema que trata da
convecgao)

(u.t)-(v.71)=0 em S; (5B)
Observa-se, a seguir, que o calculo da velocidade u, torna-se mais simples ao se atentar para o

fato de que a equacao (16), que governa o fendmeno da convecgao da vorticidade, corresponde a
equacdo de Euler. Duas conseqiiéncias advém deste fato:



- a velocidade pode ser calculada a partir do potencial complexo associado ao problema convectivo
(o problema ¢ bidimensional);

- a condi¢do de escorregamento nulo (5B) ndo pode mais ser satisfeita no contexto do processo de
convecgdo da vorticidade. Volta-se a abordar este aspecto no item referente a geracdo da
vorticidade.

O potencial complexo associado ao problema convectivo pode ser expresso como a soma de
trés potenciais mais simples:

f(z) = fi(z) + fc(z) + fv(z) (19)
fi(z) — potencial complexo que representa o escoamento incidente.
fc(z) — potencial complexo que representa a perturbagdo causada pelo corpo.

fv(z) — potencial complexo que representa a nuvem de vortices.

A correspondente velocidade complexa é, por sua vez, escrita como:

ux,y)-vixy) = 212
u(x,y) = Re[%} e Vv(xy)= —Im{%}

As componentes u e v da velocidade, calculada na posicao do vortice p, sdo escritas como:

u(xp(t), t) = u(xp,yp) = ui(xp,yp) + uc(xp,yp)+ uc(xp,yp)
(20)
V(Xp (), t) = V(Xp,Yp) = Vi(Xp, Yo ) + VE(Xp, Yp ) + W (Xp, Yp )

onde ui e vi sdo associadas ao potencial fi(z), uc e vc ao potencial fc(z) e, finalmente, uv e vv ao
potencial fv(z).

A Velocidade do Escoamento Incidente

O potencial complexo fi(z) representa o escoamento incidente. No caso mais comum o
escoamento incidente reduz-se a um escoamento uniforme com velocidade constante U = 1
(observe que o problema foi adimensionalizado). O potencial complexo fi(z) e o respectivo campo
de velocidade se escrevem como

fi(z)=1z
e 21)
uix,y) =1 e vi(xy)=0

Observagdo: o escoamento incidente pode assumir formas extremamente complexas. Por exemplo,
se o corpo em consideracdo localiza-se a jusante de outro corpo, o escoamento incidente ¢
representado pela esteira do corpo localizado a montante.

A Velocidade Induzida pelo Corpo
O potencial complexo fc(z) representa a perturbagdo causada pela presenca do corpo.

Normalmente, este potencial ¢ representado por um conjunto de singularidades que podem ser
discretas ou distribuidas. De acordo com a escolha feita, pode-se ter diferentes implementagdes para



se simular o processo de convecgdo da vorticidade. Os tipos mais comuns de implementa¢ao sao
analisados a seguir.

As singularidades discretas apresentam a possibilidades de se trabalhar com uma formulagio
"exata" no contexto da Teoria Potencial; este enfoque, contudo, € restrito a formas bem definidas do
corpo. Assim, por exemplo, se um cilindro circular for imerso num escoamento uniforme, a
presenga do corpo € representada por um dipolo; se ao escoamento uniforme for acrescentada uma
singularidade (fonte, dipolo, vortice) externa ao corpo, o escoamento resultante serd representado
por um conjunto de singularidades (além do dipolo) composto pelas imagens especificadas pelo
Teorema do Circulo (Milne-Thompson, 1950); no caso particular de apenas um vortice localizado
em z,, o potencial complexo € escrito como

fo(z) = Ur2 %-;nm(z —Ep)+2—rn|n(z _0)

z, =X, +iy, =r,exp(i0, )

- (2 [r2 ré .
Zp = - X, i o Yp = o exp(io, )
P P P

onde se deve observar que:

- a condi¢do de impenetrabilidade ¢ satisfeita automaticamente, em todos os pontos da superficie do
cilindro, qualquer que seja o valor assumido pela intensidade - I" - do vortice; alids, este fato ¢
extremamente relevante para o desenvolvimento do Método de Vortices porque permite que os
resultados assim obtidos possam ser utilizados como referéncias. As componentes da velocidade
sd0 expressas como:

1 r 1 r 1
uc(x,y)—ive(x,y)=-Ur® — —— 4+ —
) o) °22 2n (z-2zp) 2mz

- na expressao de fc(z) acima, aparentemente, o termo Uz foi omitido. Este, porém, ndo ¢ o caso
porque este termo ja se fez presente no potencial complexo que representa o escoamento incidente.

O Meétodo de Vortices, no entanto trabalha com uma nuvem de NV vortices e ndo apenas com
um vortice. As expressoes acima devem, portanto, serem generalizadas, assumindo a forma:

1 NVF NVF
fo(z2)=Ur2—— Y Lin(z=zo)+ > —2In(z-0 22 A
(2) OZ;%( o) ;2n< ) (22.A)
NV NV
1 I 1 I 1
uc(x,y)—ive(x,y)=-UrZ —— > P+ P 23.A
(xy)-ive(x,y)=-Urf — I, ZZR(Z_O) (23.7)

p=1

Este tipo de procedimento foi utilizado por varios pesquisadores e muito explorado por Mustto
et al.(1997), Mustto (1998), Mustto et al. (1998) e Mustto (2004).

Para se analisar o escoamento ao redor de um corpo de forma qualquer, no entanto, torna-se
necessario a utilizagdo de singularidades distribuidas sobre a superficie do corpo (Moran, 1984). O
potencial complexo associado, agora, é expresso como:



fe(2) = fe(OK (2.0

onde a integral ¢ efetuada sobre a superficie do corpo S; . A fungdo g({) representa a densidade da
singularidade utilizada e ¢ determinada com a utilizacdo da condi¢do de contorno imposta na
superficie do corpo (condicdo de impenetrabilidade). A fungdo caracteristica K (z, {) define o tipo
de singularidade utilizada.

Para situa¢des mais comuns, tem-se uma distribuicao de fontes ¢ de vortices:

g@=r+iy
K(z, ¢) = In (z-C)

onde A e v s3o fungdes reais. Se a densidade da distribui¢ao de vortices for nula, y = 0, tem-se uma
distribuicao de fontes e, se a densidade da distribuicdo de fontes se anular, A = 0, tem-se apenas
uma distribuicao de vortices.

Como caso particular, se a aten¢do for restrita a cilindros de se¢do circular, pode-se ter uma
solucdo "exata" desde que se utilize uma distribuicdo s6 de fontes ou s6 de vortices (Rand, 1989) e
(Manzanares, 1998). As componentes da velocidade sao escritas como

uc(x,y)—ive(x,y)=— i; (€) —C)dg (23.B)

e a densidade das fontes, como visto, ¢ obtida com a utilizacdo da condi¢do de (im)penetrabilidade,
Eq.(4B). A aproximacao, neste caso, ¢ creditada ao procedimento numérico utilizado na obtencao
do valor da integral. As expressdoes (23A) e (23B) sdo equivalentes quando a superficie ¢
impermedvel (AV = 0 em (4B)). No entanto, a expressao (23B), ao contrario de (23A), permite
considerar a situagdo em que a superficie € porosa (AV # 0).

Nas situacdes mais comuns e de maior interesse pratico, o corpo ndo possui uma forma especial
e o calculo das velocidades uc e vc deve ser feito de uma maneira aproximada. Com esta finalidade
a expressao do potencial complexo ¢ re escrita como

fc(z)—— jg(QK(zc dc

q1As

onde NP representa o nimero de painéis utilizados para simular a superficie do corpo; o
comprimento destes painéis ¢ indicado por As,. A determinagdo da densidade g (z) ¢ feita com a
utilizagdo das condi¢des de contorno especificadas sobre a superficie do corpo.

Casos particulares desta expressdo sdo representados por uma distribui¢do s6 de fontes (Hess
and Smith, 1966), isto é

folz) =3 [ M@ Intz-0)de (220)

chlAs

ou por uma distribui¢do s6 de vortices (Martensen, 1971), isto €



fo(z) = - - ' Z [v(©) Inz-0)dg (22D)

qlAs

Esta técnica que consiste em discretizar a superficie do corpo com a utilizagdo de segmentos de
reta sobre os quais se distribui singularidades ¢ conhecida como Método dos Painéis (Katz and
Plotkin, 1991), uma particularizacdo do Método dos Elementos de Contorno (Brebia et al., 1984).

Como conseqiiéncia, a expressao utilizada para o calculo da velocidade deve ser modificada
tomando a forma

Ue(x,y) - ve(x.y) = Z JoF2a

g=1 As,

No caso particular de uma distribui¢do sé de fontes tem-se:

NP 1

uc(x,y) —ive(x,y) = ZLTEZ .[ X(Q)mdg (230)

Este procedimento foi bastante explorado por Kamemoto et al. (1990), por Aratjo e Hirata
(1993) e Aratjo and Hirata (1993). Nestas referéncias podem-se encontrar detalhes sobre os
procedimentos utilizados na determinagdo da densidade das distribui¢des de fontes sobre os painéis.

Se, por outro lado a distribuicao for s6 de vortices, tem-se

uc(x,y) —ive(x,y) = | Z _[ (23D)

q1As )

Este procedimento foi bastante explorado por Lewis (1991), Alcantara Pereira (1999) e
Alcantara Pereira et al. (1999), Alcantara Pereira (2002) e Ricci (2002). Nestas referéncias podem-
se encontrar detalhes sobre os procedimentos utilizados na determinacdo da densidade das
distribui¢des de vortices sobre os painéis.

A Velocidade Induzida pela Nuvem de Vortices

Finalmente o potencial tv(z) representa a nuvem de vortices discretos. A sua expressao pode ser
escrita como

onde I'y ¢ a intensidade do vortice localizado em z4 € a fungdo B(z-z,) estd associada a distribui¢do
da vorticidade de cada vortice livre.

A velocidade e a distribuicdo da vorticidade associada sdo analisadas, a seguir, considerando-se
quatro modelos de vortices.

- Vortice potencial: neste caso, toda a vorticidade esta concentrada no seu centro e a distribui¢do de
vorticidade € expressa pela fungdo delta de Dirac, como ilustra a figura 3. A fungdo B ¢ expressa
pela funcao logaritmica:

B=In (z-z,)



A funcao distribui¢ao de vorticidade assume a forma
KV(z-2,)=38(z-24)

e, conseqiientemente
0=TKV(z-24)=T3z-2y)

O campo de velocidades ¢ expresso como:

i~ 1
uv(x,y)—ivv(xy) = _er —
27 . (z-2z4)
A Ug ]
(O]
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Figura 3.Vortice Potencial: distribuicao da vorticidade e da velocidade induzida

Dois aspectos importantes devem ser observados com relagdo a esta expressao. Considere um
ponto do plano complexo, z,, onde se deseja calcular a velocidade induzida pelo vortice de
intensidade I'y , localizado em zg:

- 0 primeiro aspecto estd associado ao fato de que um vortice ndo induz velocidade sobre ele
mesmo. Desta maneira, a contribui¢do do vortice sobre ele mesmo deve ser excluida ao se
utilizar os resultados da expressdo acima na Eq. (20), ou seja:

NV
: i 1
uv(xp,yp)—lvv(xp,yp)—gzrqﬁ (24)
q=1 p q
g9#p

-0 segundo ponto a se observar refere-se ao comportamento singular da expressdo. De
fato, se z; = z, a velocidade induzida assume valores infinitamente grandes ndo retratando
fielmente o comportamento real; alids, este comportamento ¢ esperado uma vez que o modelo
potencial assume uma hipdtese muito forte com relagdo a viscosidade. Ha, portanto, a
necessidade de se de-singularizar a expressao da velocidade, incorporando um nucleo, de raio G,,
ao vortice livre. Varios modelos podem ser adotados com esta finalidade, como ¢ visto a seguir.



O vortice de Chorin apresenta uma velocidade induzida constante no interior do nucleo e
comporta-se como um vortice potencial , fora deste. Este modelo apesar da simplicidade apresenta
dois aspectos negativos
- a distribuicdo da vorticidade varia com o inverso da distancia e ¢ singular na origem.

- a distribuicdo da velocidade induzida apresenta uma descontinuidade na sua derivada quando a
distancia ¢ igual ao raio, G, , que define o nucleo.
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Figura 4. Vortice de Chorin: distribui¢do da vorticidade e da velocidade induzida

O vortice de Rankine apresenta uma velocidade induzida que varia linearmente com a distancia
no interior de seu nucleo, definido pelo raio o,; neste caso o nicleo gira como um corpo rigido.
Fora deste, o campo de velocidades comporta-se como um vértice potencial.

Este campo de velocidades ¢ causado por uma distribuicdo uniforme da vorticidade no interior
do nucleo. O modelo representa um avango com relagdo aos vortices anteriores e simula
razoavelmente bem os efeitos de amortecimento causados pela viscosidade. A dificuldade na sua
utilizagdo esta associada a descontinuidade presente na derivada da distribuicdo da velocidade. O
vortice de Rankine foi bastante utilizado por Kamemoto et al. (1990), Aratjo e Hirata (1993) e
Aratjo and Hirata (1993).
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Figura 5:Vértice de Rankine:distribui¢do de vorticidade e da velocidade induzida

O vortice de Lamb (ou de Oseen) (Panton, 1984), contorna estas dificuldades assumindo uma
distribui¢do normal para a vorticidade no interior do ntcleo do vortice. A distribuicdo de
velocidades resultante assemelha-se a distribuicdo do vortice de Rankine sem apresentar a
descontinuidade na sua derivada. Atualmente este ¢ o modelo mais utilizado.



A vorticidade neste caso ¢ distribuida segundo a expressao:

2
r—r
KV(r—rq):%exp —(—Zq)
o c
logo
r r—r,)?
o(r,ry,t) = — exp ) zq)
o (¢}

e, com esta distribuicdo de vorticidade, a velocidade tangencial induzida por este vortice ¢ expressa
como:

I r—r,)?
Up(rfy,t)==——"—|1-exp )

(25A)
2n(r —r,) c?

onde r define o ponto de campo e rq a posi¢do do vortice de intensidade I'y . Conseqiientemente
(r-rq) representa a distancia radial a partir do centro do vortice e ¢ representa uma escala de
“comprimento viscoso”, definida pela expressao:

o =+V4vt

A Fig.6 mostra a distribuicdo de vorticidade e o comportamento da velocidade tangencial
induzida por um Unico vortice de Lamb.
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Figura 6.Vortice de Lamb:distribuicao de vorticidade e da velocidade induzida

Como pode ser observado, a distribuicao da velocidade induzida por um vértice discreto de
Lamb apresenta um valo méaximo. A medida que a distincia (r-ry) do centro do vértice aumenta, a
velocidade induzida por um vértice de Lamb aproxima-se da velocidade induzida por um vortice
potencial — linha pontilhada na Fig. 6. A velocidade méaxima ocorre quando

r—rqy =Rpa =1.1209c



e a velocidade induzida, expressa em termos de R,y , se escreve

(r—ry)?

Ug(r,rg,t) = F—q)[1exp£1.25642—ﬂ (25B)
q

2n(r—r o

Analisando a Fig. 6, no entanto, observa-se que quando (r-rq) ® 2Rmax a velocidade induzida pelo
vortice de Lamb ¢ aproximadamente igual a velocidade induzia pelo voértice potencial. Desta
maneira, ¢ conveniente interpretar que o vortice de Lamb possui um ntcleo cujo raio ¢ definido por:

Go = 2Rpmax

Mustto (1998), explorando este fato, exprime o raio do nucleo e a velocidade induzida pelo
vortice através das expressoes:

o = 6.3408 Ff—; (26)
I (r—ry)?
Ug(r,rg,t)=———[1-exp -5.0257 ——— (250)
2n(r —rq) o

onde At representa o incremento de tempo.

6.3.2.2. Avanco Convectivo

A equacao (20) permite calcular a velocidade induzida na posi¢ao ocupada por cada voértice p da
nuvem. O avango convectivo deste vortice ¢ definido pela solugdo da equagdo (18), que ¢ abaixo
transcrita

X, _
U, 06, (0,1 p=1,NV (18)

O avanco convectivo de todos os vortices que formam a nuvem simula o fendmeno de
convecg¢do da vorticidade.

Na expressao acima, a posi¢ao do vortice p, no mstante. t, ¢ definida pplo Vet'or Xp(t) e up(?(p(t),t)
representa a velocidade nesta posi¢do. Desta maneira a posi¢ao deste vortice no instante seguinte da
simulacao pode ser calculada como:

Xp (t+ At) = X (1) + up(xp(t),t) *At (27)

Esta expressao ¢ conhecida como solu¢ao de Euler e representa a aproximagdo de primeira
ordem, em (At), da solucao da equagdo (18).
Aproximagdes de ordem superior permitem a utilizagdo de incrementos de tempo (At) maiores,

reduzindo consideravelmente o tempo computacional. A formula de Adams-Bashforth (Ferziger,
1981)

X, (t+ At) = x, () + [1.5u, (1) - 0.5up (t — At) At (28)



representa uma aproximacao de segunda ordem. Esta expressdo ¢ bastante conveniente do ponto de

vista computacional, uma vez que a velocidade uy(t-At) ja fora computada no avango anterior,
(Alcantara Pereira, 1999).

6.3.3 Difusao da vorticidade.

De acordo com o algoritmo de separagdo da parte viscosa, a difusdo da vorticidade ¢ governada
pela equacdo (17), a equagao da difusdo, que ¢ transcrita abaixo.

5_°’:Lv2w (17)
ot Re

Vérios sdo os algoritmos numéricos que podem ser utilizados para se obter a solucao desta
equacdo. Descreve-se, a seguir, os trés mais comumente utilizados.

6.3.3.1.Crescimento do nicleo do vortice.

Este algoritmo foi bastante utilizado por Kamemoto et al. (1990), Araujo e Hirata (1993) e
Aratjo and Hirata (1993); nestes trabalhos uma nuvem de vortices de Rankine foi o modelo
utilizado para simular a vorticidade.

Embora Greengard (1985) argumente que a solu¢do obtida com o algoritmo que utiliza a
variacdo do nucleo para simular a difusdo ndo apresente uma convergéncia para a solugcdo das
equacdes de N-S, os resultados numéricos obtidos sdo bastante satisfatorios. No entanto, Rossi
(1996) propoe, basicamente, um limite maximo de crescimento que, uma vez alcangado, induz uma
fissdo com a conservagdo da circulacdo e de momentos linear e angular. Com esta modificacdo a
solucdo obtida com o novo esquema proposto converge para a solucao das equacdes de N-S.

A idéia bésica para simular a difusdo da vorticidade consiste em assumir que os efeitos da
viscosidade encontram-se restritos ao nucleo dos vortices livres; o fenomeno da difusdo atua
modificando o raio do ntcleo.

Seja 6,(0) o raio do nucleo no instante t = 0. No instante t = a*At , (onde o = numero de
incrementos de tempo At) o raio (adimensionalizado) do nucleo ¢ calculado utilizando-se a
expressdo abaixo, na qual ¢ assume o valor constante ¢ =2.2418.

oo(a) =0,(0)+ o{— — (29)

Cc |aAt
2\ Re

Esta expressdo pode ser obtida a partir das equagdes basicas que governam a difusdo da
vorticidade quando se tem um unico vortice de Lamb numa regido fluida infinita (Panton, 1984). De
fato, assumindo-se que G, (t) = 2Ry« tem-se aproximadamente que:

oo(t) 22722418 [ ig,

e, consequentemente

c dt 1o,

==~ —_ 9t
JRe 24t 2t

A utilizagdo destas expressdes permite obter-se, imediatamente a, a expressdo (29) que governa
a varia¢ao do nucleo com o tempo.

do,



Cabe mencionar que, com a utilizagdo deste procedimento para simular a difusdo da vorticidade,
o avanco de cada vortice ao final de um incremento de tempo continua sendo calculado pela
equacdo (27) ou pela equagdo (28), se um avanco de segunda ordem em At for desejado. O raio do
nucleo continua sendo definido pela expressao (29).

6.3.3.2. O método de avanc¢o randomico.

O M¢étodo de Avango Randdmico ¢, provavelmente, o mais utilizado para simular a difusao da
vorticidade quando se utiliza o0 Método de Vortices. Ele foi muito empregado por Lewis (1991) e,
mostra-se particularmente util quando o nimero de Reynolds assume valores elevados (Mustto et
al., 1997), (Mustto et al., 1998) e (Alcantara Pereira, et al., 1999).

O M¢étodo de Avanco Randomico, utilizado para simular o processo de difusdo da vorticidade,
consiste em se impor, a cada vortice da nuvem, um deslocamento difusivo em adigdo ao
deslocamento convectivo.

Este procedimento foi desenvolvido por Chorin (1973), em analogia aos deslocamentos
randomicos que ocorrem em moléculas e que foram estudados por Einstein (1956). De maneira
independente, Porthouse and Lewis (1981), analisando a difusdo da vorticidade desenvolveram um
algoritmo equivalente ao de Chorin. Segundo este algoritmo, para cada incremento de tempo, cada
vortice deve sofrer um deslocamento randdémico € = (&, 1), com as componentes definidas como:

- nadiregdo x = &(t) = (Ar).cos 0
(30)
- nadiregdo y = n(t) = (Ar).sin 0

Nestas expressodes Ar e 0 sdo calculados da seguinte forma

Ar = [8&n( 1) e 0 =21Q

onde os numeros randomicos P e Q sdo definidos no intervalo 0 a 1, i.é.:
0<P<1 e 0<Q<l.

Assim sendo, se a féormula de Euler ou a de Adams Bashforth for utilizada para simular o
avanco convectivo, tem-se respectivamente

Xp (t TAL) = xp (1) + up(xp(1),t) *At + Cp(t) (31A)
Xp (t +At) = xp (1) +[1.5 up(t) - 0.5up(t-At)JAt + Cp(t) (31B)

Cabe observar que a técnica do avango randomico se aplica a simulagdo da difusdo de qualquer
grandeza (alem da vorticidade) cuja evolucao seja governada pela equagdo (17). Ghoniem and
Sherman (1985), observando a relacdo existente entre a densidade de probabilidade de uma
distribuicao Gaussiana e a funcdo de Green da equagdo de difusdo, mostram que a solugao desta
equacdo representa a distribuicdo da fun¢do erro e que a sua vazdo (fluxo) ¢ representada pela
distribuicao Gaussiana. Desta maneira desenvolvem um algoritmo capaz de simular a evolugao da
grandeza que ¢ representada por uma nuvem de particulas. Hirata e Hirata (1998) e Alcantara
Pereira e Hirata (2003) aplicaram a técnica para analisar alguns casos simples de difusao de calor.



6.3.3.3.0 Método da velocidade de difusao

Este método foi proposto por Ogami and Akamatsu (1991). Eles empregaram o método para
simular vérios tipos de situacdes, incluindo escoamentos com numeros de Reynolds muito baixos.
O método utiliza vortices livres com nticleos de raio constante.

Kempka and Strickland (1993) argumentam, no entanto, que o método ndo simula
completamente o fendmeno, se o nucleo possuir divergéncia nula, isto é, se possuirem um raio
constante. Shintani and Akamatsu (1994), apresentam um algoritmo aproximado para o célculo da
expansdo do nucleo.

Como o proprio nome diz, o método define uma velocidade de difusdo, uq , a qual deve ser
somada a velocidade de convecgdo - veja equagdo (20) . Para se definir a velocidade de difusdo ¢
mais conveniente partir da equagdo do transporte de vorticidade

a—(D+u-Vco:iV2(o
ot Re

Com o auxilio da equagdo da continuidade, esta equacdo ¢ colocada numa forma mais
conveniente

oo 0 1 oo 0 1 oo

—+—||U————— o |+—||V-———|®|=0

ot ox Re® ox oy Rew oy

Esta expressdo mostra claramente que a velocidade de transporte da vorticidade possui as

seguintes componentes:
1 O
V —_—
Re o oy

1 oo
u -
Re o ox
respectivamente, nas direcdes X e y.

Como u e v correspondem as componentes da velocidade de convecgdo, fica claro que a
velocidade de difusdo - ug - possui as seguintes componentes:

D

Ug= -1 0 SR (32)
Re o ox Re o oy

Para o calculo de ugq e vq, utilizando as expressdes acima, torna-se necessario conhecer, de
alguma maneira o campo de vorticidade. Como a vorticidade ¢ simulada com a utilizagdo de uma
nuvem de vortices livres, fica claro a necessidade de se definir o tipo de vortice livre utilizado.

Assim, por exemplo, um voértice de Lamb de intensidade I'y, cuja posi¢do ¢ definida por rg,
possui uma distribui¢ao da vorticidade expressa por:

2
Iy, (r— rq)
o ®XP

o (e}

o(r,rg, t) =

A vorticidade na posicao do vortice p, € composta pela contribui¢do de todos os NV vortices da
nuvem

2 2
o q o




Com esta informagdo, as expressdes (32) sdo utilizadas para calcular as componentes da
velocidade de difusao

) _
2 (Xp_xq) +(yp_yq)2
Uy =— > Ty(X, — Xq)EXP| —
d Rempn64% are a c?
(33)
_ ) _
2 (Xp_xq) +(yp_yq)z
Vg =——72T4(Yp —Yq)EXp| -
d Rewpnc4§ P a c?

O avanco convectivo continua sendo calculado com a utilizagdo das expressodes (27), ou (28).
Estas expressoes, no entanto, devem ser apropriadamente modificadas com a inclusao da velocidade
de difusdo. Se a féormula de Euler, equacao (27), for utilizada, resulta:

Xp (t+ At) = Xp (1) +[ u(xp(t),t) + ua (xp(t),1)] “At (34A)

Por outro lado, se um avango de segunda ordem for desejado, a formula de Adams Bashforth,
equacdo (28), deve ser utilizada e, ap6s a inclusdo da velocidade de difusdo, resulta:

Xp (t + At) = Xp (t) +{1.5*[u(t) + uq(t)] - 0.5*[up(t-At)+ ug(t-At)]} *At (34B)
6.3.4. Geracao da vorticidade

Nas partes III1.3 e II1.4 tratou-se do desenvolvimento da vorticidade, o que ¢ feito com a
utilizacdo de uma nuvem de vortices discretos que sdo submetidos aos processos de convecgdo e de
difusdo. Nos procedimentos tratados, assumiu-se tacitamente que a intensidade dos vortices livres
era conhecida, assim como a sua posi¢ao inicial. Nesta parte estes dois aspectos sdo analisados.

Com esta finalidade, deve-se observar, inicialmente, que a equagdo de N-S em duas dimensdes
pode ser escrita como:

*

Du* +LVp* =V [V xo]
Dt pp

OBS: a apresentacdo desta parte se faz sem a adimensionaliza¢do das equagdes;
por esta razao acrescenta-se um asterisco sobre as variaveis.
Supondo, em seguida, que o escoamento realiza-se no semiplano superior, o eixo real
representa uma superficie onde a condi¢ao de aderéncia deve ser especificada. A utilizacdo desta
condi¢do na equagdo acima fornece a expressao

*

=

0w

o

op
ox

emy=0 (33)

O LD (lado direito) pode ser interpretado como sendo o fluxo de vorticidade através do eixo real
que coincide com a superficie. Logo, conclui-se que: se o gradiente de pressao ¢ favoravel havera
uma geragdo de vorticidade, j4 que o fluxo passa a ser positivo. Havera uma geragdo negativa
(aniquilamento) se o gradiente for desfavoravel, ou seja, quando o escoamento ¢ desacelerado.



Necessita-se, agora, quantificar de maneira apropriada a vorticidade criada na superficie solida,
normalmente a superficie do corpo. Para se desenvolver um algoritmo com esta finalidade ¢
necessario entender o mecanismo de geragdo da vorticidade.

Considere, entdo, por um breve intervalo de tempo, a acdo da convecgdo que desloca a
vorticidade presente no fluido e, em especial perto de uma superficie; resulta numa nova
distribuicdo da vorticidade a qual ird induzir um campo de velocidades ligeiramente diferente
daquele anteriormente existente. Obviamente, a condicdo de escorregamento nulo sera violada,
induzindo-se uma velocidade tangencial - u’; -. Para que isto ndo aconteca (afinal a condigdo de
contorno deve ser obedecida) o escoamento desenvolve uma superficie de vorticidade, junto a
superficie, cuja densidade € o suficiente para anular esta velocidade tangencial.

Para completar o quadro, deve-se observar que a vorticidade gerada na superficie do corpo é&,
inicialmente, difundida para o interior do fluido (o fluido encontra-se parada relativamente ao
corpo) para, em seguida ser advectado; o resultado destes dois mecanismos € o que se conhece
como convec¢ao da vorticidade.

A implementacdo numérica destas idéias ¢ feita de maneira discreta e, para isto, varios
algoritmos podem ser desenvolvidos — veja Kamemoto (1994).

Uma alternativa de simples implementacdo consiste na geracdo de vortices nascentes nas
vizinhangas do corpo de modos a satisfazer a condi¢ao de escorregamento nulo; afinal, quando se
calculou a componente da velocidade associada a perturbacdo induzida pelo corpo — uc e vc — a
unica condicao exigida foi a de impenetrabilidade.

Duas questdes se colocam: qual ¢ a intensidade de cada voértice nascente e onde eles devem ser
posicionados? Torna-se cada vez mais claro que estas questdes devem ser respondidas considerando
os aspectos ja analisados da conveccao e difusdo da vorticidade.

Considere, inicialmente a superficie do corpo sendo simulada com a utilizacdo de NP painéis,
sobre os quais se distribui fontes. Neste caso, a densidade da distribui¢cao de fontes sobre cada
painel ¢ determinada com a imposi¢cdo da condi¢do de impenetrabilidade (condi¢do de Neumann),
Silva (2004). Nada se pode dizer sobre a componente tangencial da velocidade que, normalmente
ndo se anula — veja discussdo acima. Desta maneira, os vortices nascentes representam a unica
alternativa para se anular a velocidade u'; que, na implementagio numérica é calculada no ponto de
controle de cada painel; este procedimento ¢ equivalente a satisfagdo da condicdo de
escorregamento nulo e elucida a questdo, colocada acima, sobre a intensidade dos vortices
nascentes.

A simulagdo numérica do processo de difusdao junto a superficie do corpo pode apresentar
alguns problemas; desta maneira, posicionam-se os vortices nascentes sobre retas que passam pelos
pontos de controle dos painéis e que sejam normais a eles. A distancia - € - sobre as retas, a partir
do ponto de controle deve ser calculada levando-se em conta o processo de difusdo da vorticidade
junto das paredes; desta maneira, este deslocamento inicial dos vortices nascentes que simula a
difusdo ¢ denominado de difusdo primaria. E comum adotar-se este deslocamento como sendo igual
ao raio do nucleo do vértice - € = o, -, isto €, a nticleo do vortice tangencia o painel no seu ponto de
controle.

Uma alternativa a utilizacdo de painéis de fontes para simular a superficie dos corpos, consiste
em substituir a distribui¢do de fontes por uma distribuicdo de vortices sobre os painéis. Esta
alternativa utiliza basicamente as mesmas idéias e apresenta uma implementagdo mais facil do
processo de geracdo dos vortices nascentes (Alcantara Pereira, 1999). Como anteriormente, cada
vortice livre, dos NP gerados a cada incremento de tempo, ¢ posicionado a uma distancia finita, ¢ ,
de cada ponto de controle dos painéis. O calculo da intensidade destes vortices nascentes ¢ efetuado
integrando a densidade de vorticidade sobre o respectivo painel

Se o Teorema de Circulo for utilizado, o mecanismo de geragao ¢ muito semelhante ao utilizado
com os painéis de fontes. Vortices nascentes sdo posicionados a uma distancia finita, € , da
superficie do cilindro. As intensidades dos vortices nascentes, num dado instante, sdo calculadas
simultaneamente, impondo-se a condicdo de escorregamento nulo em NP posicdes sobre a
circunferéncia.



Uma simplificagdo ainda maior pode ser utilizada conhecendo-se a posicdo do ponto de
separacdo, como acontece quando o corpo possui arestas vivas. Nestes casos, os vortices discretos
sdo gerados apenas nestes pontos; resulta, como conseqiiéncia, uma aproximag¢ao menos precisa
(Lewis, 1991) e (Aragjo and Hirata, 1993). Esta alternativa revela-se bastante econdmica em termos
computacionais. O prego desta simplicidade, como se pode perceber, ¢ a incapacidade do método
em simular os desenvolvimentos que ocorrem no interior da camada limite.

6.3.5. Conservacio da vorticidade

Em um dado incremento de tempo, At, apos simular os mecanismos de convecgdo e de difusao,
alguns vortices discretos podem migrar para o interior do corpo. Algumas alternativas existem para
contornar este problema ndo desejavel, porém inevitdvel num esquema numérico que utiliza
avangos discretos.

Uma primeira alternativa consiste na reflexdo dos vortices de volta ao escoamento. Outra
alternativa utiliza uma camada protetora proxima a superficie do corpo que, em principio, evitaria
que os vortices ultrapassem a superficie do corpo.

A terceira alternativa, adotada por Mustto (1998) e Alcantara Pereira (1999) consiste na
eliminagdo dos vortices discretos que migram para o interior do corpo; a eliminacao ¢ mais utilizada
na literatura, porque pode ser interpretada como um modelo ao processo de destruicdo de
vorticidade, que ocorre nas regides de gradiente de pressdo adverso da superficie de um corpo
presente em um escoamento real (Chorin, 1973).

Qualquer que seja o esquema adotado, o principio de conservagdo da circulagdo ndo pode ser
violado. A circulagdo, calculada ao longo de uma linha que pode ser coincidente com os limites da
regido fluida em considera¢do, deve manter-se inalterada. Assim sendo, os vortices que migram
para o exterior da regido fluida, isto é, que migram para o interior do corpo ou ultrapassam os
limites externos (se existirem) carregam consigo alguma vorticidade que deve ser compensada; o
mecanismo utilizado para tal reside na criagdo da vorticidade na superficie do copo. Assim sendo, o
balango da vorticidade na regido fluida deve ser nulo durante toda a simulagdo numérica.

6.4. O método de vortices com modelagem de turbuléncia

Tendo apresentado os fundamentos do Método de Vortices, o desenvolvimento de um algoritmo
para incluir a modelagem de turbuléncia torna-se relativamente facil.
De fato, seja a Eq.(10), abaixo transcrita

o 0 ~—. 10p ., @ -
— +—(Ulj) = ————+2—|(v+v,)S; 10
A= 2| )] (10)

Verifica-se que o Método de Vortices como apresentado na parte III e que foi desenvolvido a
partir da Eq. (14), também apresentada a seguir, permite simular os fendmenos que ocorrem nas
grandes escalas.

6—u+u-Vu=—Vp+iV2u (14)
ot Re

A diferenga marcante que existe entre as duas equagdes reside na modelagem da turbuléncia —
veja parte II: Formulagdo do Problema — que resulta na inclusdo de um termo extra na Eq. (10) que
denominaremos de viscosidade turbulenta -v; — para diferencia-la da viscosidade molecular - v. A
modelagem da turbuléncia, como ja mencionado, permite simular os fendmenos que ocorrem nas
menores escalas que ndo sao considerados na formulacao apresentada na parte III.



6.4.1. O algoritmo proposto.

A inclusdo da viscosidade turbulenta permite que se defina o nimero de Reynolds Modificado,
em adi¢do ao ja definido numero de Reynolds Molecular, Alcantara Pereira et al (2002), Alcantara
Pereira et al (2003) e Mustto (2004).

Re. = Ub Numero de Reynolds Modificado (34A)
vV + Vi
Ub ,

Re = — Numero de Reynolds (34B)

v

Desta maneira, 0 Método de Vortices com Modelagem da Turbuléncia ¢ desenvolvido a partir
da equacao:

6—u+u.Vu=—Vp+
ot

Vau (35)

€c

Como conseqiiéncia, o desenvolvimento da vorticidade passa a ser governado pela equagdo da
vorticidade, que agora ¢ escrita com a utilizagdo de Re, isto ¢ (compare esta equacdo com a

Eq.(15)).

a—(D+u.Voa=

V2o (36)
ot Re,

Pela semelhanca entre as duas equagdes (15) e (36), os desenvolvimentos do Método de
Vortices com Modelagem da Turbuléncia sdo andlogos aqueles ja apresentados na parte II1.

Cabe notar que as grandezas presentes na Eq. (35) e Eq. (36) representam valores médios e que
a barra utilizada acima destas grandezas foram omitidas para facilitar a apresentagao.

Assim sendo, de acordo com o Algoritmo da Separacdo da Parte Viscosa, num dado incremento
de tempo da simula¢do numérica, a conveccao da vorticidade ¢ governada pela equagao

8_0)+u.V(D:0 (37)
ot

enquanto que a equacao

Go_ 1 g2, (38)
ot Re.
passa a governar o processo de difusdo da vorticidade.

A apresentacdo sobre a convecgdo da vorticidade, feita no item III.2, transfere-se quase que
integralmente, excecdo feita ao célculo do raio do nucleo dos vortices que deve ser feito com a
utilizacao de Re,; veja os diferentes modelos de vortices pontuais livres apresentados.

At

Som = 6.3408 |~
C

(39)



Na apresentacdo dos processos de difusdo da vorticidade, feita no item III.3, varias foram as
observacgdes feitas as respeito das diferentes alternativas para simular o processo. Naquela ocasido,
uma certa preferéncia foi manifestada em favor da utilizagdo do Método de Avango Randdmico
porque ele se mostrava mais adequado para a simulagdo do escoamento com numero de Reynolds
elevados.

Nos fenomenos em que a turbuléncia se faz presente esta grandeza costuma assumir, também,
valores elevados e, assim sendo, ¢ conveniente utilizar o Método de Avango Randomico para
simular a difusdo da vorticidade; as expressdes para o calculo do avango randémico devem utilizar
o Numero de Reynolds Modificado

na diregdo x = &(t) = (Ar).cos 0
(40)
na diregdo y =» m(t) = (Ar).sin 0

onde Ar = /S—éﬁln(%) e 0=2rQ

Neste ponto, ¢ oportuna uma analise do algoritmo proposto. Enquanto que o Método do Avango
Randomico simula o processo de difusdo molecular da vorticidade, a difusdo turbulenta desta
grandeza ¢ governada primariamente pelo crescimento do raio do nucleo dos vortices livres embora
esteja presente, também, no calculo do avango randomico, Alcantara Pereira, et. Al (2004).

Os demais procedimentos do Método de Vortices, como apresentado na parte III, sdo
transportados analogamente para o novo algoritmo, tomando-se o cuidado de substituir o Re por Re,

6.4.2. A modelagem da turbuléncia

De acordo com a proposta de Lessier e Metais, 1996, os fendmenos que se manifestam nas
micro escalas podem ser considerados com a utilizagdo da viscosidade turbulenta, v; ; esta ¢é
definida pela Eq. (12). Esta defini¢do depende de uma fungdo estrutura da velocidade, F, , definida
pela Eq. (11).

O calculo da fungdo estrutura da velocidade, como proposto por Lessier ¢ Metais deve ser feito
considerando a velocidade em pontos situados sobre a superficie de uma esfera.

Na presente implementacao, duas adaptagdes se fazem necessarias. A primeira ¢ imposta pelo
fato de que os problemas aqui tratados s@o bidimensionais. Assim sendo, os pontos sobre os quais
as velocidades sdo calculadas devem situar-se sobre uma circunferéncia.

Este fato, porém, introduz uma carga computacional excessiva, ja vez que estas velocidades sao
calculadas a cada instante, nas vizinhangas de cada vortice da nuvem.

Pode-se observar, no entanto, dois aspectos que se fazem presentes na implementagdo numérica
do Método de Vortices e que permitem contornar esta dificuldade:

- a cada instante, a velocidade na posi¢ao ocupada por cada vortice da nuvem esta disponivel
- um vortice da nuvem encontra-se cercado de inimeros outros vortices que se posicionam na sua
vizinhanga

Estes aspectos levam a segunda adaptacdo, de ordem pratica, na implementacdo do calculo da
funcdo estrutura de velocidade: os pontos onde as velocidades devem ser calculadas devem
coincidir com a posi¢do dos vortices que se encontram na vizinhanga do vortice considerado; as
posicdes destes vortices certamente ndo pertencem a circunferéncia mencionada (quando se
formulou a adaptacao que trata da migracdo do espago tridimensional para o bidimensional)

Propde-se utilizar a velocidade nos pontos ocupados pelos vortices que, no referido instante,
localizam-se num anel definido pelos raios interno — Ri — e externo — Re. Estes raios sao definidos
como:



Ri = f160m Re = f2(50m

onde f; e f, assumem valores pré-determinados. Em geral, assume-se que
fi =0.90 e £,=2.00

As posic¢des dos vortices no interior da coroa variam aleatoriamente, ndo pertencendo portanto a
uma circunferéncia de centro na posi¢do ocupado pelo voértice em consideragdo. Como a fungao
estrutura de velocidade ¢ calculada com os valores da velocidade nos pontos ocupados por estes
vortices ha a necessidade de se corrigir a expressao (11) de maneira apropriada, o que ¢ feito como:

- L )2 @1
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[ug (06) = ug (o + 1) + [v () = v (x +1, )

Na expressdo (41), NV indica o nimero de vortices presentes no anel e r; exprime a distdncia
entre o vortice em consideracao e os pontos do anel, onde as velocidades sdo calculadas.

Num dado instante de tempo, tendo calculado a funcao estrutura de velocidade para cada vortice
da nuvem, ela ¢ utilizada para se determinar a viscosidade turbulenta, expressao (12). Esta por sua
vez permite o calculo do nimero de Reynolds modificado, expressdo (34).

Na implementacdo numérica estes procedimentos sdo utilizados simultaneamente aqueles
referentes ao Método de Vortice.

6.4.3. Aplicacao da modelagem da turbuléncia

Existem regides da camada limite e da esteira onde as atividades que caracterizam a turbuléncia
sdo minimas e, fisicamente, ndo se justifica a utilizacdo da modelagem da turbuléncia.

Este fato ¢ levado em consideracdo na utilizacdo da modelagem, quando se efetua a simulagdo
numérica. Para isto considera-se que a modelagem da turbuléncia so se justifica se a densidade de
vortices assumir um valor maior do que um minimo imposto, na coroa; afinal o valor da fungao
estrutura de velocidade s6 faz sentido, estatisticamente falando, se houver um nimero minimo de
valores para o seu calculo. Mustto (2004) apresenta uma andlise exaustiva para a determinacdo da
densidade minima; apresenta também, analises relativas a outras grandezas utilizadas nas
simula¢des numéricas.

6.5. Cargas aerodinamicas

Nesta parte analisam-se as cargas aerodindmicas que atuam sobre a superficie do corpo. A
analise € restrita ao campo de pressoes e as forgas.

6.5.1. Forcas de arrasto e de sustentacao

As componentes da for¢a aerodindmica, forca de arrasto - D - e forca de sustentacdo - L -,
podem ser calculadas integrando-se apropriadamente o campo de pressdes sobre a superficie do
corpo.

As formulas de Blasius, generalizadas para escoamentos dependentes do tempo, porém, permite
o calculo direto destas componentes. De fato, Graham (1980), fornece a expressao
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onde A é uma area, U¢ a derivada temporal de U e C,, 0 coeficiente de massa adicional; geralmente

U=0.

Com relacdo a esta expressdo ¢ importante observar que NV indica o nimero total de vortices
discretos; no caso de se utilizar o Teorema do Circulo NV inclui os vortices presentes na esteira e
suas imagens (Mustto, 1998). Lembrando-se que I', ndo varia com o tempo, a expressdo acima pode
ser desenvolvida um pouco mais, resultando:

NV
D+iL = ~ip 2. Tp(up +ivy,) (42A)
p=1

onde, evidentemente, u, € v, representam as componentes da velocidade na posi¢do ocupada pelo
vortice de intensidade I',. Em termos adimensionais esta expressao € escrita como:

NV
Cp+HCL =22 T(vp —iup) (42B)
p=1

Como observacdo final, cabe mencionar a grande semelhanga que existe entre as expressoes
(42) e a conhecida lei de Kutta para o calculo da for¢a de sustentacao.

6.5. 2. A separac¢ao do campo de pressoes.

Com argumentos andlogos aqueles utilizados na separagcdo dos processos de convecgdo e de
difusdo, pode-se separar o termo de pressao escrevendo-se, Lewis, 1991:

1Vp—_6i
P ot

Considerando que, em geral, deseja-se calcular o campo de pressdes sobre uma superficie onde
se especifica a condigdo de escorregamento nulo, tem-se:

Typ__2t(s)

p ot

Tendo em vista a implementagao numérica da expressao, ela ¢ representada na forma alternativa

cuja integracao fornece

P (s)=po -

e que, na forma adimensionalizada se escreve



2
—p. -5 SAT 43
P =P, AtZ (43)

Nestas expressdes p, representa a pressao de referéncia.
6.5.3. O calculo do campo de pressoes

Embora se possa utilizar os resultados do item anterior para se calcular o campo de pressdes, a
implementagdo numérica dos procedimentos necessarios apresenta certa dificuldade no
estabelecimento da pressdo de referéncia; esta ¢ normalmente tomada como a pressdo de
estagnagdo. Além desta dificuldade, a experi€éncia mostra que os resultados obtidos com a
integracdo do campo de pressdes (forcas de arrasto e de sustentag@o) assim calculado apresenta um
nivel de ruido muito alto.

Como alternativa mais interessante para o calculo da pressdo, adota-se o esquema proposto por
Shintani & Akamatsu (1994). Para isto a identidade vetorial

2

uvu = V(%J —ux(Vxu)

¢ utilizada na equacao de Navier Stokes. Em seguida, utilizando a fun¢do de Bernoulli, Uhlman

2
u
Y=|p+—

resulta
a—u—u><(,u: —VY+LV2u
ot Re.

Tomando-se o divergente desta equacao, obtém-se

yu_ V.(ux w)=-V2Y + 1 v
ot €.
que ¢ reduzida para
V2Y = V.(ux w) (44)

com se os efeitos da compressibilidade puderem ser desprezados. A solucdo desta equagdo de
Poisson tem que ser obtida, normalmente com a utilizagdo de uma formulagdo integral, para cada
geometria estudada, Ricci (2002), Alcantara Pereira et al, (2004) e ela permite calcular o coeficiente
de pressdo através da relagdo:

Cpo =2Y —u? +1 (45)

onde Y=Y- Y,, eu=0 nas superficies solidas (condigdo de aderéncia)



6.6. Resultados de algumas situacdes analisadas.

O Método de Vortices tem sido utilizado com sucesso na analise de varias situagdes.
Apresentam-se, a seguir, resultados obtidos com a analise de algumas destas situagdes.

6.6.1. Escoamento ao redor de um cilindro de secao circular

O escoamento ao redor de um cilindro de se¢do circular representa situagdo ideal para ser
analisada com a utilizacdo do Método de Vortices. Esta ¢ uma situacdo de grande interesse pratico e
que se encontra bem documentada na literatura. Além destes fatos, o escoamento ao redor de um
cilindro circular apresenta dois aspectos importantes para a analise do desempenho da metodologia:

- o cilindro de se¢do circular ¢ um corpo rombudo sem arestas vivas e, como conseqiiéncia, a sua
camada limite apresenta um comportamento complexo ¢ a sua esteira ¢ generosa, caracteristicas
adequadas para simulac¢des que utilizam uma descri¢do lagrangiana como o Método de Vortices.

- por outro lado, a forma particular do cilindro circular permite a utilizacdo de ferramentas bastante
especificas e precisas como o Teorema do Circulo.

%ﬁ"' +=10,0

o

1=20,0

1=30,0

Figura 7. Evolugdo da esteira de vortices, Re =10°

Mustto analisou exaustivamente o escoamento ao redor de um cilindro de secdo circular
explorando ao maximo o fato de ter uma geometria particular com a utilizagdo do mencionado
teorema; os resultados aqui apresentados sao de Mustto (2004), exceto onde explicitamente
mencionado.



A Fig. 7 mostra a evolugdo da esteira de vortices durante uma simulagdo numérica; para tempo
suficientemente longo da simulagdo (t > 40) ja se pode observar claramente a formacao de grandes
estruturas vorticosas que se alternam formando a conhecida esteira de Von Karman.

Os instantes iniciais da simulagdo, para Re = 10° sdo detalhados na Fig. 8 onde se observa o
processo de formagao dos vortices a jusante do corpo e para t = 6.0 ja se pode notar que uma das
estruturas comeca a se desprender.

Figura 8. Linhas de corrente para diferentes instantes iniciais da simulagdo, Re =10’

A Fig 9, obtida por Alcantara Pereira (2000), mostra a distribui¢do da vorticidade na esteira,
também, para Re = 10°. Estes resultados foram obtidos utilizando o Método dos Painéis (painéis de
vortices com densidade constante).
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Figura 9. Distribui¢do da vorticidade na esteira



A distribuicao de pressdo na superficie do cilindro ¢ mostrada na Fig 10, obtida do trabalho de
Silva (2004). Para a simulagdo numérica do cilindro foi utilizado o Método de Painéis (painéis
sobre os quais se distribuiu fontes com densidade constante). O célculo da pressao foi efetuado
utilizando a formulagdo integral apresentada no item IV.3, Eq. 45. Nesta figura observa-se uma boa
concordancia dos resultados numéricos com aqueles obtidos experimentalmente. Os resultados
numéricos, porem, nao conseguem acompanhar a curva experimental nas regides vizinhas ao angulo
de 70°.

x <> Experimental (Blevins, 1984)
i ——— Teoria Potencial |
@) ‘e
0.00 — O Numérico (Mustto, 1998) —
Presente Simulacao
& -1.00 — .
X KB
ER*x o 0
-2.00 — —
O
-3.00 \
0.00 40.00 80.00 120.00 160.00 200.00

Theta
Figura 10. Coeficiente de pressdo na superficie do cilindro

A evolucgdo dos coeficientes de arrasto e sustentagdo durante a simulacao numérica ¢ ilustrada
na Fig. 11. A figura apresentam superpostos os resultados obtidos através da integracao da pressao e
aqueles calculados com a utilizacao das Férmulas de Blassius generalizadas, Eq. (42B).
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Figura 11. Comparagdo do comportamento de Cp e Cp: Calculos efetuados integrando se a
distribuicao de pressao e utilizando as férmulas de Blasius



Pode-se notar uma boa concordancia dos resultados e se observa claramente que os resultados
obtidos pela integracdo da pressdo apresentam-se com bastante ruidos; no caso a pressdo foi
calculada com a utilizagdo da Eq. (43) ligeiramente modificada para incluir termos convectivos. Na
figura verifica-se claramente que a curva de Cr, como era de se esperar, oscila em torno do valor
nulo e que o valor médio de Cp é da ordem de 1.3.

6.6.2. Escoamento ao redor de um aerofolio naca 0012

Ao contrario do cilindro circular, um aerofélio de pequena espessura — o aerofolio NACA 0012
foi tomado como exemplo — apresenta uma esteira viscosa muito fina e ndo se observa a separacao
da camada limite se operando com pequenos angulos de ataque.

A Fig. 12 mostra a esteira viscosa, num instante da simulagdo numérica do escoamento ao redor
do aerofolio operando com um angulo de ataque de 5°. A comparagdo com a esteira do cilindro
circular mostra claramente que a esteira desta simula¢do, como era de se esperar ¢ mais concentrada
e de pequena espessura; alias, este fato ¢ confirmado analisando a Fig. 13 que mostra a distribuicao
da vorticidade sem uma alternancia clara de valores das grandes estruturas vorticosas.
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Figura 13 Distribuigdo da vorticidade na esteira de um aerof6lio NACA 0012, Re = 10° ¢ o = 5°



A Fig. 14 mostra a evolugdo dos coeficientes de arrasto e de sustentacdo durante a simulagdo
numérica. Estes coeficientes foram calculados utilizando a integragdo numérica da pressdo que, por
sua vez foi obtida com a formulagdo integral apresentada no item IV.3, Eq. 45. Como era de se
esperar o coeficiente de arrasto oscila nas vizinhangas do valor nulo; no entanto, os valores
absolutos obtidos ndo sdo precisos porque no seu computo levou-se em consideragdo apenas o
arrasto de forma. O valor médio do coeficiente de sustentacdo ¢ da ordem de 0.66, quando o valor
experimental obtido da literatura ¢ de 0.54.
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Figura 14 Coeficientes de arrasto e de sustentagiio de um aerofélio NACA 0012, Re=10°¢ o = 5°

6.6.3. Escoamento ao redor de corpos de formas complexas

O escoamento ao redor ou através de corpos com geometria complexa (aqui vista como forma
complexa ou multiplos corpos) ¢ e grande interesse para os problemas atuais da engenharia. O rotor
de uma turbomdquina ¢ tomado como um exemplo representativo deste tipo de escoamento.

A andlise do escoamento através do rotor (sem considerar a influéncia da voluta) é,
normalmente, realizada utilizando uma grade linear composta de infinitos aerof6lios idénticos
distribuidos equidistantemente, formando uma grade linear de passo constante. Como exemplo foi
simulado o escoamento através de um grade formada por aerofolios NACA 65-410, como mostra a
Fig. 15, Alcantara Pereira, et al (2004).

<

Figura 15 Escoamento através de uma grade linear (de turbomaquinas)



A simula¢do numérica foi realizada utilizando o M¢étodo de Painéis, com distribuicdo de
vorticidade de densidade constante em cada painel. O célculo da pressdo foi realizado utilizando
uma formulacdo integral andloga a apresentada no item IV.3, com as devidas modificagdes para
levar em consideracao a presenca de corpos vizinhos

A Fig. 16 mostra a esteira instantanea, para trés elementos da grade, no instante definido por t =
10 da simulacao.
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Figura 16 Esteira de trés elementos de uma grade linear de aerof6lios NACA 65-410

Para as mesmas condic¢des, a distribuigdo de pressao sobre a superficie de um aerof6lio foi
calculada e ¢ mostrada na Fig. 17. Como pode ser observado hd uma boa concordancia dos
resultados calculados quando comparados com os dados experimentais. As discrepancias aparecem
nos bordos de fuga e de ataque, onde os resultados numéricos ndo conseguem acompanhar os picos
elevados de pressao.
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Figura 17 Distribuig¢do de pressdo na superficie de um aerofélio de uma grade linear
Acofolio NACA 65-410, Re=4.45x 10° , B = 33.60° ¢ B,
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Do ponto de vista de um projetista, no entanto, mais relevante do que a distribui¢do de pressao
na superficie do aerof6lio € o calculo do angulo de deflexao, definido como: 6 = 3; - B,. Este angulo
¢ plotado em fun¢do do angulo de ataque na Fig. 18. A figura mostra os resultados usualmente
obtidos com a utiliza¢do da Teoria Potencial e os resultados obtidos usando o Método de Vértices;
estes resultados sao comparados com aqueles obtidos experimentalmente. Da analise dos resultados
fica clara a importancia da utilizagdo do Método de Vortices e principalmente da utilizacdo do
M¢étodo de Vortices com Modelagem da Turbuléncia.
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Figura 17 Angulo de deflexdo numa grade linear

Aeofdlio NACA 65-410, Re =4.45 x 10° ,B= 33.60°¢ B, =45.00°
7. Conclusoes

Os resultados apresentados referem-se a trés situacdes bem distintas: o escoamento ao redor de
um corpo rombudo, o escoamento ao redor de um corpo esbelto e finalmente o escoamento ao redor
de um corpo com geometria complexa.

A andlise destes resultados mostra claramente a importincia do Método de Vortices,
especialmente quando utilizado com uma modelagem de turbuléncia. A modelagem apresentada ja
se mostra madura a ponto de produzir resultados confidveis e importantes do ponto de vista da
engenharia.

Ha pontos, no entanto, merecem uma atengdo mais cuidadosa; alguns destes pontos foram
destacados e outros ndo foram explicitamente mencionados; entre eles merece destaque a
necessidade da utilizacdo de versdes mais precisas do Método de Painéis, por exemplo, utilizando
distribuicdes mais complexas de singularidades.

Tao importantes quanto estes aspectos que merecem uma atencdo maior, sdo as enormes
possibilidades de melhorias e avancos que podem ser incorporados para expandir a aplicabilidade
dos procedimentos apresentados. Neste sentido pode-se mencionar:

- necessidade de incluir efeitos tridimensionais, uma vez que muitas manifestagdes da turbuléncia
s6 podem ser analisadas completamente levando-se em conta estes aspectos.

- necessidade da andlise comparativa de outras modelagens para simular os efeitos que se
manifestam nas menores escalas.



- possibilidade de inclusdo dos efeitos da rugosidade, uma vez implementada a modelagem de
turbuléncia.
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