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1.1 Introducao

Muitos escoamentos que ocorrem nas aplicagdes praticas em engenharia, ou mesmo na
vida quotidiana sdo turbulentos, caracterizados por apresentarem flutuagdes de pressdo e
velocidade superpostas ao escoamento principal. Responsavel por estas flutuagdes ¢ a
passagem de vortices de varias escalas. A turbuléncia ¢ responsavel pelo aumento na
resisténcia a um escoamento, pois tudo se passa como se a viscosidade fosse maior, mas ela
também reduz o arraste de um corpo (cilindro, veiculo) ao retardar o ponto onde ocorre a
separacao da camada limite.

E conhecido o experimento realizado por Osborne Reynolds, quem, em 1883, através
da injecao de corante em um escoamento de 4gua em um duto circular, observou os diferentes
regimes de escoamento, iniciando-se com o escoamento laminar, onde as camadas de fluidos
deslocam-se umas sobre as outras como se fossem laminas. A medida que a velocidade do
escoamento era aumentada, surgiam instabilidades na forma de oscilagdes no escoamento, até
causar a mistura completa do corante com a agua, devido a presenga de flutuagdes de
velocidade transversalmente a direcdo principal do escoamento. Este movimento que causa a
mistura, chamado turbuléncia, ¢ responsavel pela transferéncia de quantidade de movimento e
de massa, na direcdo transversal do escoamento. A quantidade de movimento na dire¢io
principal do escoamento ¢ conservada durante este processo, fazendo com que o perfil de
velocidades no escoamento turbulento em canais ou na camada limite seja mais uniforme que
no escoamento laminar. No entanto, enquanto no escoamento laminar tém-se velocidades
definidas, no escoamento turbulento os valores de velocidade variam ao longo do tempo em
torno de um valor médio.

Reynolds mostrou com seu experimento que a transi¢do laminar-turbulento ocorria
sempre para, aproximadamente, as mesmas condi¢des de experimento, sendo estas condigdes
caracterizadas com o que hoje se denomina niimero de Reynolds. Este nimero de Reynolds
critico (Reqit= 2300) porém, depende do proprio escoamento, como as condi¢des de entrada e
a rugosidade do tubo. Outras perturbagdes presentes no escoamento, tais como ruidos ou
vibragdes no ambiente onde se encontra o tubo, desempenham um papel importante no
processo de transicdo, de tal modo que sua auséncia ou diminuicdo pode vir a retardar o
processo de transi¢ao.

Além do escoamento em dutos, outros problemas sdao de importancia na analise da
transi¢do. No caso de placas planas sem gradiente de pressdo, o escoamento inicia-se laminar,
e a transicdo ocorre para uma distancia X.ir do bordo de ataque, definida através de um
nimero de Reynolds local, dado por
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Este valor depende ndo apenas da magnitude da velocidade ndo perturbada da corrente
livre U, e da posi¢do x, mas da intensidade de turbuléncia presente na corrente livre, do
gradiente de pressdo imposto, da rugosidade da placa, além da presenca de transferéncia de
calor da ou para a placa. Devido a transferéncia adicional de quantidade de movimento na
diregdo transversal do escoamento devido a turbuléncia, a espessura da camada limite
aumenta, assim como a forga de arraste total sobre a placa.

No caso do escoamento transversal sobre cilindros, que constitui uma importante
aplicagdo em diversas areas da engenharia, a transi¢ao reduz a for¢a de arraste movendo o
ponto de separacdo da camada limite para jusante.

Nao hé consenso na aceitacdo de uma defini¢do para a turbuléncia de forma a abranger
todas suas caracteristicas. A maneira classica consiste em apenas estabelecer estas
caracteristicas, assim foi proposto por Tennekes e Lumley (1972) que um escoamento
turbulento podia ser caracterizado através de:

a) Irregularidade: uma andlise deterministica é impossivel, trabalha-se com
métodos estatisticos.

b) Difusividade: produz a mistura do fluido, aumenta a transferéncia de calor,
retarda a separagdo da camada limite.

c) Altos nimeros de Re: a turbuléncia surge normalmente por uma instabilidade
do escoamento laminar, quando o nimero de Reynolds cresce.

d) Tridimensionalidade da Vorticidade: a turbuléncia ¢ rotacional e

tridimensional, com flutuagdes tridimensionais da vorticidade. Escoamentos vorticais
bidimensionais na sdao considerados turbulentos.

e) Dissipagdo: escoamentos turbulentos sdo sempre dissipativos e a viscosidade
transforma o movimento turbulento de pequenas escalas em calor.

f) Meio Continuo: a menor escala da turbuléncia ¢ maior que a escala molecular.

g) “Escoamentos turbulentos, sdo escoamentos”: turbuléncia ¢ uma caracteristica

do escoamento e ndo do fluido.

Nas ultimas décadas, a descoberta de estruturas coerentes trouxe uma nova perspectiva
no estudo da turbuléncia (Brown e Roshko, 1971; Hussain, 1983). A idéia predominante até
entdo era de um movimento vortical, principalmente de pequenas escalas, em total caos (item
a da definicdo anterior). A primeira revolucdo foi a da existéncia de estruturas quase-
deterministicas, distribuidas de maneira aleatoéria no espago e no tempo, responsaveis pelo
transporte turbulento e geragcdo de ruido. Determinou-se, também, que o transporte e a difusao
turbulentos s3o mais guiados por inducdo que por gradientes (Hussain, 1983). Esta
caracteristica quase deterministica ¢ que permite que se represente o escoamento como ondas
de vorticidade, uma vez que existem evidéncias de que a maior parte dos escoamentos com
cisalhamento age como “guias de ondas”. Isto permite entdo que se represente o escoamento
turbulento como uma superposi¢do de ondas, o que pode facilitar a representacdo matematica
do fenémeno.

Nesse mesmo artigo, Hussain define uma estrutura coerente como sendo uma massa
de fluido turbulento com grande escala, com vorticidade correlata e em fase, sobre a regido do
fluido. A escala de uma estrutura coerente serd proporcional & menor dimensdo do canal. A
extensdo do escoamento sobre a qual as flutuagdes da velocidade se correlacionam
demonstram a extensdo da estrutura.

Com base neste conceito, pode-se estabelecer que turbuléncia ¢ uma superposicao de
movimento coerentes ¢ incoerentes (aleatdrios), estes ultimos se estendem além das fronteiras
da estrutura coerente.



Na defini¢ao de estrutura coerente, fica implicito que seu tamanho seja comparavel
com o comprimento da camada de cisalhamento, sendo, portanto, responséavel pelo transporte,
nas grandes escalas, de massa, calor e quantidade de movimento, sem ser necessariamente
altamente energética. As estruturas coerentes se caracterizam, portanto, mais por sua
organiza¢do do que pela quantidade de energia cinética que contém, pois se originam de uma
instabilidade de algum tipo como a de Kelvin-Helmholz ou os vortices de Taylor no
escoamento viscoso rotativo, dependendo, também das condi¢des iniciais. Nao havendo
determinadas condi¢des de formagdo, ndo ocorreriam necessariamente essas estruturas.

Outros autores caracterizam um vortice coerente através de determinadas
caracteristicas. Por exemplo, Lesieur (1997) considera um vortice como coerente se: a) possui
uma concentragdo de vorticidade tal que as trajetorias de fluido girem ao redor dele, b) tem
um tempo de vida maior que o tempo de rotacdo local e c¢) possui a propriedade de
imprevisibilidade (no sentido da sensibilidade as condig¢des iniciais).

Em um artigo mais antigo, coincidente com a época do surgimento do conceito de
estruturas coerentes, Bradshaw (1978) apresenta uma discussdo a respeito da identificagdo do
que ele chamou de “estruturas ordenadas” (orderly structures), alertando para o fato de que
picos em espectros, estruturas excepcionalmente bem organizadas, persisténcia de padrdes
organizados provenientes da transicdo laminar-turbuléncia, dependentes das condigdes iniciais
e efeitos de ressonancia, ndo constituem necessariamente essas estruturas. A identificagdo
correta, entdo, seria feita através de processos de aquisi¢do condicionada (conditional
sampling), tomada nao sobre todo o registro de dados, mas somente sobre aquelas porg¢des
que satisfazem alguma condi¢do imposta pelo experimentador.

Deve-se também considerar o contorno do fluido como uma condi¢do que leva a
formacgado deste tipo de estrutura. Pode-se ter uma idéia da distribui¢do da vorticidade ao se
analisar o campo do escoamento (Batchelor, 1967). Existem na engenharia e na fisica varias
geometrias importantes de canais que sdo susceptiveis de propiciar a geragcdo de estruturas
coerentes (Meyer e Rehme, 1994).

As estruturas coerentes podem ser naturais ou induzidas. Estruturas coerentes estdo
relacionadas com o tempo de produgdo da energia. Tanto as condigdes iniciais como as de
contorno se relacionam com a camada de cisalhamento do escoamento. Parte da energia
produzida sera pelas estruturas coerentes, a outra por estruturas nao coerentes. Para qualquer
variavel instantdnea f (vetorial ou escalar) pode-se fazer a decomposicdo em uma parte
coerente e outra ndo coerente, que corresponderia a parte aleatoria da turbuléncia

fi(x,t) = fu(x,t) + f(x,1), (1.2)

onde: f.(x,t) — funcdo coerente
fi(x,t) — funcdo ndo coerente.

Esta divisdo em parte coerente e ndo coerente pode ser observada nas Fig. (1.1) e (1.2)
(Meyer e Rehme, 1995). A Fig. (1.1) mostra um escoamento turbulento como ele ¢ percebido
normalmente. Observa-se uma distribuicdo aleatéria de particulas que passam diante da
camera fotografica estacionada diante do canal. Ja na Fig. (1.2), a cAmera acompanha o
escoamento, permitindo que uma sucessdo de vortices (coerentes) seja visualizada. Estas
fotografias sdo muito semelhantes a observacdes feitas em um canal por Nikuradse em 1929
(Schlichting, 1968).

A propriedade caracteristica da estrutura coerente, portanto, ¢ a vorticidade coerente:

Q =, —u_, (1.3)
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onde o subindice ¢ indica coerente e que difere da vorticidade que ¢ o rotacional do vetor
velocidade média temporal.

Escoamentos turbulentos sdo caracterizados por niumeros de Reynolds muito altos,
assim, € razoavel esperar que qualquer descri¢do da turbuléncia funcione propriamente a
medida que o nimero de Reynolds tende ao infinito. A esse critério dd-se o nome de
invarianga assintotica e permite que se estabelegam critérios como a similaridade via nimero
de Reynolds. Uma discussdo acessOria que surge ao se estabelecer este critério ¢ a
quantificagdo de numeros de Reynolds altos. Este problema ndo depende do valor do nimero
de Reynolds do escoamento e sim do tipo do escoamento € o momento a partir do qual as
caracteristicas do escoamento serdo independentes do nimero de Reynolds, o que significa
que a estrutura do escoamento ndo mais dependerd da viscosidade. Esta ¢ uma das bases do
conceito de semelhanca de Reynolds (Bernard e Wallace, 1998).

Num escoamento turbulento simples, as caracteristicas do escoamento em um dado
ponto ao longo do tempo sdo controladas apenas pela regido imediatamente a sua volta. As
escalas de tempo e comprimento vao variar ao longo do escoamento, do mesmo modo que as
caracteristicas do escoamento, de tal forma que uma vez adimensionalizadas por essas
escalas, estas caracteristica (adimensionais) permanecerdo inalteradas. A este fato da-se o
nome de invarianga local ou autopreservagao.

No escoamento turbulento os vortices sdo gerados por cisalhamento ou por gravidade,
mas a turbuléncia ndo pode se manter por si s6: uma fonte de energia deve haver, caso
contrario a turbuléncia vai decair e o escoamento vai se relaminarizar. E o caso da turbuléncia
de grade num tunel de vento que decai @ medida que a distdncia a grade aumenta. Esta fonte
de energia ¢ o cisalhamento (com exce¢do das forcas gravitacionais) do fluido com uma
parede ou com outra camada de fluido.

Figura 1.2. Visualizag¢ao do escoamento turbulento em um canal — detalhe para os vortices
(Meyer e Rehme, 1995).



1.2 Equacdes governantes da turbuléncia

Do ponto de vista matemadtico, as equagdes que regem os escoamentos turbulentos, as
equacgdes de Navier-Stokes, que sdo a aproximacao de segunda ordem de Chapman-Enskog da
equagao de Bolzmann para o movimento molecular (Bradshaw, 1978), sao conhecidas ha
muito tempo (Navier, 1823; Stokes, 1843), porém nenhuma solugdo exata estavel pode ainda
ser obtida. Para o caso de fluidos incompressiveis de massa especifica constante, estas
equacdes, desenvolvidas a partir dos principios de conservacdo de massa e quantidade de
movimento, em nota¢do indicial, sdo:
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e, eventualmente, uma equacao de conservacao de escalar passivo,
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Nas equacdes (1.4), (1.5) e (1.6) u;, p e 6 sdo, respectivamente, os campos de
velocidade, pressao e escalar passivo, v a viscosidade molecular, x a difusividade molecular e
p a massa especifica. O sistema de equacdes (1.4), (1.5) e (1.6) complementadas com as
correspondentes condi¢des iniciais € de contorno, constituem um problema fechado do ponto
de vista matematico, no sentido de possuir igual numero de equacdes que de incognitas, e
portanto, pode ser resolvido.

O termo viscoso na Equagdo (1.5) corresponde ao divergente das tensdes viscosas, 7,
na qual sua expressdao foi simplificada usando a condigdo de incompressibilidade (1.4), na
forma,

ou. 8uj 8117 ou.
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da mesma forma que na equacao (1.6), o termo difusivo corresponde ao divergente do fluxo
do escalar g,

oqg . 2
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onde u ¢ k, sdo a viscosidade dinamica e condutividade térmica, respectivamente.

As principais dificuldades inerentes a sua solucdo estdo nas caracteristicas nao-lineares
das equacdes governantes ¢ na complexidade da solugdo procurada. Em geral, a nao-
linearidade das equagdes pode ser interpretada como um mecanismo de geragdo de escalas e
de transferéncia de energia entre diferentes escalas.

Devido a estas dificuldades, qualquer solu¢do do sistema de equagdes apresentado,
deve ser obtida através de métodos numéricos, abrindo-se um leque de possibilidade que vai



desde a Simulacdo Numérica Direta (DNS) onde todas as escalas espaciais e temporais sao
efetivamente resolvidas, até os diferentes métodos de modelizagao (Simulagdao de Grandes
Escalas-LES, métodos baseados na decomposi¢do em valores médios do tipo Reynolds-
averaged Navier-Stokes-RANS, etc). Nao estd dentro dos objetivos deste capitulo a
apresentacao dos diferentes métodos de solugdo numérica das equacgdes de Navier-Stokes, o
leitor interessado pode consultar os diferentes textos de referéncia (Deschamps, 1998; Silveira
Neto, 2002; Silvestrini, 2003).

Vorticidade ¢ uma palavra chave em turbuléncia. A vorticidade ¢ considerada
essencial para identificar escoamentos turbulentos e entender sua dindmica ¢ indispensavel
para a compreensdo da turbuléncia. Fala-se de vorticidade no escoamento de um fluido
quando o rotacional da velocidade existe e ndo se anula em todos os pontos do dominio do
escoamento. Matematicamente, a vorticidade ¢ definida por

ou
Qi:sijk—". (1.7)
ox;
Aplicando-se o operador rotacional na Equagdo (1.5), obtém-se:
Q. Q. ou, 0’Q,
Ly, o Ty D (1.8)
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ou, em forma vetorial
DQ_§ vi+vvia. (1.9)
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O termo de pressdo desaparece, pois a pressdo e seu gradiente sdo campos
irrotacionais. No lado esquerdo da equagao da vorticidade, identifica-se o termo de variagdao
local e o termo de transporte convectivo da vorticidade. No lado direito, o segundo termo,

v V’Q), representa a taxa de variagio de Q devido a difusdo viscosa da vorticidade,

exatamente como v V’ii na equacdo de Navier-Stokes representa a difusio viscosa da
quantidade de movimento.

O termo Q- Vii, ndo possui nenhum correspondente na equacio de Navier-Stokes e d4
a equacdo da vorticidade um carater exclusivo. Ele descreve a variagdo da vorticidade pela
torcao ou extensao de uma linha de vortices. Este efeito € muito importante no escoamento
turbulento e desaparece na analise bidimensional (Batchelor, 1967).

A Figura (1.3) mostra como os termos de vorticidade sdo compostos e o fato de que o
vetor vorticidade ¢ perpendicular ao plano das velocidades que compde cada uma de suas
componentes. Pode-se ver que, em escoamentos bidimensionais, os vetores velocidade estdo
totalmente contidos no plano do escoamento e o vetor vorticidade serd perpendicular ao plano
que contém os vetores velocidade.

Este processo marcante pode ser observado na Fig. (1.4), no classico estudo do
escoamento sobre um degrau. Pode-se ver as superficies de isovorticidade na direcdo
transversal ao escoamento principal, (2,, € na dire¢do longitudinal, Qy e seu valor reciproco,
isto € -Q,. Nos valores de ), pode-se observar como as superficies de isovorticidade positiva
e negativa se entrelagam, dando origem a um processo muito semelhante ao observado na
esteira de vortices (Fig. 1.5).
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Figura 1.3. Componentes da vorticidade: Qy, Qz, QOx.

Figura 1.4. Campo de vorticidade no escoamento sobre um degrau, para Re=1,000:
- 0=5.7x10", -Q=4x10"* ¢ ¢ - Q= -4x10™ (Petry e Awruch, 2004).

A Figura (1.5) apresenta um esquema do desprendimento de vortices ferradura de um
cilindro perpendicular a uma parede. Um processo semelhante ¢ idealizado na Fig. (1.6), onde
a formacao de uma linha de vortices junto a uma parede ¢ esquematizada de forma a indicar
as componentes do vetor vorticidade.

Dos resultados mostrados nas Figs. (1.5) e (1.6), pode-se observar, além da
distribuicdo tridimensional da vorticidade, que esses processos ocorrem com um grande grau
de organizacao que da origem a distribuicoes harmoniosas das curvas de isovorticidade. Estas
superficies de isovorticidade tdo bem ordenadas caracterizam as chamadas estruturas
coerentes, ja definidas anteriormente. E evidente, porém, que sua distribui¢do ocorre de forma
aleatoria no campo do escoamento.

Apesar de nao ser uma equacao de balango, a equagdo para o campo de pressao em um
escoamento turbulento ¢ de grande importancia para a compreensdo dos processos dindmicos



resultantes. O campo de pressoes € descrito pela equagdo de Poisson, obtida pela aplicagdo do
operador divergente na Equagdo (1.5). Levando em conta (1.4), obtém-se,

62p ou, 5uj

Ox,0x; -P ox; Ox, '

(1.10)

Em particular, a Equagdo (1.10) fornece uma variavel adicional para identificar
vortices ou estruturas coerentes. Este critério, denominado na literatura, de critério Q (Jeong e
Hussain, 1995; Dubief e Delcayre, 2000), permite separar as estruturas coerentes das camadas
de vorticidade (vortex sheet). Na Fig. (1.7), pode-se apreciar o campo de vortices coerentes
tridimensional obtido utilizando o critério Q comparado com a mesma imagem utilizando o
modulo do vetor vorticidade, para o desprendimento obliquo de vortices de um cilindro por
simulacao numérica direta (Silvestrini e Lamballais, 2004).

esteira de
vortices

cilindro

“~ plano
de
simetria

perfis de velocidade vortice ferradura

simétricos

Figura 1.5. Vortices desprendidos de um cilindro junto a uma parede.
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Figura 1.6. Esquema dos vetores vorticidade em uma estrutura de linhas de vortices junto a
uma parede.



A partir do campo de pressoes, podem-se identificar estruturas coerentes através de
superficies de baixa pressdo. Considerando um vortice coerente isolado, em um referencial
movendo-se a velocidade constante, a equagao de movimento para fluidos perfeitos pode ser
reduzida a,

flxﬁ:—le,

p

0 que mostra que o gradiente de pressdo ¢ orientado para o exterior e, portanto, o centro do
vortice coerente ¢ de baixa pressdao. Na Fig. (1.8) apresenta-se uma superficie de pressao de
uma camada de mistura espacial obtida por simulagdo de grandes escalas.

Figura 1.7. Desprendimento obliquo de vortices atras de um cilindro: a esquerda, obtido pela
visualizacdo do mddulo do vetor vorticidade, a direita utilizando o critério Q (Silvestrini e
Lamballais, 2004).

Fig. 1.8 — Iso-superficie de pressdo obtida por simulacdo de grandes escalas de uma camada
de mistura espacial (Silvestrini, 1996).



1.3 Origem da turbuléncia

Um fluido escoando em regime laminar pode tornar-se instavel se existirem forgas
inerciais e/ou gradiente de energia potencial suficientemente grandes tais que vencam a
resisténcia do escoamento (de origem viscosa) em manté-lo laminar. Uma vez vencida essa
resisténcia inicial, existird uma série de fendmenos, mais ou menos conhecidos, que tornarao
0 escoamento, originalmente laminar, em turbulento. Este processo denominado transi¢cdo a
turbuléncia ¢ altamente influenciado por diferentes fatores, como por exemplo: o nivel de
perturbagdo existente, a rugosidade da superficie em escoamentos parietais, o gradiente de
pressdo atuante, efeitos de compressibilidade, transferéncia de calor e estratificacdo em
densidade, etc.

O processo de transi¢do pode ser interpretado através da teoria de estabilidade, porém
devido as dificuldades de origem matematica, toda analise fica restrita a teoria linearizada ou
fracamente ndo linear. Serdo apresentadas a seguir, as caracteristicas e resultados mais
importantes da teoria de estabilidade linear, enquanto que para a teoria nao linear o leitor pode
consultar diversas referéncias (Landau 1944; Drazin e Reid, 1981; Craik, 1985; Mendonga ¢
Medeiros, 2002).

Uma primeira simplifica¢do, importante para este estudo, ¢ dada pelo Teorema de
Squire (Squire,1933), o qual garante para escoamentos incompressiveis e paralelos livres e
parietais, que para cada perturba¢do tridimensional instdvel, existe uma perturbacao
bidimensional mais instavel, isto €, com maior taxa de amplificagdo (ou, no caso dos
escoamentos parietais, com nimero de Reynolds critico minimo). Isto limita o estudo da
estabilidade hidrodinamica linear a aproximacao bidimensional.

O desenvolvimento da turbuléncia pode ser resumido, segundo Bradshaw (1978), em
quatro estagios a partir de uma condi¢do instavel em uma camada de cisalhamento ou outra
condicdo, tal como a variagdo da massa especifica devido a a¢do de forcas de campo: a) o
crescimento de perturbagdes com flutuagdes periddicas de velocidade, pressdo ou
temperatura; b) o desenvolvimento de instabilidades bidimensionais; ¢) o estabelecimento da
tridimensionalidade ¢ de harmonicos de ordem mais alta; d) o estabelecimento de um
processo aleatoério quando o campo vortical fica suficientemente complicado, levando a
transferéncia de energia das maiores para as menores escalas do escoamento.

Seja, portanto, um escoamento de um fluido com massa especifica constante,
denominado escoamento de base, que satisfaga as equagdes de Navier-Stokes, e uma
perturbagdo de amplitude infinitesimal superposta ao escoamento de base paralelo da forma

u(x,y,0) =U(y)+u'(x, y,1)
v(x,,8) =V'(x,3,1) (1.11)
p(x,y,0) = P(x)+ p'(x, 1)
O estudo da evolu¢do temporal e espacial destas perturbacdes € o objetivo da

estabilidade hidrodindmica. Substituindo as Equagdes (1.11) nas Equacdes (1.4) e (1.5), e
linearizando o sistema (isto €, ndo levando em conta termos de segunda ordem) obtém-se
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As Equagdes (1.12) devem ser completadas com as correspondentes condigdes de
contorno. Nesse caso, as flutuacdes de velocidade se anulam quando y — +d (sendo 2d, a

dimensao transversal do dominio considerado). Eliminando a pressdo através do uso da
vorticidade w e da fungdo corrente v, considerando

0o=0+0'
v =Y+y'

onde Q ¢ a vorticidade do perfil de base (=-dU/dy), obtém-se a equagdo linearizada para a
flutuagdo de vorticidade
00"y I vy, (1.13)
ot ox dy

Diferentes tipos de flutua¢des podem ser considerados. Como o sistema ¢ linear e os
coeficientes nao dependem de x e ¢, deve-se procurar por solugdes onde a flutuagao ¢ do tipo

v ' =d(y)explio(x —ct)], (1.14)

isto ¢, uma decomposi¢ao em modos normais, onde ® ¢ uma fungdo complexa, a € o nimero
de onda longitudinal e ¢ a componente da velocidade de fase longitudinal. A partir de (1.14),
dois tipos de problemas de estabilidade podem ser tratados. Se a ¢ real e ¢ complexo, o
problema ¢ periddico em X, e portanto, serd analisado o problema temporal, isto €, o
crescimento de uma perturba¢do com o tempo. Se a € complexo ¢ ¢ real, o problema tratado
sera espacial, isto €, ocorrerd o crescimento de uma perturbacdo na dire¢do longitudinal.
Considerando-se o problema temporal, onde a ¢ real e c complexo (¢ =c, +ic,), escreve-se a

Eq. (1.14) na forma
v ' =®(y)exp(oc,t) explio (x —c,1)], (1.15)

onde ac; ¢ a taxa de amplificagdo temporal da perturbagdo. O objetivo central da analise de
estabilidade do escoamento de base serd a obtencdo do sinal da taxa de amplificacdo da
perturbagdo dado por (1.14), o qual indicara se a solugdo ¢ instavel (se amplifica), estavel (se
amortece) ou neutra (nem amplifica nem amortece), correspondendo, respectivamente se o
sinal for positivo, negativo ou nulo.

Substituindo (1.14) em (1.13) e operando algebricamente, obtém-se

(U —c)(@" -0 2 D)~ U'D = (0" — 20, 20" + 0. * D), (1.16)
o

que ¢ denominada equacdo de Orr-Sommerfeld. A Equacdo (1.16) deve ser resolvida com as
correspondentes condi¢cdoes de contorno homogéneas, as quais geralmente anulam as
flutuacdes de velocidade quandoy — td. Escolhendo uma escala de velocidade e

comprimento caracteristicos, a equacao (1.16) pode ser adimensionalizada, obtendo-se

i

U =)@ -0’ D)-U'D =— (D" =20 °D" + 0. ' D). (1.17)
o

Re

A Equagdo (1.17) conjuntamente com suas condi¢des de contorno, constituem um
problema de autovalores. Quando o perfil de base U(y)¢é dado, a Equagdo (1.17) contém 4

parametros: a,Re,c,,c;. Normalmente o nimero de Re ¢ o comprimento de onda A =2n /o



da perturbagdo sdo especificados. Assim, a Equagdo (1.17) fornece uma autofungdo ®d(y) e
um autovalor complexo c=c, +ic; para cada par de valores de (a,Re). O sinal de ¢,
determina se a onda considerada, para o nimero de Reynolds escolhido, ¢ amplificada (se
¢; >0), amortecida (¢, < 0) ou neutra (¢, =0).

Um caso particular da equacao de Orr-Sommerfeld ¢ considerado quando os efeitos
viscosos sdo despreziveis, e a Equacdo (1.17) se reduz a

U =c)(D"-0’D)-U"D =0, (1.18)

denominada equacdo de Rayleigh. Dividindo-se a Equacdo (1.18) por (U —c), multiplicando-
se o resultado pelo complexo conjugado de @, Qe integrando-se por partes entre (-d, d),
obtém-se

d d " *
- [ (o +a’(@]")dy = I|®|2L_f)dy, (1.19)
—d —d |U - C|
cuja parte imagindria fica reduzida a
d "
c, j|cI>|2 U =0, (1.20)

2
—d |U — C|

Sem perder generalidade, pode-se restringir a procura para valores de oo > 0. Assim
para toda solugdo amortecida, oc, <0, pode-se associar uma solugdo amplificadaa(—c,) > 0.

Em outras palavras, a procura por uma solu¢do instavel se reduz a procura por modos nao-
neutros c¢; # 0. Desta forma, a Equacdo (1.20) mostra que, para se achar solugdes instaveis,

U" deve-se anular para algum valor entre (—d,d), isto é, U(y) deve ter ao menos um ponto

de inflexdo. Esta condi¢do necessaria ¢ denominada critério de instabilidade ndo-viscoso do
ponto de inflexdo de Rayleigh. Como corolario deste critério, fica evidente que escoamentos
parietais (camadas limites e escoamentos em canais) sdo estdveis segundo o critério de
Rayleigh. De alguma forma, isto estd indicando que os efeitos viscosos (desprezados na
Equacao 1.18), devem ser incorporados para se compreender a instabilidade desses
escoamentos.

A condicdo suficiente foi abordada por Fjertoft (1950), que demonstrou que, para se
achar uma solugdo instavel, U" =0 devia corresponder a um ponto de U’ maximo. Este
resultado mostra que escoamentos livres e camadas limite separadas (onde as condigdes
exigidas pelos critérios de Rayleigh e Fjortoft sdo verificadas) sdo candidatos naturais para
serem instaveis e, na presenca de perturbagdes, transicionar a turbuléncia.

A solucdo da Equacao (1.17) fornece, para cada perfil de base considerado U(y), um
diagrama de estabilidade na forma, f(Re,a,c,,c;)=0, a partir do qual pode se determinar,

por exemplo, o valor critico do nimero de Reynolds, isto €, o nimero de Reynolds minimo
sob o qual uma perturbagao infinitesimal é amortecida segundo a teoria de estabilidade linear.
Da mesma forma, pode-se também obter a onda que possui maior taxa de amplificacdo, isto €,
a primeira onda que cresceria em um processo de transi¢do, se todas as ondas fossem
perturbadas da mesma forma.

Assim, a solugdo da equagdo de Orr-Sommerfeld para um perfil de velocidade do tipo
tangente hiperbolica, uma camada de mistura por exemplo, fornece um nimero de Reynolds
critico igual a zero (Betchov e Szewczyk, 1963). Neste caso o numero de Reynolds ¢ definido
na forma, Re=U3, /v , baseado na velocidade caracteristica U =U, -U,, onde U; e U, sao



as velocidades das correntes paralelas e Jp a semi-espessura de vorticidade do perfil de base.
Este resultado indica que, em uma camada de mistura, sempre existird uma onda que pode
amplificar-se independentemente do numero de Reynolds considerado. Para niimeros de
Reynolds superiores a valores entre 30 e 40, a taxa de amplificagdo torna-se constante e
independente do numero de Reynolds, sugerindo que, a partir desse valor, a instabilidade
pode ser considera como nao-viscosa no sentido da equagdo de Rayleigh (1.18). Esta solugdo
prediz um comprimento de onda mais amplificado A, ~146,, dando origem a instabilidade

de Kelvin-Helmbholtz.

Para a esteira peridodica, o nimero de Reynolds critico, obtido a partir da solugdo da
Eq (1.17), é aproximadamente igual a 4 e o comprimento de onda mais amplificado ¢
A, =136, (Mattingly e Criminale, 1972). As solu¢des para camada de mistura e esteira

apresentadas, foram obtidas considerando em ambos o0s casos escoamentos paralelos.
Claramente, efeitos de ndo paralelismo vao alterar esses resultados. Estas alteragdes podem
ser consultadas em Betchov e Criminale (1967), Drazin e Reid (1981).

Para a camada limite sem gradiente de pressdo, a solucdo da Eq. (1.17) indica um
numero de Reynolds critico, definido a partir da espessura de deslocamento 5,
Re;. . =520, o que corresponde a um Re ~ 91000 (sem levar em conta efeitos nao

paralelos). O diagrama de estabilidade correspondente fornece os comprimentos das diversas
ondas, denominadas ondas de Tollmien & Schlichting, e suas correspondentes taxas de
amplificacdo. Em particular, a onda que possui a maxima taxa de amplificagdo tem um

x,crit

comprimento de onda A, 408" o que corresponde, aproximadamente, a /3, sendo J a

espessura da camada limite (Wazzan et al., 1968).
Quando o perfil de base ¢ o escoamento de Poiseuille (o canal plano), a teoria prediz
um nimero de Reynolds critico, baseado na altura do canal, L, e na velocidade média, igual a

5767, e um comprimento de onda mais amplificado A, = 8L (Nachtsheim, 1964). Finalmente,

para o caso do escoamento em um tubo circular, a teoria de estabilidade linear prediz um
escoamento estavel para qualquer numero de Reynolds (Drazin e Reid, 1981). Estes dois
ultimos resultados, devem ser entendidos no contexto da teoria linear, a qual considera
unicamente perturbagdes infinitesimais. Assim, o classico valor Re_, ~2300, observado em
escoamentos em tubos, em particular na experiéncia de Osborne Reynolds, como também o
valor observado para o nimero de Reynolds em escoamentos em canais, Re_, =1000,

podem estar relacionados com a existéncia de perturbacdes nao-infinitesimais, €, nesse caso,
deveriam ser analisados por teorias ndo lineares. Nos casos dos escoamentos mencionados, as
perturbacdes nao-infinitesimais podem ser, ou o resultado da evolucado linear de perturbagdes
na regido de entrada do canal ou tubo circular (Tritton, 1988), ou devido a presenga de outras
perturbacdes de amplitude finita, que ndo podem ser consideradas infinitesimais.

crit

1.4 Equacdes de Reynolds para escoamentos turbulentos

As equacdes de Reynolds, também denominadas de RANS, abreviatura de Reynolds-
averaged Navier-Stokes, constituem a base matemdtica de boa parte das aplicagdes de
engenharia de hoje em dia e, portanto, fazem parte da maioria dos programas computacionais
para resolugdo de problemas de escoamentos turbulentos. Para desenvolver estas equagdes
precisa-se em primeiro lugar introduzir algumas defini¢des sobre processos aleatdrios e a
seguir sobre decomposicao de Reynolds.



1.4.1 Algumas defini¢oes preliminares

Apresentam-se a seguir algumas defini¢cdes preliminares que serdo utilizadas nos

capitulos subsequentes:

II.

I1I.

IV.

Turbuléncia estaciondria: Um processo fisico que pode ser representado por uma série
numérica ¢ dito estaciondrio quando seus valores médios nao variam com o tempo,
isto € sdo invariantes ante uma translagao no tempo.

Turbuléncia homogénea: Um processo fisico ¢ dito homogéneo quando seus valores
médios ndo se modificam com a posi¢do, isto €, sdo invariantes ante uma translacao.
no espaco, exemplo: escoamentos uniformes.

Turbuléncia isotropica: A turbuléncia ¢ dita isotropica quando os seus valores médios
independem da diregdo, isto ¢, sdo invariantes ante uma rotagdo. Tomando-se as
intensidades de turbuléncia

[ N N N
U, =u U, =u.u

Vé-se que, neste caso, a turbuléncia independe da direcdo. Para que isso possa
acontecer, o tamanho dos vortices deve ser pequeno. Somente pequenos vortices
podem ser isotropicos. Grandes vortices sofrerdo efeito do cisalhamento do
escoamento principal e de voértices vizinhos, produzindo assim, através desse
constante processo de deformacao e divisdo, intensidades de turbuléncia diferentes nas
direcdes ortogonais.

Processo ergodico: Um dado processo fisico é dito ergddico quando seus valores
médios independem da amostragem (Bendat e Piersol, 1986). Em particular, a hipotese
de ergodicidade, permite considerar que as médias de conjunto de realizagdes podem
ser avaliadas através de médias no tempo se o processo ¢ também estaciondrio, ou
através de médias numa dire¢do homogénea, se o processo ¢ estatisticamente
homogéneo nessa direcdo (Lesieur, 1997).

1.4.2 A decomposicao de Reynolds

Este conceito considera que toda variavel dependente escalar ou vetorial (u;, p, 6, ou

em geral, f) pode ser descomposta em uma parte média temporal mais uma parte flutuante,

fO=f+1@, 1.21)

onde o valor médio ¢ definido como

ou

7=;i330% [ roa, (1.22)
— 1.7
f=rl @,

se o periodo T ¢ suficientemente grande, ou ainda como



_ 1 N
F=u

=

[ 0

para uma série numérica de comprimento N. Para esta decomposicdo ter sentido, o processo
deve ser ergddico.

Em geral, considerando duas fungdes genéricas f e g, as seguintes propriedades do
operador de média, podem ser demostradas

=0, f=f. fg=fg [f'g=0, f+g=f+g

— = == o _f Ta_i=
fe=fe+ /g, Zo=n [rds={7ads.

(1.23)

Uma vez feita esta decomposicao, substitui-se (1.21) nas equagdes de conservagao de
massa (1.4) e quantidade de movimento (1.5) para depois aplicar a média temporal. A
motivagdo central nesta operacdo ¢ de desenvolver equagdes de evolucdo para os valores
médios e, partindo deles, poder obter as equacdes para diversas quantidades derivadas, como
a energia cinética turbulenta, e as equacdes do escalar, a pressao e a vorticidade flutuante.

1.4.3 Balanco de Massa

A substituicao da decomposi¢do de Reynolds (1.21) na equagdo (1.4) resulta em

%(u_i+u;)20. (1.24)

1

Se agora aplicamos o operador média temporal (1.22) em (1.24), levando em conta as
propriedades (1.23), obtém-se

ou,

L=, 1.25
o (1.25)

que mostra que o campo médio de velocidades deve satisfazer continuidade. Fazendo a
subtragao de (1.24) a (1.25) tém-se

Ou;

Ox,
o que indica que o campo flutuante possui divergéncia nula. Dito de outra forma, ambos os
campos devem satisfazer, independentemente entre si, o balango de massa.

=0, (1.26)

1.4.4 Balanco de Quantidade de Movimento

Substituindo a decomposi¢do de Reynolds (1.21) para a velocidade e a pressdo na
Equagao (1.5) e considerando as propriedades (1.23), tem-se



— 1

-tV ————uu’

ou —0u,_ 10p  u 0
or 'ex, pox,  oxox, ox,

(1.27)

Ao termo: — puluj =1, da-se o nome de tensdo de Reynolds. O tensor de correlagdes,

[

uu; , que compdem as tensdes de Reynolds, € um tensor simétrico

u.u u.u u.u

wu'l =l wu,

(1.28)

u.u u.u u.u

N o~ S xS
= SR s =~
NS S| R~
A T A
N o~ S xS
MRS

E evidente que as tensdes de Reynolds, na verdade, representam a reciproca dos fluxos
de quantidade de movimento devido a presenga das componentes flutuantes e ndo as tensdes
propriamente ditas. Por esse motivo, sdo também chamadas de tensdes aparentes.

E comum unir-se a parte turbulenta com a tensdo de Stokes (viscosa). Assim, a tensdo

geraloutotal € T, =7, +7,,1isto ¢

- ou, Guj
Ty, =—PUu; + 1 ax.+8x.
J

1

(1.29)

1.4.5 Balanco de Energia
Considerando a decomposi¢ao de Reynolds aplicada sobre um escalar passivo
0=0+0",

substituindo na Equacdo (1.6), aplicando o operador de média e levando em conta as
propriedades (1.23), obtém-se

2_ —_—
09 —iu}e’. (1.30)
8xj8xj (?xj

0 — a0
— U, — =K
ot jéxj

Analogamente a equagdo de quantidade de movimento, a equagdo de conservagao do
escalar, na aproximagdo de Reynolds, faz aparecer um novo termo denominado fluxo de
escalar turbulento, o qual pode-se acrescentar ao fluxo molecular do escalar na forma

0 .Y
qj:—kgijpcpuje . (1.31)

Claramente, a decomposi¢do de Reynolds, introduz novas incédgnitas e, portanto, o
sistema nao ¢ mais fechado, no sentido de possuir igual nimero de equacdes que de
incognitas. Isto é denominado de problema de fechamento. Toda solu¢do numérica de um
escoamento turbulento fica sujeita a incorporagdo de equagdes adicionais, algébricas ou



diferenciais, ligando as tensdes de Reynolds (1.28) e o fluxo do escalar turbulento (1.31) as
variaveis médias (u;,0 ) correspondentes.

1.4.6 Balanc¢o de Tensdes de Reynolds

Uma tentativa na busca de alternativas para contornar o problema de fechamento ¢
procurar informagdes adicionais escrevendo uma equacdo de evolugdo para as tensdes de
Reynolds e para o fluxo do escalar turbulento (Hinze, 1975). Isto permite obter modelos
matematicos de segunda ordem para o célculo de um escoamento turbulento. O procedimento
para obter as equacdes das tensdes de Reynolds ¢ um 6timo exercicio para todo aluno de
turbuléncia. Em primeiro lugar deve-se obter a equagdo da flutuagdo de velocidade u,, para

isso deve-se subtrair a Eq. (1.27) da Eq. (1.5) apds prévia introducdo da decomposi¢ao de
Reynolds. Repete-se a operagdo para obter u',. A seguir, multiplica-se a equagdo de u; por
u’;, € a equagdo de u); por u;, e somam-se as duas equagdes. Finalmente, aplica-se o operador
de média temporal Eq. (1.22). A equacgdo resultante tem a seguinte forma

ouu’,  —oulu’,

+u,—~L=P'+T ' +I1; +D; —¢, (1.32)
at 8Xk Y g Y g y

onde o termo do lado esquerdo representa a variagdo local e convectiva das tensdes de
Reynolds, enquanto que os outros termos sdo definidos por

P =— ] au«/ + i
= —(uuy 5 uiu, —),
Xk

¢ o termo de producao de tensdes de Reynolds,

0 ——
u __ oo
T =——uuu,,

v ox,
¢ o termo de transporte turbulento das tensdes de Reynolds,

' p lox, 7 ox

1

);

¢ o gradiente de pressdo-velocidade,

¢ o termo de difusdo viscosa de tensdes de Reynolds,

ou' ou'
eit; — 2V i J ,
‘ Ox_ 0Ox,



¢ o termo de dissipagao.

Claramente, o fato de usar a decomposi¢do nos termos nao-lineares, introduz novas
incognitas, desta vez envolvendo novos termos de segunda ordem que também devem ser
modelados, como por exemplo, no gradiente de pressdo-velocidade, no termos de correlagdes

triplas do tipo wu’u; ou ainda no termo u;.O'2 na equagdo de evolucdo da flutuacdo do

escalar passivo (Tennekes e Lumley, 1972).
1.4.7 Balanco de Energia Cinética

Uma equacdo muito utilizada na modelagem da turbuléncia, ¢ a equagdo de energia
cinética da turbuléncia por unidade de massa, ¢', dada pela soma dos valores quadraticos

médios das flutuacoes de velocidade:

q = %u,’u,’ = %(u;u; +uLul + u;u;) (1.33)

Uma equagdo de balanco ¢ obtida igualando-se os termos de variagdo local e
transporte convectivo com termos de geragdo, difusdo e dissipacdo da energia cinética. Esta
equagao também pode ser obtida através da contracdo dos indices na equacao de tensdes de
Reynolds (1.32), resultando em

a—q+u_,aizpq-84+Dj+Dj, (1.34)

J

onde os dois primeiros termos representam a variacao local e convectiva da energia cinética
da turbuléncia, enquanto que os termos do lado direito da equacao sdo definidos da seguinte
forma

¢ o termo de produgdo de energia cinética, dado pelo trabalho de deformagdo do escoamento
principal pelas tensdes turbulentas; ¢ o produto da tensdo de Reynolds pelo rotacional da
velocidade,

Ox; Ox; ) ox, ’

¢ a dissipacdo viscosa do movimento turbulento, por unidade de massa e de tempo; ¢ a
reducdo do movimento turbulento a movimento molecular,

D =—Zu| Ly
x; P

¢ a difusdo convectiva (feita pela turbuléncia) da energia mecanica total da turbuléncia ou
trabalho total feito pela pressao dinamica total da turbuléncia.



Por fim, o termo

'ou'
D‘? :Viu,» %_’_i ,
ox, '\ ox; Ox

l

¢ a difusdo viscosa, ou seja, o trabalho realizado pelas tensdes viscosas (de cisalhamento) no
escoamento turbulento.

1.4.8 Equacio da Flutuacio de Pressiao

Usando a decomposi¢dao de Reynolds para a velocidade na equagdo de Poisson (Eq.
1.10) resulta em

du, 61/1__/_2 8u_[8u_;. _ 82(u[u;)

Vip=-
p=-p Ox; Ox, P Ox,0x ; P Ox,0x ;

(1.35)

A utilizagdo desta equagdo para a determinagdo do campo de pressdo ¢ muito
trabalhosa, e por isso, raramente usada. Porém ela fornece importantes informagdes sobre a
flutuacdo de pressdo. Para isto deve se introduzir a decomposi¢do de Reynolds para a pressao,
obtendo-se,

— i 2( ' I) 2.0 1
Ou, Ou; 0 \uu; 0 uu;

Vip'=-2 + :
P P Ox; Ox, P Ox,0x; P Ox,0x

(1.36)

Logo, as flutuacdes de pressdo sdo geradas parte pela interacdo dos gradientes da
velocidade média temporal com os gradientes da flutuacao da velocidade, parte pela acao
reciproca das diferentes componentes da flutuagdo da velocidade (Rotta, 1972). Pode-se
concluir, de maneira geral, que ¢ o campo flutuante vetorial que guia o campo flutuante
escalar (Bradshaw, 1978).

1.5 Descricao Estatistica da Turbuléncia

Neste capitulo serao introduzidas as diferentes fungdes estatisticas que sao correntemente
utilizadas na analise de sinais de escoamentos turbulentos.

1.5.1 Analise de Fourier

A abordagem cléssica para o estudo de fendmenos e processos aleatorios, amplamente
aplicados ao estudo de escoamentos turbulentos, ¢ a analise de Fourier. Usualmente, dados
aleatdrios, representando um determinado fendmeno, sdo apresentados em forma de séries
temporais, obtidas a partir da digitalizagdo (conversao A/D-analédgico/digital) de um sinal
continuo (analdgico), adquirido com uma freqiiéncia f;, em forma de uma seqiiéncia de
numeros a intervalos At constantes. A metodologia para o estudo experimental pode ser obtida
em Moller (2003). Na Fig. (1.9), sdo apresentados dois sinais da flutuagdo de velocidade de
um escoamento turbulento, #” e v’, medidas simultaneamente no mesmo ponto no escoamento
axial em um canal a um niimero de Reynolds Re=72000.
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Figura 1.9. Registro temporal simultaneo de duas flutuagdes de velocidade Ul=u", Wl=w’
(Moller, 1988, 2003).

A densidade autoespectral, também chamada espectro de poténcia (power spectrum)
representa a razado de variagdo do valor quadratico médio de uma dada fun¢do x(z) com a
freqiiéncia /' (Bendat e Piersol, 1990):

1 7,
(I)xx(f) :E o X (faBeat)dt > (137)

onde 7' ¢ um tempo adequado de observagdo e Be a largura de banda de freqiiéncias, ou seja, a
resolugdo da funcdo densidade autoespectral, doravante chamada simplesmente espectro. A
integral do espectro de /= 0 até f = oo, € o valor quadrado médio da referida fungao.

No estudo do escoamento turbulento, a fungcdo mencionada x(?) ¢ a flutuagdo da
velocidade ou da pressdo, dada pela decomposicao de Reynolds (Eq. 1.21). Responsavel pelas
flutuagdes ¢ a passagem de vortices de varios tamanhos (escalas), cada escala ¢ responsavel
por uma freqiliéncia no espectro.

Para uma dada fun¢do do tempo, pode-se determinar o espectro de freqiiéncia desta

funcdo que serd o valor quadrado médio, por exemplo, u'*, como uma funcdo de cada
freqiiéncia nela contida. Isto pode ser obtido via um processo de filtragem “passa banda” que
permite a passagem de uma banda de freqiiéncias apenas, de forma sucessiva, cobrindo toda a
faixa de freqii€ncias presentes no sinal, como mostrado na Figura (1.10).

A freqiiéncia 0 Hz indica o valor da média temporal de u” ou o residuo do mesmo (¢

comum haver residuo de u ap6s a remocdo da média) para cada termo u’;, da série

u, =u, —u, . (1.38)
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Fig. 1.10. Representacdo esquematica da obtencdo de um espectro de freqiiéncias através de
filtragens passa banda.

Normalmente o espectro ¢ apresentado em escala logaritmica, desprezando-se assim, a
priori, o termo para f = 0. No espago de Fourier, a densidade autoespectral sera definida como
a transformada de Fourier da fungdo de autocorrelagdao Ry(t), definida como o valor médio do
produto desta fun¢cdo a um tempo ¢, com o seu proprio valor a um tempo z+t, onde T €
chamado tempo de defasagem.

Sejam, entdo, x(t) e y(t) duas fungdes genéricas do tempo, tal que uma fungdo de
correlagdo entre ambas pode ser escrita como,

Ry (1) = % [0 e +7)d (1.39)
ou
R, (t)=x()yt+1). (1.40)

A fungdo definida pela Equagdo (1.39) ¢ chamada fun¢do de correlagdo cruzada. Ao
ser normalizada pelos valores RMS de x(?) e y(t), serd denotada por C,, € chamada func¢io do
coeficiente de correlagdo cruzada. O caso particular de x(z)=y(t) ¢ a funcao de autocorrelagao.
Em ambos os casos, a interpretagdo ¢ direta e o valor de Cy, estard entre —1 e 1. Se, para um
dado tempo t, C,, = I, as fungdes sdo idénticas (correlatas), se Cy,=0 ndo ha correlagdo entre
as mesmas. O sinal negativo indica mudanga de fase.

A densidade espectral cruzada sera dada por

bay (/) = Ry (x)e ™ (1.41)

que ¢ uma fungdo complexa, podendo ser representada por seu modulo e dngulo de fase. O
caso particular de x(?2)=y(?) é a fun¢ao densidade autoespectral que ¢ uma func¢ao real de 1.

A analise espectral ¢ essencialmente uma modificacdo da andlise de Fourier, mais
verdadeira para fung¢des temporais aleatérias que funcgdes deterministicas. A andlise de
Fourier ¢ basicamente a aproximacdo de séries temporais através de uma soma de senos e
cosenos chamada de série de Fourier (Chatfield, 1980).

Seja x(t), definida em um intervalo (-7, 7) que satisfaga as condi¢des de Dirichlet:

- absolutamente integravel em (-7, x),

- tenha um ntmero finito de descontinuidades,

- tenha um nimero finito de maximos e minimos.

Entdo x(t) pode ser aproximada por uma série de Fourier



%) + i (a, cos(rt) + b, sen(rt)) (1.42 - a)

r=1

onde:
: \
a, = L jx(r)dr
T -
a, = 1 jx(t)cos(rt)dt (r=123...) (1.42 -b)
n -
b, = s j x(t)sen(rt)dt
T[ —T
J

Pode ser demonstrado que esta série converge para x(z) quando k—oo, exceto em
o 1 - o (1
pontos de descontinuidade, onde converge para E[x(t -0 )+ x(t —0" )] isto é: a média dos

valores a esquerda e a direita da descontinuidade, suavizando a fung¢do neste ponto.
1.5.2 Correlacées Espaciais e Temporais Eulerianas

A funcdo de correlagdo cruzada, definida através das Equagdes (1.39) e (1.40), pode
ser utilizada como ponto de partida para a andlise estatistica da turbuléncia, substituindo-se as
funcdes genéricas x(t) e y(¢) por componentes da flutuacdo da velocidade ou da pressdo.
Tomando-se, por exemplo, duas componentes da flutuagdo de velocidade u; e u';,

R, @) =u(F 00 (F,1+1), (1.43)

que normalmente € normalizada pela amplitude de u; € u';, definindo-se assim o coeficiente

de correlacao cruzada

c w (7,0, (F,t +71)
u; — — .
u; uj

C

valor for igual a 1, entdo as duas fungdes u, e u; sao idénticas, ou seja, 100% correcionadas,

(1.44)

¢ uma correlagdo temporal Euleriana, que assume valores entre —1 e 1. Se o seu

"
uju';

se o sinal de C

. for negativo, indica oposigdo de fase e se C,,, =0 ndo hé correlagdo entre
elas. Assim, esta fun¢do quantifica o grau de correlagdo entre duas fun¢des ao longo do
tempo.

A partir das Equagdes (1.43) e (1.44) pode-se estabelecer uma série de fungdes
importantes para a descricdo e analise dos escoamentos turbulentos. A primeira delas ¢ a

fun¢do de autocorrelagdo, tomando-se, por exemplo, u;, e observando-se qual o grau de
correlagdo que mantém consigo proprio ao longo do tempo. Nesse caso, C,, ¢ a funcdo

coeficiente de autocorrelagao.
O caso particular em que t© = 0, leva as correlacdes espaciais Eulerianas, que podem
ser calculadas entre duas componentes da flutuagcdo de velocidade no mesmo ponto ou em



diferentes pontos do escoamento. Por exemplo, as correlagdes duplas velocidade — velocidade
(tensor de segunda ordem) ¢ dada por

Ru}Au;B = ui’Aui'B H (1 45)
sendo seu coeficiente de correlacdo para dois pontos A e B (Schlichting, 1969)

! 14
u u'
—_ iA7iB
CuEAu,‘B === (1.46)
U\ U

Se A e B ndo coincidem, a fungdo de correlagdo introduzida por Taylor vai dar a
distribuigdo espacial de C,,, , onde X ¢ a posigao

'
uiu; >

w5+ 5y)

(1.47)

Cu[Au,fB (5":0): [ . [ . = .
\/”i (x)\/ui (X +X,)

A integral da fung¢do de correlagdo C,, . (¥), leva & escala integral da turbuléncia

como sera visto adiante.
Além disso, sdo importantes as correlagdes vetor-escalar, por exemplo: velocidade —
pressao

Ru;Apb :ul'Ap]’B . (148)

O caso particular ¢ quando a posi¢do A e B coincidem. O coeficiente de correlagao €
dado por:

14 !
UyDy

Corp, = m (1.49)

Outros exemplos sao:
- Correlagao velocidade — temperatura na Equacgdo da energia (1.30)

R,o =u 0}, (1.50)

- Correlagao velocidade-concentragao

!/ !

ujcg UiyCp »

usada no estudo da transferéncia de massa ou em analogias para transferéncia de calor, e
também em estudos da dispersao de poluentes.



1.6 O Espectro da Turbuléncia

A funcao densidade autoespectral de uma dada fungdo temporal, definida através da
Eq. (1.37) aplicada a uma dada componente da flutuacao de velocidade, apresenta a variagao
do valor quadrado médio dessa componente como funcao da freqiiéncia f. A cada freqiiéncia
pode-se associar um tamanho (escala) de vortices, responsavel por aquela flutuagao.

E comum falar no espectro tridimensional da turbuléncia. Ocorre que ndo se pode
“medir os vortices” e sim as flutuagdes que eles causam. Assim, o espectro ¢ dividido em trés
componentes, cada uma correspondendo a uma flutuagdo de velocidade e que sdo intersegdes
daquela componente com o espectro tridimensional. Considerando-se, também, as densidades
espectrais cruzadas, pode-se concluir que, junto com as densidades espectrais, elas formam
um tensor simétrico com nove elementos.

Com u,_ como a velocidade na dire¢do principal do escoamento, define-se um

“nimero de onda” unidimensional dado pela equacao,

k=22 (1.51)
u

X

que corresponderia ao inverso do didmetro de um vortice que gera uma determinada
freqiiéncia f. Para se calcular um numero de onda deve-se lancar mao a hipodtese de Taylor da
“turbuléncia congelada™ a estrutura da turbuléncia ndo se altera para altos nimeros de

Reynolds e a condicdo de que a velocidade média u_x>> \/1,7 pode ser deduzida como

condi¢do necessaria para sua aplicagao (Rotta, 1972).

O espectro pode entdo ser escrito como fun¢do do numero de onda. A este novo
espectro damos o nome de espectro do numero de onda. A relagdo entre o espectro de
freqliéncia e de numero de onda ¢ dada pela equacao,

;‘x $:(/). (1.52)
7T

q)ii (kx) =

O espectro tridimensional ¢ um escalar e representa o espectro de vortices como
fungdo de um niimero de onda k resultante de nimeros de onda unidimensionais k,, k,, e k..
Pode-se identificar no espectro varias regides a partir de uma reflexdo sobre tamanho de
vortices, tomando como base o espectro da turbuléncia isotrdpica.

Os trés espectros das 3 componentes da flutuagdo da velocidade sdo, como ja descrito,
as intersecdes que podem ser medidas dos espectros unidimensionais com os 3 dimensionais.
Se a turbuléncia estd decaindo, por exemplo na a turbuléncia gerada por uma grade, entdo o
espectro ¢ ¢ fungdao do numero de onda k£ e também do tempo.

Nos escoamentos turbulentos os vortices sdo gerados por cisalhamento ou por
gravidade em vérias escalas. Os grandes vortices retiram energia do escoamento principal e a
transferem para os vortices menores até sua reducdo a movimento molecular, na escala de
energia de Kolmogorov. Este processo ¢ denominado cascata de Kolmogorov.

Num espectro a energia ¢ distribuida conforme os vortices diminuem de tamanho, isto
implica no crescimento do nimero de onda. Para baixos nimeros de onda, identifica-se
primeiramente a regido dos grandes vortices, que dependem das condicdes de formagdo e
tendem a se manter ao longo de todo o escoamento (tendem a ndo decair). Pode-se, assim,
distinguir, de forma simplificada, as seguintes regides:



e Regido com baixa freqiiéncia onde as escalas sdo limitadas pelas dimensdes do dominio
considerado. E a regido dos grandes vortices.

e A regido dos vortices portadores de energia, concentrando a maior parcela de energia
cinética da turbuléncia. Tem sua origem no termo de produc¢do, estando associada a escala
integral que sera vista a seguir. Na turbuléncia de grade esta escala ¢ da ordem do
tamanho da grade.

e A ultima regido foi chamada por Kolmogorov de regiao do equilibrio universal, dado que
ela se encontra em qualquer escoamento turbulento. E onde a dissipagdo ocorre. A
propriedade importante dessa regidio ¢ a isotropia local (local no espectro). E caracterizada
por duas sub-regides

- o~k Sub-regido inercial (Kolmogorov).
(1.53)
-0~k Dissipagao viscosa (Heisenberg).

A existéncia de isotropia local ¢ condicdo necessaria para a existéncia de uma
subregido inercial, além de um valor de nimero de Reynolds que permita sua ocorréncia. A
simples existéncia de um expoente de —5/3 no espectro ndo implica necessariamente na
existéncia de uma subregido inercial, pois o espectro, ao assumir um expoente —7 para a
dissipagdo viscosa devera passar pelo expoente —5/3 (Bradshaw, 1967). A sub-regido inercial
¢ caracterizada, como descrito por von Weiszéicker (1948), por elementos de turbuléncia
pequenos diante dos maiores e grandes diante dos menores. Nesta regido os vortices giram
por inércia enquanto decaem em vortices menores.

A dissipagdo ocorre principalmente a partir de um tamanho de vortice (dado pelo
correspondente k,) a partir do qual os efeitos da viscosidade aparecem. Esta regido dada por
um expoente & é chamada regido de dissipacdo viscosa estabelecida por Heisenberg (1948).

Na turbuléncia de parede, pode-se identificar basicamente duas regides de
importancia. Na regido dos grandes vortices, encontra-se, apenas na componente longitudinal,
uma regido correspondente a producdo da energia cinética. Essa ¢ regido dos vortices que
contém energia e que se originam no rotacional do vetor velocidade e ¢ chamada “produgdo”
porque € nela que a energia da turbuléncia é gerada, através da interagcdo da vorticidade com
as tensdes de Reynolds (vide balanco de energia cinética da turbuléncia). Se existe um forte
gradiente de velocidade como por exemplo junto a parede, o espectro assume um expoente -1,
assim
o~k (1.54)

uu,

este expoente porém, s vai existir no espectro da componente da flutuagao da velocidade na
diregdo principal do escoamento, ou seja, na direcdo da forga resultante da tensdo de
cisalhamento.

Nos estudos experimentais, deve-se considerar nas mais baixas freqiiéncias, a presenga
dos efeitos do canal (ondas planas, efeitos do ventilador) assim como residuos da média na
série numérica, etc.

As regides tipicas do espectro estdo ilustradas na Figura (1.11), que mostra as trés
regides de importancia no espectro (Vicari, 1996). As medi¢des foram feitas utilizando-se
técnica de anemometria de fio quente em um tubo circular a um valor do numero de Reynolds
Re=54000, a valores crescentes da distancia y medida a partir da parede do tubo. Pode-se
observar que a regido com expoente -1 ¢ mais evidente para valores pequenos da distancia
adimensional )/R, que corresponde a regido onde ocorrem os mais intensos gradientes de
velocidade, sendo a produgdo da energia cinética mais elevada (Lawn, 1971).
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Fig. 1.11. Espectro da componente axial da flutuagao de velocidade em um duto circular para
varias distancias da parede. As linhas retas indicam as declividades (Vicari, 1996).

1.7. Escalas da Turbuléncia

A dinamica dos escoamentos com numeros de Reynolds altos ¢ caracterizada pela
existéncia de varias escalas de comprimento, dadas, num extremo, pelas dimensdes do canal,
e na outro pela acdo difusiva da viscosidade molecular (Tennekes e Lumley, 1972). Um
exemplo de aplicacdo de escalas ¢ a andlise de ordem de grandeza feita por Prandtl na
simplifica¢do da camada limite.

Tomando-se o nimero de Reynolds para a camada limite laminar junto a uma placa
plana (Fig. 1.12)

2 273
Re=PL _PU /f _pUL (1.55)
p  unU/L pUL

onde o numerador da fracdo entre paréntesis ¢ as forcas de inércia e o denominador as forcas
viscosas por unidade de volume, ¢ L ¢ um comprimento caracteristico, por exemplo, o
comprimento da placa plana.

Em altos nimeros de Reynolds, as for¢as viscosas podem ser negligenciadas diante
das forcas de inércia, exceto junto a parede, devido a condicdo de ndo deslizamento. Pode-se
identificar aqui a primeira escala: o comprimento caracteristico L. Uma escala para o tempo
seria dada por L/U.

Proximo a parede, as forgas viscosas t€ém a mesma ordem de magnitude que as forcas
de inércia. Pode-se escolher um novo comprimento / tal que:



pU* /L ~pU/I?, (1.56)

Os comprimentos se relacionam, portanto por:

Z v 1/2
Z ~ [ﬁj = Reil/z (157)
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Figura 1.12. Escala de comprimento, difusao e convec¢do em uma camada limite laminar
sobre uma placa plana.

Na camada limite turbulenta tém-se a difusdo turbulenta associada aos processos
presentes na camada limite laminar, como mostrado esquematicamente na Fig. (1.13).

As escalas de comprimento L e de tempo convectiva L/U sdo mantidas. A espessura
da camada limite / vai variar com o tempo conforme a flutuag¢do da velocidade:

a_ .. (1.58)

Pode-se escrever que

[ u /

_——~ — =

_L : (1.59)

L U u U
Sdo consideradas, assim, apenas as escalas para os grandes vortices. A medida, porém,
que o tamanho dos vortices for diminuindo, outras escalas serdo consideradas. Estabelece-se
aqui o conceito de “cascata de energia” de Kolmogorov, que descreve o fluxo de energia
cinética dos maiores vortices para os menores até a sua transformacdo em calor através da

dissipacao viscosa.
‘__ tTtrtrt
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Figura 1.13. Escalas de comprimento e velocidade em uma camada limite turbulenta.



A medida que as escalas do escoamento se tornam tdo grandes que os efeitos da
viscosidade poderiam ser desprezados, o proprio escoamento cria 0 movimento nas pequenas
escalas, mantendo os efeitos da viscosidade (e as taxas de dissipagdo €) em niveis finitos.

Como os movimentos de pequena escala tendem a ter pequenas escalas de tempo,
pode-se assumir que elas sdo estatisticamente independentes dos movimentos de grande
escala. Se esta hipotese ¢ valida (e ¢€), este movimento de pequena escala depende somente da
energia que recebe das grandes escalas e da viscosidade cinematica, e a taxa de energia
recebida seria igual a taxa de energia dissipada. Esta seria a base da teoria do equilibrio
universal de Kolmogorov.

A idéia de que a energia ¢ transferida das maiores escalas para as menores, até sua
dissipacdo em calor através da agdo da viscosidade leva ao conceito chamado Primeira
Hipotese de Kolmogorov, que estabelece que para altos numeros de Reynolds, as pequenas
escalas sdo estatisticamente independentes, isotropicas e independentes das grandes escalas
(Pao, 1965).

As micro escalas (ou escalas internas) sdo: a escala de comprimento

1/4
n=0re)", (1.60)
a escala de tempo
1/2
t=(/e)"”, (1.61)
e a escala de velocidade
1/4
v=(e). (1.62)
O nimero de Reynolds para estas escalas ¢
nv/v =1, (1.63)
o que indica que o escoamento nestas escalas ¢ viscoso € que a dissipacao viscosa se ajusta a
energia fornecida ajustando as escalas de comprimento. Com base nestes primeiro conceitos
introduzidos, pode-se ver como estas escalas se relacionam entre si € com o escoamento
propriamente dito.

As Micro e Macro Escalas de Taylor (Bernard e Wallace, 1998) sdo definidas a partir
da func¢ao de autocorrelacao

0
Ry, ()= [ O, (0 =il (1.64)

0

e do coeficiente de auto-correlacao

. ()= Ly : (1.65)




A micro escala A ¢ definida como a distancia da origem aonde C,, pode ser

aproximada por uma pardbola, chamada parabola osculatéria. Para um escoamento
homogéneo pode-se provar que

3 _
ou' 2u'?

A integral da fungdo coeficiente de autocorrelagdo C,, . da a escala Euleriana de tempo

1 T
T,y =lim—=|C, .
EU Too T uu,

(t)dr. (1.67)

Ja a escala integral de comprimento (Macro Escala de Taylor) sera dada pela integral
da funcdo de correlagdo cruzada da componente longitudinal da flutuacdo de velocidade
medida colocando-se um anemdmetro de fio quente a uma posi¢ao fixa, por exemplo, no
centro do canal estudado e uma segunda sonda em posi¢des varidveis, tal que

A= j Cypy (F)dF (1.68)
0

Esta expressdao da a escala dos grandes vortices em um escoamento turbulento. O
experimento realizado por Taylor (1936), pioneiro na utilizacdo de anemometria de fio quente
para a determinagdo de pardmetros do escoamento turbulento em um duto circular, mostrou
que, para este tipo de canal, a escala A ¢ aproximadamente igual ao raio do duto. Pode-se
concluir que, para um canal ou para a camada limite, o valor de A ¢ da ordem da espessura da
camada de cisalhamento.

Pode-se tomar, como estimativa

A=y, (1.69)

onde k ¢ uma constante que lembra a relagdo entre comprimento de mistura e distancia da
parede utilizada por Prandtl na dedugao da Lei da Parede (Schlichting, 1968).

A parede ¢ quem impde a “restricdo” importante ao escoamento por causa da
viscosidade: a condicdo de ndo deslizamento. Isto vai dar origem a um comprimento
caracteristico, ditado pela viscosidade, e uma velocidade caracteristica u*, chamada
velocidade de friccdo, respectivamente

=Y (1.70)

onde

wk= |- (1.71)

onde Ty, ¢ a tensdo de cisalhamento na parede.



Adimensionalizando-se a escala de Kolmogorov,

n = = () (1.72)

e, igualmente a escala integral

B Au’
Y

A =~ ky" (1.73)

+ 4 c A . . N
onde y ¢ a distancia adimensional a parede dada por

sk
Py
L

y (1.74)

Pode-se ver destas relagdes que se y' é pequeno, a escala integral se torna menor que a
escala de Kolmogorov, o que ¢ impossivel, donde se conclui que a turbuléncia ndo pode se
sustentar e ndo pode gerar tensdes de Reynolds se y' é pequeno (Tennekes e Lumley, 1972).

1.8 Conclusoes

Este capitulo procurou estabelecer alguns conceitos necessarios para a compreensao
da turbuléncia nos escoamentos de fluidos. Espera-se, assim, permitir um melhor
acompanhamento dos capitulos subsequentes.

A partir de uma formulacdo classica sdo introduzidos conceitos “modernos”, como o
de estruturas coerentes, passando por informag¢des importantes do processo de transicdo para a
turbuléncia e a presenga da vorticidade tridimensional.

O intrincado processo da turbuléncia, desde sua geracdo até sua dissipacdo em
movimento molecular por agdo da viscosidade, ¢ descrito através das equagdes governantes,
das escalas da turbuléncia, do espectro e das energias nele envolvidas.

Para finalizar, o verso de L. F. Richardson (Pao, 1965) que descreve o fluxo de energia
das maiores para as menores escalas da turbuléncia no processo chamado “cascata de energia”
de Kolmogorov:

Big whirls have little whirls,

That feed on their velocity,

And little whirls have lesser whirls,
And so on to viscosity.
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