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Resumo. Este trabalho compara diferentes discretizaes do domnio do problema fluido-estrutura
e seu efeito sobre o comportamento do estimador de erros. O problema resolvido empregando
o Mtodo dos Elementos Finitos na verso p, e a Formulao em Presso wutilizada para descrever
o problema fluido-estrutura. O procedimento numrico foi testado usando o problema clssico
placa-cavidade bidimensional. Foram empregados elementos de viga para estrutura e elementos
triangulares para o domnio flurdo e usadas funes de forma hierrquicas em ambos os casos. O
processo p-adaptativo testado para diferentes malhas e os resultados so comparados com resul-
tados analticos disponvers.
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1. INTRODUCAO

O emprego da formula¢do (u,P) em problemas fluido-estrutura resulta em uma matriz
de acoplamento que torna o problema assimétrico. A formulacdo assimétrica em pressao e
deslocamentos apresenta desvantagens do ponto de vista do desempenho computacional, por
outro lado, esta formulagdo é uma das mais economicas em termos de espago de memoria
requerido usando apenas uma varidavel por né no dominio fluido (Morand e Ohayon, 1995).

Esta caracteristica é bastante importante para o estimador de erro que foi implementado,
o estimador baseado no trabalho de Friberg (Friberg et al., 1987). O estimador de Friberg
foi escolhido uma vez que o erro nao é estimado localmente no elemento mas empregando a
matriz global gerada pelo problema. Como as varidaveis usadas para descrever o fenomeno
no dominio fluido e estrutural sao diferentes, e como os fenémenos descritos pelas equagoes
sao também diferentes, os estimadores de erro locais sao de implementagao mais dificil nos
problemas fluido-estrutura.

Os procedimentos usados para descrever o comportamento do fluido com a variavel des-
locamento introduzem raizes espurias e a correcao quase sempre leva a ao uso de coeficientes
arbitrarios (Ousset L. et al., 1978; Wang X. and Bathe K.-J., 1997). Destes métodos o tinico que
nao usa coeficientes arbitrarios é o trabalho publicado por Alonso (Alonso A. et al., 1999). Os
modos espurios sao ocasionados pela dificuldade de se impor a condigao de irrotacionalidade, no
trabalho de Alonso esta condicao é imposta definindo-se a variavel potencial de deslocamento
de forma analoga ao classico potencial de velocidades da mecanica dos fluidos. Alonso é o tinico
a implementar um estimador de erro h-adaptativo, no entanto, a técnica apresenta alguns pro-
blemas na interface de acoplamento, e parece ser aplicavel apenas ao problema bidimensional.

O estimador usado neste trabalho foi desenvolvido e publicado por (Duarte et al., 2002)



para o problema fluido-estrutura na formulacao simétrica ou em potencial de velocidades. Em
outra publicagdo (Duarte et al., 2002) o estimador foi aplicado ao problema nao simétrico.
Este artigo pretende explorar o efeito de diferentes discretizacoes sobre o comportamento do
estimador comparando os resultados com os poucos resultados analiticos publicados (Shin et
al., 1983). O problema analisado serd o de uma cavidade actstica bidimensional.

2. FORMULACAO DO PROBLEMA

O problema de actstica interna analisado neste trabalho constitui-se de uma cavidade
fechada por elemento estrutural flexivel, modelado como uma viga por se tratar de problema
bidimensional, Figura (1-A). Para possibilitar o emprego de solugoes analiticas da referéncia
(Shin et al., 1983) foi imposta a condi¢ao de pressao nula para as outras paredes.

2.1. Matrizes Globais para o Problema Fluido-Estrutura na Formulagao em
Pressao

A equacao dinamica da viga considerando-se a hipdtese de Euler-Bernoulli é dada por:

d> d*w 0w
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dx? dx? ot?
tendo como condigoes de contorno w = 0 em I'¢, sendo I'¢ a regiao da fronteira onde o deslo-
camento w normal ao eixo da viga é nulo. Os termos E e [ sdo respectivamente o modulo de
elasticidade do material da viga e o momento de inércia em relacao a linha neutra, ¢ o carrega-

mento, A é a area da segao transversal, p representa a densidade do material. A equagao que
descreve o problema acustico bidimensional é a equagao de Helmholtz:

1 0?P
2 ot
onde P representa as oscilagoes de pressao em torno de ponto de equilibrio, ¢ é a velocidade do
som no meio. Dentre outras as condi¢oes de contorno sao:
_ ! aP _ . Ou f
P=0 em Iy, e Sy = Pogr em T (3)
A primeira equacao representa a condi¢ao de pressao nula F£:0~ A segunda condicao é a equacao
de conservacao de momento linear normal parede, que representa a condi¢ao de acoplamento
entre parede elastica e fluido quando 1w, = w, onde w é o deslocamento normal a viga.
Aplicando o procedimento de elementos finitos e feita a aproximacao com o emprego das
fungdes de forma convencionais e hierdrquicas, para maiores detalhes (Duarte H. V., 2003), o

sistema acima pode ser escrito na forma matricial ja na configuracao tipica do problema de
autopar (Morand e Ohayon, 1995):

B e i [R5 0

C

Nas expressoes acima [K.] e [M,] s@o as matrizes de rigidez e de massa para a viga, [Hy| e [EY]
sdo respectivamente as matrizes volumétrica e de compressibilidade para o fluido e [L] a matriz
de acoplamento. As funcoes de forma empregadas para viga foram publicadas na referéncia
(Duarte H. V., 2003), as funcoes usadas para os elementos fluidos foram definidas por Peano
(Peano A., 1976).



malha N° nés N° elementos Qumeq  hmeq IN° elementos

fluido fluido fluido  fluido estrutura
F108 75 108 0,910 0,606 16
F272 161 272 0,949 0,402 8
F261 159 261 0,955 0,407 14

Tabela 1: CARACTERISTICAS DAS MALHAS EMPREGADAS NO PROBLEMA
FLUIDO-ESTRUTURA.

2.2. Estimador de Erro de Friberg Aplicado ao Problema Fluido-Estrutura em
formulacao de Pressao ou Nao Simétrica

As expressoes para o estimador de erro foram deduzidas a partir da formulacao em potencial
de velocidade (Duarte et al., 2002), e sao dadas pela Equagao (5) para o dominio estrutural e
Equacao (6) para o fluido. O estimador é baseado em propriedades das fungoes hierdrquicas no
conceito usado por Peano (Peano A., 1976).
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Nas expressoes acima 7, ; ¢ o erro relativo associado a i-ésima frequéncia, estimado para o
elemento j. Portanto, o erro estimado da i-ésima frequéncia correspondera a soma dos erros
estimados para esta frequéncia para todos os graus de liberdade de todos os elementos fluidos
e estruturais. Os indices n e ¢ simbolizam as dimensoes das matrizes da estrutura e do fluido
respectivamente e n+q = k. Os termos v, e Yy referem-se aos componentes dos autovetores que
correspondem as matrizes da estrutura e do fluido. Estas equacoes sao expressas em funcao das
submatrizes resultantes da discretizacao do dominio para as variaveis pressao e deslocamento
e foram usadas com bons resultados no problema nao simétrico (Duarte et al., 2002).

Fluid

Beam

/

(A) CAVIDADE ACUSTICA. (B) MALHA F108. (C) MALHA F272. (D) MALHA F261.

Figura 1: ARRANJO DA CAVIDADE ACUSTICA E MALHAS EMPREGADAS NA DISCRETIZAQAO
DO DOMINIO FLUIDO.



3. RESULTADOS NUMERICOS e ANALISE

Nesta secao sao apresentados os resultados obtidos da aplicacao do estimador de erro desen-
volvido para o problema fluido-estrutura. O problema teste foi publicado por Y. S. Shin (Shin
et al., 1983) e foi escolhido por apresentar resultados analiticos para as frequéncias associadas
aos modos estruturais.

Os resultados numéricos referem-se a configuragao apresentada na Figura (1-A). O arranjo
é basicamente uma placa fechando a cavidade retangular. O fluido esta confinado no interior
da cavidade, a interface do fluido ¢é exclusivamente com a placa, a condicao de contorno nas
outras trés paredes é de pressao nula. Para o problema bidimensional que serd analisado, a
placa é modelada como uma viga, e neste problema a viga é bi-apoiada com rotacao livre
nos apoios. O problema analisado empregou os seguintes valores: comprimento da cavidade
L = 3,048 m, altura H=6,096m. Para a viga foi usado moédulo de elasticidade F = 2,068 x
10" N/m?, momento de inércia em relagao a linha neutra I = 0, 1675 x 1074 m?, 4rea da se¢ao
transversal A = 0,005058 m?, densidade p. = 7830,8 Kg/m?. O fluido ocupando o espago
interno foi caracterizado pela densidade py=999,21K g/m? e pela velocidade da perturbagao no
meio c=1524m/s.

Foram empregadas para discretizar o dominio fluido as malhas F108 mostrada na Figura
(1-B) acoplada com a viga discretizada por 16 elementos, a malha F272 vista na Figura (1-C)
acoplada a viga discretizada por 8 elementos e na Figura (1-D) estd a malha F261 acoplada
a viga com 14 elementos. Na Tabela (1) estdo resumidas as principais caracteristicas destas
malhas. Nessa tabela h,,.q ¢ a dimensao caracteristica da malha obtida da média das arestas
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Figura 2: EVOLUCAO DAS FREQUENCIAS CALCULADAS E TEORICAS EM FUNCAO DO
NUMERO DO MODO PARA MALHA F108. FORMULACAO NAO SIMETRICA.



dos elementos triangulares. O coeficiente de distor¢cao da malha a,,.s ¢ dado pela média do
coeficiente de distor¢ao dos elementos definido como (Lo S. H., 1991):

4+/3A;
~ 72 \/; 2 (7)
I+ 105+ 15

Q;

sendo [y, I e I3 os lados e A; a area do elemento triangular.
As frequéncias analiticas usadas como referéncia sao dadas pela expressao (Shin et al., 1983):

9 potanh(Hp3,)\ Nem\ 4
o (po e PR _ (1) ©

sendo:

(9)

P =

wa (neﬁ)z
c? L

nestas expressoes L é o comprimento da interface fluido-estrutura, H a altura do dominio fluido,
¢ a velocidade actstica do fluido, p. e py as densidades do material da estrutura e do fluido
respectivamente. A é a area da secao transversal, £ o mdédulo de elasticidade, e I o momento de
inércia, todos referentes a viga e e. é a profundidade da placa em contato com o fluido. Neste

problema foi usada a profundidade e, = 1,0 m. A frequéncia w,_ é chamada predominante
estrutural do problema acoplado, e n, = 1,2,3,4,...00. Na realidade ocorrerao os modos
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Figura 3: EvVOLUGAO DOS ERROS CALCULADOS E ESTIMADOS ASSOCIADOS AS
FREQUENCIAS EM FUNCAO DO NUMERO DO MODO. MALHA F108.
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Figura 4: EVOLUCAO DOS ERROS CALCULADOS E ESTIMADOS ASSOCIADOS AS

FREQUENCIAS EM FUNCAO DO NUMERO DO MODO. MALHA F272.

predominante fluido e modos fluido-estrutura, mas para eles ndao ha uma expressao analitica.
Das Equagoes (8) e (9) e para os dados do problema, as seis primeiras frequéncias predominante
estrutural sao: w; = 9,9, wy = 54,8, wy = 147, 4, wy = 294, 1, ws = 496, 7, wg = 752, 9, valores
expressos em Hertz.

No processo p-adaptativo cujos resultados estao plotados nos graficos apresentados a seguir
empregou-se o estimador dado pelas Equagoes (5) e (6). O estimador foi aplicado apenas a
formulagao nao simétrica. Nestes casos o limite superior de frequéncia foi de 955 Hertz e o
erro méaximo prescrito de 2,0%. Serd denominado erro real ou erro calculado o erro obtido da
diferenca entre o resultado numérico e o resultado analitico e erro estimado sera o erro obtido
a partir das Equagoes (5) e (6).

O processo adaptativo para malha F'108, apresentado nas Figuras (2) e (3), foi interrompido
antes de alcangar o erro prescrito. A Figura (3) mostra que os erros calculados em relagao aos
modos estruturais, ou predominantemente estruturais, sao muito inferiores aos estimados, mas
aparentemente o erro associado aos modos fluidos nao permitiu a convergéncia para o valor
de erro prescrito. Possivelmente, este comportamento deve-se a pouca resolugao da malha no
dominio fluido.

O processo adaptativo para malha F272 é apresentado nas Figuras (4) e (6). A malha F272
¢ uma malha muito mais refinada e menos distorcida do que a malha F108, ver Tabela (1), e
além de permitir que o erro fosse mantido abaixo do erro prescrito em toda a faixa de interesse
ao final do processo, possibilitou também que o erro estimado fosse bem préximo ao erro real
ou calculado. E este é um fator determinante na confiabilidade do processo adaptativo, o erro
estimado deve ser sempre superior ao real para garantir que este seja inferior ao valor prescrito.
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Figura 5: EVOLUGAO DOS ERROS CALCULADOS E ESTIMADOS ASSOCIADOS AS
FREQUENCIAS EM FUNCAO DO NUMERO DO MODO. MALHA F261.

Mas para que o estimador nao aumente muito a ordem das funcoes de interpolacao durante o
processo adaptativo é necessario que os erros estimados e reais estejam préximos.

A Figura (4) indica que o erro estimado durante o processo p-adaptativo com esta discre-
tizacao era inferior ao erro real. Este fato aponta para uma perda de qualidade dos resultados
ja na segunda iteracao, quando o modo 8, ou o quinto modo estrutural dominante, e o0 modo
15, ou sexto modo estrutural dominante, apresentavam erros reais bem superiores ao estimado.
Mas como o erro prescrito nao havia sido alcangado, a continuidade do processo adaptativo
levou esses modos predominantemente estruturais a ter seu erro corretamente indicado. Mas
se 0 erro prescrito fosse um pouco maior, o processo teria sido interrompido sem que os er-
ros reais estivessem abaixo do valor estabelecido. Este comportamento é bem diferente do
comportamento da malha F108, onde o erro estimado é sempre maior que o erro real.

A malha F272 é mais refinada e apresenta um grau de distor¢ao menor do que o apresentado
pela malha F108, mas esta apresenta refinamento maior na interface com a viga. Os modos
de referéncia também sao modos estruturais predominantes. Como os elementos da viga para
os dois casos nao tiveram graus hierarquicos atribuidos pelo estimador, é de se supor que a
maior confiabilidade do estimador usando a malha F108 deve-se a maior definicao do dominio
fluido préximo da interface com o elemento estrutural. O maior nimero de cruzamento de
modos estruturais que ocorreu durante o processo iterativo da malha F272 reforca a hipdtese.

O cruzamento de modos deve ser entendido como a mudanca na ordem correta dos modos
devido aos erros nas frequéncias.
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Estes resultados apontam para a possibilidade de discretizagoes intermediarias com desem-
penho superior as malhas empregadas. A malha F261 foi incluida como um exemplo desta
possibilidade, é mais refinada no dominio fluido em relagao a malha F108 e mais refinada na
interface em relagao a malha F272. A Figura (5) mostra a evolugao do erro das frequéncias du-
rante o processo iterativo para a malha F'261. Como esperado, os erros estimados mantiveram-se
acima dos erros reais ou calculados durante o processo adaptativo e o erro real ficou abaixo do
valor do erro prescrito ao final do processo. No entanto, o erro calculado ficou bem abaixo do
erro estimado pelo menos para os modos estruturais predominantes.

Para as malhas F272 e F201 estao apresentadas na Figura (6) a evolu¢ao dos erros es-
timados e calculados em relagao a solucao analitica. Estes graficos foram tracados apds o
pos-processamento, identificacao e ordenamento correto dos modos 3, 5, 8 e 15. Para este
conjunto de modos predominante estruturais em ambas as malhas foi observada a ocorréncia
de modos cruzados no processo de convergéencia. Nestes casos, foram plotados apenas os erros
calculados para o modo, o erro estimado neste caso nao foi incluido por nao referir-se ao modo
fisico, portanto, nao apresentando significado sob esta Otica.

Uma outra diferenga entre as discretizacoes mais refinadas na interface com a estrutura,
malhas F108e F261, e a malha com refinamento uniforme F'272 esté no correto ordenamento dos
modos. Para a malha F108, com 16 elementos na interface com a viga, nao houve cruzamento
de modos durante o processo de convergéncia do 152 modo. A malha F261, com 14 elementos
na interface, apresenta cruzamento de modos para o 152 modo nas duas primeiras iteracoes.
Para a malha F272, com 8 elementos na interface, o 152 modo nao fica corretamente ordenado
ao final do processo iterativo, Figura (6).

Esta mudanca no correto ordenamento dos modos, ou cruzamento de modos, ocorre com
modos muito péximos cuja diferenca no valor das frequéncias esta abaixo do erro maximo
prescrito. Para as malhas F108e F261, o erro real para as frequéncias dos modos predominantes
estruturais sao muito menores que os erros dos modos fluidos, ver Figuras (3) e Figura (5), entao
o ordenamento correto dos modos predominante estruturais é mais rapido.

4. CONCLUSOES

Este trabalho mostra que o estimador para problemas de interacao fluido-estrutura na for-
mulagao nao simétrica em deslocamento e pressao apresenta bons resultados. A precisao e a
convergencia dos resultados numéricos apresentados sao globalmente satisfatérias. Os resulta-
dos apontam para a necessidade da implementacao de uma versao hp adaptativa uma vez que
o estimador mostra-se sensivel a discretizacao do dominio.
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