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Resumo. O desenvolvimento de um modelo automatizado de otimizagdo de malha e forma,
num processo de calculo estrutural utilizando o método de elementos finitos, torna-se uma
ferramenta de grande importancia na confeccdo de um projeto idealizado pelo engenheiro.
Propfe-se com isto um modo intuitivo de otimizacdo, utilizando o método r. Para a forma
utiliza-se o balanceamento da energia de distor¢do dos elementos finitos através das analises
sobre um modelo fisico e sobre um modelo geométrico. Para a malha, da forma final
otimizada, utiliza-se o balanceamento do erro de discretizacdo, determinado baseando-se na
norma da energia de deformacdo. Intercalando aos dois modulos existe uma técnica de
remalhagem, balanceando-se as areas dos elementos triangulares ao longo do dominio do
elemento estrutural plano. Um exemplo de aplicacdo € utilizado para validacdo do modelo
proposto.
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1. INTRODUCAO

A otimizacdo de forma tem atraido grande atencdo da comunidade cientifica e muitas
técnicas tem sido desenvolvidas e usadas com sucesso em anélises e projetos de engenharia,
Allaire (2001). Geralmente, estas técnicas consistem em variar alguns contornos do modelo a
ser projetado a fim de melhorar seu comportamento mecanico, como por exemplo, reduzir as
altas concentragdes de tensdes que normalmente acontecem em locais de cantos e furos ou
proximos a eles. Este processo normalmente € feito impondo restricdes e usando um método
de otimizacdo selecionado, onde aspectos tais como definicdes geométricas, geracdo de
malhas, analise e processamento de resultados sdo normalmente envolvidos. Além disso,
outros elementos fazem um papel decisivo no processo de otimizacdo, tal como andlise de
sensibilidade e programacdo numérica de otimizacéo.

Como o progresso da otimizacdo muitas vezes depende do desenvolvimento de um bom
modelo de elementos finitos, este trabalho utiliza uma técnica para estimar erros numericos na
discretizacdo de problemas bidimensionais, utilizando-se o elemento finito triangular
hierarquico com funcdo de forma quadratica, Zienkiewicz (1983), Adjerid (2001). Verifica-se
a existéncia da homogeneidade do erro ao longo do dominio nos elementos, caso esta ndo
ocorra, 0s nos livres pré-estabelecidos, serdo realocados em fungdo da diferenca de gradiente
do erro, reiniciando-se uma nova analise do modelo fisico otimizando a malha
automaticamente. S&o avaliados dois métodos adaptativos usando relocagdo nodal (método r):
método heuristico e método geométrico.

Com o objetivo de atenuar o problema da distor¢do que ocorre no uso do processo
iterativo do método r, este trabalho desenvolve uma técnica de remalhagem automatica dos
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elementos através do balanceamento da area dos mesmos, obtendo-se um método geometrico
de relocacdo nodal. A otimizacdo de forma é baseada no método de otimizacdo de malha,
Clapis (1999), sendo que: a formulacdo da otimizacdo de forma leva em conta a
homogeneizacdo da densidade de energia de deformacéo por distor¢do dos elementos finitos.
O critério de otimalidade € sempre 0 da maxima densidade de energia de deformacdo por
distorgéo.

2 - OTIMIZACAO DE MALHA DE ELEMENTOS FINITOS, UTILIZANDO O
METODO DE RELOCAGAO NODAL

2.1 - Método 1 — Método Heuristico

O erro por elemento pode ser estimado, em termos da energia de deformacéo, correspondente
as variaveis hierarquicas como:

”9”5 = {un " [Kin ] {un} (1)

onde:
{un}  representa o vetor dos novos graus de liberdade hierarquicos introduzidos, e Ky, a

matriz de rigidez adicionada em func¢do dos mesmaos,

Considerando ||e||j como uma pressdo negativa agindo num elemento finito do modelo
geométrico da estrutura, Clapis (1999), o vetor das forcas nodais equivalentes, {D}e para um
elemento triangular linear é dado por,
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Impondo-se as condi¢des geometricas de que a forma do contorno ndo deve ser alterada e
levando-se em conta a superposicdo dos vetores {D}e para todos os elementos, obtém-se um

vetor de carga nodal equivalente global, {D} .

Tem-se portanto novas condi¢Oes de contorno e conseqlientemente uma nova equagéo de
equilibrio global. A direcéo {d }0 do movimento dos n6s com uma ou duas direcdes livres

para se moverem pode ser obtida de:

[Klold}o = D}g 3)

onde:
[K], é a matriz de rigidez obtida do modelo geométrico, {d }oé a “direcdo de busca” onde
procura-se homogeneizar a distribuicdo da densidade do erro de discretizacéo e {D}G éo

vetor carga nodal equivalente global.
Atraves de uma busca unidimensional, utilizando-se o método da secante, calcula-se o
fator de escala (1*), o qual minimizara a norma do vetor desbalanceamento ou seja:



MIN
A

H {D({x}+2{d}o)) H 4)
onde {x} é o vetor de coordenadas dos nds moveis.

Devido a relocacdo nodal, a densidade do erro de discretizacdo também se altera e 0
processo de busca é realizado de modo iterativo com a analise de novos modelos fisicos
discretizados. O programa executa automaticamente o balanceamento dos erros entre 0s
elementos, usando o método do gradiente conjugado para gerar novas dire¢cdes de busca no
caso de ndo haver convergéncia numa determinada dire¢cdo. A condi¢do de 6timo para o
problema é que o erro de discretizagdo seja uniformemente distribuido ao longo de todo o
dominio.

2.2 - Método 2 — Método Geométrico
Considere um nd e os elementos finitos circunvizinhos ao mesmo, Fig. 1. Sendo o
centroide de cada elemento o ponto onde atua uma forca atrativa, com origem no n6 “comum”

e intensidade o indicador de erro do elemento, a resultante destas forcas nos fornece uma nova
posicdo do no, caso exista desequilibrio entre os indicadores dos erros de discretizacdo na

regido considerada, Cheng (1993).
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Figura 1 — Esquema de reposicionamento nodal

A soma das contribuigdes de todos os elementos circunvizinhos, para a coordenada x,
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onde m indica 0 nimero da iteracdo, X, € X~ S0, respectivamente, a posi¢do do n6 considerado
e dos centrdides dos elementos circunvizinhos, e e é o erro por elemento finito. Este pode ser
estimado, em termos da norma da energia de deformacéo, Eq. (1), onde o critério de parada é
a homogeneizacdo do mesmo ao longo do dominio.

Analogamente para a coordenada y, tem-se:
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Nota-se que apenas 0s nds dos vertices do elemento tem a permissdo de moverem sendo
que 0s nos do meio do lado se houver, ndo podem participar do processo de
reposicionamento. Suas coordenadas s&o localizadas no meio entre os nés da extremidade.
Este processo tem natureza iterativa onde 0s n0s se movem em direcdo aos elementos de



indicador de erro maior até nao se ter diferenca nos indicadores de erro dos elementos ou a
relocacdo dos nos tornar-se suficientemente pequeno.

3 - ALGORITMO DE OTIMIZACAO DE FORMA

Propdem-se um método de otimizagdo de forma com base no método de otimizagdo de
malha, Clapis(1999). O método adaptativo em questdo leva em consideracdo o
desbalanceamento do erro de discretizagdo do modelo, enquanto que a formulacdo da
otimizacdo de forma toma por base o desbalanceamento da densidade de energia de
deformacdo por distor¢do dos elementos finitos. O critério de otimalidade utilizado é o da
maxima densidade de energia de deformacdo por distorcdo, de forma que os elementos com
menor energia migrem para as areas onde as densidades de energia sdo maiores.

Considere-se U5 como uma pressdo negativa agindo num elemento finito do modelo
geométrico da estrutura, o vetor das forcas nodais equivalentes, {D}e, para um elemento
triangular é dado por:
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Da superposicdo dos vetores {D}, para todos os elementos obtém-se um vetor de carga
nodal equivalente global, {D}, . A diregdo {d}, do movimento dos nés pode ser obtido de:

[K]o {d }0 = {D}G (8)

onde [K]o é a matriz de “rigidez” obtida do modelo geométrico.
Portanto, {d}o, passa a ser uma “dire¢cdo de busca” procurando homogeneizar a

distribuicdo da densidade de energia de distorcao,
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onde {x} é o vetor das coordenadas nodais dos nds livres para realocarem-se nas duas ou em
uma das direcoes.

4 - ALGORITMO DE REMALHAGEM

O cddigo numérico de remalhagem permite remalhar malhas de elementos finitos em
problemas bidimensionais, utilizando elementos triangulares hierarquicos com fungfes de
forma de grau 2. Automaticamente, o vetor desbalanceamento, na formulacdo geométrica de
relocacdo nodal, é funcdo do diferencial entre as areas dos elementos funcionando como
cargas nodais passando pelos centroides dos elementos circunvizinhos ao nd considerado,



Cheng (1993). Verifica-se se existe uma homogeneidade de areas dos elementos da malha na
regido considerada, caso esta ndo ocorra, 0s nos livres, pre-estabelecidos, serdo deslocados em
funcdo da resultante das cargas. As novas coordenadas x e y valem:

m m-1 ZA*[X*_Xnm_lj m m-1 ZA*(y*_ynm_lj
Xn =Xn + * Yn =Yn + * (10)
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onde m indica o nimero da iteragdo, x, e X~ Sdo, respectivamente, a posi¢do do no considerado

e dos centroides dos elementos circunvizinhos, e A* é a area de cada elemento finito.
Este processo tem natureza iterativa onde os n0s se movem até diminuir a distorgédo entre

as areas dos elementos ou a relocagdo dos nos valor (xnm— xnm‘l) tornar-se suficientemente
pequena.

5- AUTOMACAO DOS ALGORITMOS DE OTIMIZACAO DE FORMA,
REMALHAGEM E OTIMIZACAO DE MALHA

Com o objetivo de corrigir a distorcdo dos elementos ap6s a otimizacdo de forma,
confeccionou-se um cdédigo numérico acoplando o otimizador de forma, o remalhador e o
otimizador de malha de maneira iterativa e automatica. A Figura 2 mostra o fluxograma do
acoplamento.

Exemplo de aplicacdo — Anel cilindrico sob pressdo interna

A estrutura a ser otimizada neste exemplo € a secdo transversal de um anel cilindrico
submetido a uma pressdo interna p=1 kgf/cm?. Devido a dupla simetria, modelou-se apenas
um quarto da secdo transversal do anel de didametro interno 10cm e didmetro externo 16cm. A
Figura 3 mostra a geometria, dimens@es, condi¢bes de apoio e o carregamento do anel. O
objetivo do problema é obter o menor volume possivel com a tenséo equivalente méaxima nao
ultrapassando 10 Kgf/cm?. O projeto requer que a forma circular seja mantida e o diametro
interno ndo seja alterado. Outros dados utilizados s&o: modulo de elasticidade 100000
Kgf/cm?, coeficiente de Poisson 0,3 e comprimento do anel 1cm.

A Figura 4 mostra 0 modelo fisico e os modelos geométricos utilizados na otimizacdo de
forma (55 elementos triangulares lineares), na remalhagem e na otimizacdo da malha (55
elementos triangulares hierarquicos com expansao quadréatica na funcdo de forma), conforme
mostra as figuras (a), (b), (c) e (d) respectivamente.

Considerando-se o estado plano de tensdes, chega-se a forma otimizada ap6s 2 iteraces,
guando utiliza-se “somente” o programa otimizador de forma e o critério de parada pré
estabelecido (tensdo equivalente maxima), Fig. 5(a). Nota-se, neste caso, que o volume da
secdo transversal passou de 30,63 cm® para 14,55 cm® (reducdo de 52,5%) observando-se
também, na regido de tensbes maximas grandes distor¢cdes dos elementos finitos ocasionada
pelas relocacdes nodais no balanceamento da energia de distorcdo, o que € uma caracteristica
desfavoréavel do método r.
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Figura 3 — Tubo cilindrico sob pressdo interna, cotas em cm



Figura 4 — Discretizac6es: (a) modelo fisico, (b) modelo geométrico da forma e (c)
modelo geométrico da malha.

lI10
9
8
7
6

5

Figura 6 — (a)Remalhagem / HEU (5 iteracdes, 22 vez), (b)Otimizacdo da malha / HEU — tensdes
equivalentes (8 iteracOes, 22 vez), (c)Otimizagdo da malha / HEU - erros de discretizagéo (8
iteracOes, 22 vez).



Implementando-se a mudanca de forma com a intercalacdo dos mddulos de remalhagem e
de otimizacdo de malha no processamento numérico e, estimando-se para a analise em
questdo o0 numero de iteracbes para cada modulo tem-se para 0 método heuristico: uma
iteracdo para a forma, cinco iteracOes para a remalhagem e oito iteragdes para a otimizagéo de
malha, Figuras 5(b), 6(a), 6(b), respectivamente. A Figura 6(c) mostra 0s erros de
discretizagdo apds a otimizagdo da malha.
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Figura 7 — (a)Forma 2 / GEO - tensGes equivalentes (1 iteracdo, 22 vez), (b) Remalhagem /
GEO (5 iteragdes, 22 vez).
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Figura 8 — (a)Otimizacdo da malha / GEO - tensGes equivalentes (5 iteracdes, 22 vez), (b)
Otimizacdo da malha / GEO — erros de discretizacdo (5 iteragdes, 22 vez).

Através do método geométrico tem-se: uma iteracdo para a forma, cinco iteracdes para a
remalhagem e cinco iteracbes para a otimizacdo de malha, Fig. 7(a), 7(b) e 8(a)
respectivamente. A Figura 8(b) mostra os erros de discretizacdo ap0s a otimizacdo da malha.

Observa-se que no processo de otimizacdo de forma, intercalando-se os trés modulos
(forma, remalha e malha), a distor¢éo dos elementos finitos € bem menor que no caso onde foi
utilizado “somente” o otimizador de forma. Obtém-se uma discretizacdo final de qualidade
melhorada o que com certeza se deve a influéncia da introdugdo do modulo de remalhagem no
processo, € 0 que mostra a Fig.8(b) com a distribuicdo homogénea dos erros no dominio do
modelo. Usando-se a otimizacdo conjunta forma-remalha-malha, pelo método heuristico, o
volume passou de 30,63 cm® para 14,79 cm® (reducdo de 51,71%), sendo que pelo método
geométrico, o volume final foi de 15,91 cm® com uma reducéo de 48,06%.



6. CONCLUSOES

O problema de otimizacdo de forma foi formulado utilizando um método iterativo
consistente baseado num principio de bom senso (método heuristico), ndo numa formulagéo
puramente matematica, acoplada ao método dos elementos finitos, o qual foi basicamente a
ferramenta principal que nos levou a atingir 0s objetivos previamente estabelecidos, que é o
acoplamento do otimizador de forma, o remalhador e otimizador de malha de modo iterativo e
automatico.

Desenvolveu-se um programa de elementos finitos para otimizar a forma de um elemento
estrutural baseado na homogeneizacdo da energia de distorcdo entre os elementos, adaptado
iterativamente com um remalhador e com um otimizador de malha, a cada iteragdo ou a partir
de um certo nimero de iteracGes previamente fixado.

Conclui-se que o otimizador de forma deve ser acoplado ao otimizador de malha desde
gue o modulo de remalhagem seja introduzido para que a distor¢cdo dos elementos seja
corrigida apds a otimizacdo da forma e a convergéncia do sistema seja alcancgada.

Na formulacdo numérica do modulo otimizador de forma deve-se usar o elemento
triangular linear, pois se usando o elemento triangular hierarquico o programa torna-se lento e
de dificil convergéncia.

Na utilizacdo do programa em estruturas onde existe alta concentragdo de tenses, a
técnica de acoplar o otimizador de forma com o remalhador e o otimizador de malha conduz a
forma 6tima com um decréscimo no valor das tens6es equivalentes e uma melhor distribuicéo
de tensdes ao longo do contorno quando comparado com 0 uso somente do programa
otimizador de forma, Oliveira (2003).

Pode-se observar ainda que, a medida que o procedimento aqui apresentado tende a
suavizar a distribuicdo de tensdes no contorno, 0 mesmo pode resultar em economia de
material, pois o volume final € menor que o inicial, o que abre a perspectiva de utiliza-lo no
projeto 6timo de componentes estruturais.

Como o programa utiliza o método de elementos finitos, que é uma eficiente técnica para
obter solugdes aproximadas para problemas onde a solugdo exata é dificil de ser obtida, a
forma de discretizar-se a malha inicial, o tipo e o nimero de elementos influenciam nos
resultados finais da forma estrutural otimizada.
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Abstract. The development of an automated model of mesh and shape optimization, in a
structural calculate process using finite elements method, becomes a tool of great importance
in the making of a project idealized by the engineer. With this intends an intuitive way of the
optimization using the method r. For the shape the balancing distortion energy of the finite
elements is used through the analyses on a physical model and on a geometric model. For the
mesh, in the final shape optimized, the balancing the error discretization is used, certain
basing on the norm of the deformation energy. Inserting to the two modules a regriding
technique exists, balancing the areas of the triangular elements along the domain of the
structural plane element. Application example is used for validation of the proposed model.
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