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Resumo

Este trabalho faz uma releitura da formulacéo de constitutiva de contato com atrito, incluindo
efeitos de aderéncia e deslizamento, desenvolvida por Anand. S&o utilizadas medidas corotacionais,
e as suas condi¢bes de modelagem abrangem altas pressdes de contato. O modelo permite adotar
diferentes possibilidades para as rigidezes na interface, através da abordagem da evolucéo de
variaveis de estado, incluindo o encruamento isotropico. Uma nova forma de solucdo bi-
dimensional para o problema € proposta e implementada. Sdo realizados estudos de natureza
gualitativa e comparagdes com resultados experimentais no ambito das aplicagdes para comprovar
a eficacia das propostas.
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1. INTRODUCAO

Contato com atrito entre superficies ¢ uma area de extensa aplicagdo em mecanica, abrangendo
desde problemas de conformacdo até a modelagem de implantes cirtirgicos. Embora os avangos
sejam significativos na area, persistem varias oportunidades de pesquisa na area de implementacao,
através do método dos elementos finitos. Neste segmento, em um numero significativo de
aplicativos, o atrito na interface ainda ¢ baseado na lei de Coulomb, e ha necessidade de modelos
mais flexiveis para representar a complexidade de fendmenos presentes na interface.

Baseado nos avancos teoricos € na metodologia de solugdo dos problemas numéricos da
elastoplasticidade, este trabalho avangca em varios aspectos da modelagem das condi¢des de
deslizamento na interface.

Ao nivel tedrico, as leis constitutivas sdo formalizadas através da termodindmica das variaveis
internas para caracterizar o comportamento da interface com deslizamento relativo. As variaveis
escolhidas sdo o coeficiente de atrito e o limite de resisténcia ao deslizamento, ambas dependentes
da distancia deslizada.

Alguns dos seus principais subsidios sdo decorrentes do modelo de Anand (1993), que propde,
com base no trabalho de Cheng;Kikuchi (1985), uma lei constitutiva de atrito, isotropica, isotérmica
e independente da velocidade de deslizamento, e implementada para uma dimensao.

Seguindo esta proposta, o presente trabalho fez uma releitura da lei constitutiva de Anand para a
situacdo bi-dimensional, de forma incremental, com a incorporagdo precisa dos incrementos de
deslizamento e nova forma de computo do Jacobiano constitutivo.
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Os experimentos numéricos foram realizados em duas etapas: estudos qualitativos para verificar
a concordancia das leis implementadas com as hipoteses de formulacao e a execugdo de aplicacdes
para as quais comprovagdes experimentais fossem disponiveis.

Os resultados demonstram uma ampla concordancia qualitativa dos resultados com as
propostas. Por outro lado, as aplicagdes, ainda que em niimero restrito, demonstram a viabilidade de

operacionalizar as leis constitutivas em casos praticos com eficiéncia e precisao.

leis

2. ANALOGIA COM ELASTOPLASTICIDADE

Curnier (1984) realizou um esforgo para sistematizar algumas idéias em torno da analogia entre
os conhecimentos da elastoplasticidade e do atrito, sob os seguintes topicos:

2.1 Decomposicao Aditiva

Courtney-Pratt;Eisner (1957) estudaram o movimento relativo de duas superficies, uma delas
movel (disco) e outra fixa, ambas em platina polida, e sujeitas a for¢as tangenciais. Os resultados
apresentados na figura 1, demonstram a relagdo aproximadamente linear entre a tragdo tangencial,
afetada da normal, suposta constante, ¢ o deslocamento tangencial relativo durante as operagdes de
carregamento e descarregamento. Embora ocorra um efeito de histerese, ¢ importante apontar que a
curva de carregamento / descarregamento ¢ reversivel. Esta caracteristica ¢ um do fundamentos para

a analogia com a plasticidade.
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Figura 1. Experimento de Courtney — Pratt ; Eisner

Neste trabalho sdo adotados os termos aderéncia - para o deslocamento relativo de carater reversivel
ou elastico - e deslizamento - para o deslocamento irreversivel ou “plastico”. Na forma incremental os

deslizamentos podem ser representados através da decomposigao aditiva

(1)

A=A +AT*; AU=AUn+Aue i=12

onde Au ¢ o incremento de deslocamento relativo total, Au"é a parte do incremento de
deslocamento em aderéncia nas dire¢des i = 1,2 e Au’¢ a parte desse deslocamento que representa
o deslizamento nessas mesmas direcdes, ligada a uma base local <n,e,,e, >.

Seguindo uma lei eléstica linear, pode ser estabelecida uma relagdo entre as tragdes tangenciais e
os deslocamentos. Na forma incremental,

At=Atn+Ate; At =Aten; At'=-k Au, At'=-k AU 2)

onde k, >0;k, >0 s3o pardmetros de rigidez em aderéncia da interface. Os experimentos de

Courtney-Pratt e Eisner sugerem a interpretacdo fisica de parametro constitutivo que descreve,
respectivamente, o modulo volumétrico e o modulo de cisalhamento na interface.



2.2 Critério de Deslizamento

O deslizamento se inicia apenas quando a magnitude da tensao tangencial iguala-se a resisténcia
ao deslizamento. O critério que determina o inicio do deslizamento ¢ formalizado através da funcao

f_(t,r)<0. O vetor t representa as tragdes atuantes no ponto de contato ¢ r, é um escalar com

dimensdes de tensdo, chamado de resisténcia ao deslizamento. A evolugcdo de r ¢ regida por
variaveis internas - para caracterizar a modificagcdo das condi¢des de atrito no processo.

A fungdo f,, segue a forma geral:

f.=t, —r; t, =«/t12+t22 A 1r=1(p,u;) 3)

onde t, ¢ a tragdo tangencial equivalente. A imagem da fungdo de carregamento/descarregamento
f, supde duas possibilidades: f, <0 quando o par de pontos em contato estd na condi¢cdo de
aderéncia e f, =0 quando o estado € neutro. Se o carregamento for mantido, as superficies estardo

em aderéncia, mas se ocorrer um aumento em sua magnitude, haverd um deslizamento relativo,
medido pelo deslizamento relativo equivalente U .

2.3 Leis de Fluxo de Deslizamento e Encruamento

Uma vez que se supde ocorrencia de deslizamento somente no plano tangencial, normalidade no
plano deviatorico pode ser postulada, o que permite escrever os incrementos de deslocamento como

Au; = AL, g? ; te =t—tmn; i=12

i

(4)

A figura 1 também apresenta uma outra caracteristica fenomenoldgica decorrente do
deslizamento relativo entre superficies. H4 uma evolug¢do monotonica da curva a partir de um
carregamento crescente, ou seja, a resisténcia ao deslizamento ¢ constantemente modificada com o
aumento do deslizamento relativo. Este comportamento pode ser qualificado como uma tipica
condi¢do de “encruamento isotropico” das condi¢des de deslizamento da interface.

O estado de um ponto material na interface em um instante t, ¢ caracterizado pela variavel r e a
tracdo aplicada t. Essencialmente, o modelo constitutivo de atrito ¢ um conjunto de equagdes
diferenciais que descrevem a evolugdo do par (t,r). As alteracdes nas condicdes de deslizamento da

interface sdo representadas através de variaveis internas. Como aponta Pisoni (1992), uma das
vantagens desta formulagdo ¢ que “o modelo pode ser estendido para outros regimes de atrito,
escolhendo as variaveis internas e as formas de evolugdo de r”.

Um dos desafios nesta formulagdo estd relacionado a modelagem da origem e evolugdo da
resisténcia ao deslizamento. Esta dificuldade ¢ ligada a natureza complexa dos mecanismos que
contribuem para a sua formagdo como o intertravamento, deformagdo e fratura das rugosidades,
adesdo de novas superficies, formacgdo de particulas causadas pelo desgaste das superficies.

Assim, a resisténcia ao deslizamento r ¢ uma fun¢do nio sé da pressdo p, como também do

estado o da interface r =1(p, o), que deve ser especificado em cada modelo de acordo com uma

variavel interna adequada.

O “encruamento isotropico” na interface pode ser modelado por apenas uma varidvel escalar — ¢
comum a utilizacdo do deslizamento relativo equivalente (andlogo da deformagdo plastica
equivalente).

Por outro lado, para o caso do “encruamento cinematico”, € necessaria a adi¢do de uma variavel
correspondente a translacao da superficie de deslizamento no espaco de tragdes (o analogo na
plasticidade ¢ a tensao de fundo (back-stress)).



Se em determinada interface, as resisténcias aos deslizamentos forem diferenciadas nas
diferentes dire¢des do plano de deslizamento, elas podem ser representadas através de uma
formulagdo anisotrdpica.

A seguir sdo apresentadas as formulagdes do modelo constitutivo para comportamento
isotropico. O desenvolvimento do modelo isotropico, aqui desenvolvido em detalhe, ¢ um caso
particular de modelos mais gerais, Vargas (2003).

3. FORMULACAO DAS LEIS CONSTITUTIVAS
3.1 Decomposiciao do Incremento de Deslocamento

No caso de uma descrigdo de Lagrange incremental, com equilibrio verificado a intervalos
discretos, se supde que as condigdes na configuragdo n, tempo t, sejam conhecidas, i.e.,
<tu=un+ue /u =u"+u’,i=L2;r=r(u’)>e que o incremento de deslocamento relativo
Au seja conhecido. O problema se resume em computar as condi¢des de interface na configuragao
seguinte, n+1, T=t+At, o que pressupde a atualizacao das tracdes bem como dos deslocamentos ¢
resisténcia.

Uma interface com um encruamento isotropico, conforme evidéncias experimentais
apresentadas por Courtney-Pratt;Eisner e Tong; Anand (1993) pode apresentar evolugdes diversas.
Se este encruamento ndo envolver translacio de superficie', for independente da razdo de
carregamento, como proposto em Cheng; Kikuchi (1985), entdo :

P= P DG r=ipa): G =yfu e (5)
dp  du,

onde u,.’ representa o deslizamento acumulado relativo equivalente. Dessa forma, considerando o

incremento entre posigdes sucessivas na superficie de deslizamento, Eq. (3), resulta, da condigao de
consisténcia que

Ay 6

Af, = of, At,Y +aim2‘7 +£Ar; r=1(W,s ,p); Af, =0 ©)
at, ot, or

onde
afc:t_i:mi; =12 A o __, (7)
at, t, or
sendo m, a normal a superficie surf f_, e
AtY =—k AT, AU = (AU, -AT); 6 =t-Qt  i=1,2. (8)

a forma corotacional incremental das tracdes tangenciais. Mais, o incremento de resisténcia,
derivado do encruamento superficial, e descartado qualquer descarregamento, apresenta incremento

9
ArziAp+ a_r Auj; i=L2 Ap=kAu ;p=-t, ©)
ap Ju’

1

! Equivalente a0 modelo de von Mises na elastoplasticidade.



e também requer o computo das componentes do incremento de deslizamento, Eq. (4)

AT = AL, afc; i=1,2. (10)
ot.

1

Portanto, substituindo as expressdes acima na Eq. (6), resulta, na forma vetorial que

ar A, of,
ou’ ot

AfY :m-(AtV+AQt)—(§—;Ap+ ) (11)

logo, uma vez resolvida a equagdo, o multiplicador relativo de contato resulta

_k,m,Au, +k,m,Au, +h Ap. E_,—ﬁ—fm +ﬁ; . or or
k,+hE ’ TR TR . M T

($ [

AL, = (12)

A avaliagdo desta relagdo fica, no entanto, prejudicada pelo fato de ndo conhecermos as componentes
do vetor unitario tangencial m .Contudo para as tragdes podemos escrever que

t,(0) = t,()+At" =t,(1) -k [AT, — AL m, (1)] = 7 (1) + k,m, ()AL, (13)

onde o preditor t? =t, —k Au, foi utilizado. Ao definir o vetor m” segundo

p 14
m =505 o= e o

¢

substitui¢do na Eq. (13) mostra que

m’t’ =mt_+k mAA, (15)
¢, portanto
tP
m=om’;, o=—F=— (16)
t. +k A,

Dessa forma ®" =1, uma vez que ambos vetores na expressao acima sdo unitarios. E, com isso,
substituicdo das componentes de m” na Eq. (12) permite o célculo do incremento do multiplicador de
contato A, .

3.2 Atualizagao das Variaveis Internas
Uma vez feita a decomposicdo acima, as diversas varidveis podem ser atualizadas.

Atualizado o incremento de deslocamento tangencial relativo, Eq. (10), a Eq. (13) pode ser usada
para atualizar as tragdes, bem como o deslizamento relativo equivalente,

(1) =W () +AT; AU =EAN, (17)



Atualizacdo da resisténcia, em cada forma particular de equagdo de apresentacdo, envolve
atualizar umas quantas variaveis. No caso em que se adota a forma proposta por BAY et. al(1987),

r=s"(u)tanh [ u(G,)p } (18)

s(T;)

que depende de um coeficiente de atrito,
M= + (1, — o)1 -exp(=T3 /T,);  p=[(T) (19)
fungédo de trés variaveis experimentais <[,;l ;u, >; de uma resisténcia de saturagéo,

s =, (s, =, [1—exp(-T /T, s =8"(@) (20)

*

~ . * r ~ ° ~
novamente fun¢éo do conjunto de constantes <s, ;s, ;u_. >; além da pressio p, a atualizagéo pode

s 2

SCr eXpressa comao,

H(T) = p(t) + Ap

‘ 21
AM = huAﬁZ, hu = h}’lO |:1_&:|’ h].io = us ( )

MS uu

de forma que

u(t)+h, AT (22)

T)=
H(T) = pg Hs+hu0AﬁZ

“ 1A . . ~ * .
De forma idéntica, a atualizagdo de s , feita nos mesmos moldes, conduz a

s (1)=s (t)+As"

. s .
As =h.AT; h.=h. {1— (f)} h. = (23)
0 S, BT
de maneira que,
. s’ ()+h AT 24)
(D=8, ——————
s, +h.Au;
Evidentemente,
p(1) =p(H) +Ap (25)

Algoritmo do Modelo

Atualizacéo das tracBes normais




t, (1=t (t)-k Au; Au, =Au-n

Calculo do preditor elastico:

"V (7)=t" (t)+k,Au

Verificacdo da condicéo de dedizamento:
Se

t?(t)<r(t) processo esta emaderéncia
Sendo

t*(1)2r(t) eoprocesso esth em deslizamento.
Calcular AL, e atualizar Au;;Au;
Calcular Au’ eatualizar

wr) e s(1)
Calcular 1(T)
Calcular o fator defator deretorno radial rrf = %)

Calcular
t, =rf*t]) e t, =rrf*t)
Calcular o Jacobiano.
Retornar para o solucionador no principal do programa.

3.3 Mddulo de Linearizacio

O modelo constitutivo apresentado acima requer, para sua implementagdo, que o mddulo de
linearizagdo, definido por
M=0d,t; t=tn+te; Au=Aun+Aue;i=12 (26)

1

seja computado. Para tanto podemos comegar pela Eq. (8) acima,

t=t"+kmAL; t=t(7) (27)
onde,
tr=t +k Au ;t’ =t +k Au;i=1,2 (28)

representam as componentes do vetor t no instante T em termos daquelas no instante t enquanto

t. .
— . — __1
que m=mn+me;; m, =0, m, =— de maneira que

M=9,t" +kAAd, m+kmd, A\ . (29)
A primeira das derivadas indicada acima pode ser efetuada diretamente e resulta ser
K=k n®n+k (I-n®n) (30)

sendo n ®n o produto tensorial dos versores normais ¢ I o tensor unitdrio de ordem 2. Da mesma
forma a segunda derivada acima pode ser escrita como,




aAum:—%[I—n®n+m"®mp] (1)

¢

uma vez que m=m’como mostrado acima. J4 o Ultimo termo da expressdo acima requer

p_
€

. . A r . .
consideragdo do termo de resisténcia uma vez que AA, = ,sendo r=r(W,s ,p). Assim,

0 AN, :m"—LaAur; aAur:ﬁ o +8_r* s +£ I (32)
k, Ol dAu ds dAu dp dAu
Novamente ao efetuarmos as derivacgdes, encontramos,
T =S, . T hu
0 =h,0, AUe;i=12 h, = o (33)
[1-—*Au]
ou
d,S =h.d, Aule;i=1,2 h. :ah—S (34)
-5 AT
[ % ]
aAup = _knn (35)
Ao combinarmos os resultados acima, obtemos para a primeira direcao local,
m - B can
oM, _ 1 kT [ omy | W omy (6)
dAu, 1+LOCC BT aAul‘ u; aAul‘
kt
sendo,
o= D)+ 2 s ¢=20h + 5 (37)
u; u; ou s °
enquanto que para a segunda dire¢do, se obtém de forma semelhante que,
my — L B,LA%,
oM, _ kg w|omp | W [omy G8)
dAu, l_l_kl(xc TR ‘8Au2‘ u; ‘aAuz‘

t
de forma que com o simples adicionar dos resultados acima se obtém a expressao necessaria de M.

4. RESULTADOS

4. 1 Verifica¢ao

Considerando que a magnitude do deslizamento determina a evolu¢ao da resisténcia, foi
realizado um experimento submetendo um bloco a deslocamentos diferentes nas diregdes 1 e 2. Ao
bloco, quadrado, com dimensdes unitérias, ¢ aplicado deslocamento de forma quasi-estatica, no



primeiro passo desde (0;0) até a posicao de coordenadas (2,0; 1,0) e, no segundo passo, retornado a
posicdo de origem. E esperado que as tragdes em 1 e 2 sejam diferentes, uma vez que os
deslocamentos foram diferentes. Como o deslizamento na direcdo 1 € superior ao da dire¢do 2, a
interface deve sofrer um encruamento superior nesta direcdo e, portanto, desenvolver tragdes
maiores em 1.

Os resultados apresentados nas figuras 2 e 3 demonstram estas hipdteses. Podem ser observadas
as magnitudes superiores de tragdo desenvolvidas na dire¢do 1, com relacdo a 2 (aproximadamente
o dobro). Também pode ser verificado o efeito Bauschinger nas duas diregdes.

Modelo Misto
Modelo Misto Movimento em 2
Movimento em 1
= 1 g 0.4 e
g s [oJic 8 S L L P v S ) S
] 05’;3&;.2;.—.‘_.—.4-4«*»:&-1,,,7, - 5 v ;_wﬂ,.._feo:rrji’i,, ,,,,,,F
3 — PSS U S O SR (U S D D DU
§ -0.5 =T - -~ T ~1-1 %_o‘z,,,,,,,,,,r_: -
< S .03
= =
-1 B 406 .8 T 141618 2 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1
Deslocamento (mm) Deslocamento (mm)
Figura 2. Trag¢des na direcao 1 Figura 3. Tragdes na diregao 2
4.2 Aplicacao

A extrusdo, figura 4, ¢ apropriada a simulacdo de uma lei constitutiva de interface porque o
atrito ¢ o principal mecanismo de dissipagdo de energia no processo. Nesse caso um deslocamento
de 6 mm, axial, ¢ aplicado a um cilindro extrusor. Resultados das simulacdes da lei de encruamento
isotropica utilizando 240 elementos axisimétricos de 4 nds para grandes deslocamentos e
deformacdes sdo apresentados. Eles se referem a evolugdo forca de reacdo no sentido axial da
extrusdo (eixo 2 negativo) em relagdo ao deslocamento da peca e utilizaram

<M, =0,33p, =0,577;s, =108;5, =220 >, com h, =0,418h . =44.

Foram simuladas quatro situacdes identificadas pela cor no grafico: com os coeficientes de atrito

w = 0.33 (verde) e u= 0.577 (azul), limites da lei de encruamento (1, e W,). A simulagdo

considerou também parametros diferentes para a resposta normal; em laranja ¢ considerada uma
rigidez normal menor. Modelo 1 = amarelo ; Modelo 2 = laranja
Os resultados experimentais sao apresentados em vermelho.

=

Figura 4. Modelo de Extrusao Figura 5. Reagdes com diferentes leis de Atrito



O encruamento isotrépico modelado através da lei constitutiva tem o efeito de aproximar o
modelo numérico do experimental, comparativamente ao modelo de Coulomb.

5. CONCLUSOES

As solugdes qualitativas obtidas pelo modelo estdo em acordo com o esperado. Com a lei de atrito
isotropica ¢ possivel captar os efeitos de encruamento com o deslizamento, e estes sdo insensiveis a
movimentos ciclicos. O surgimento de um efeito Bauschinger na transi¢ao do sentido do movimento,
efeito este verificado através de resultados experimentais disponiveis na literatura, ndo aparece aqui.

Nesta linha de pesquisa surgem varias oportunidades de continuidade, entre outras: consideragao
dos efeitos de temperatura e velocidade nas leis constitutivas; ado¢do de fungdes lineares e / ou nao
lineares para a rigidez tangencial; o efeito de encruamento cinematico poderia ser representado por
uma fungdo nio linear.

Uma necessidade imediata para a continuidade destas pesquisas se refere a realizagao de
experimentos mais adequados, com o objetivo especifico de estudar os efeitos modelados pelas
formulagdes constitutivas desenvolvidas e implementadas neste trabalho.
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Abstract: A contact constitutive formulation embodying adherence/dlip in a isotropic fashion developed by Anand, is
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