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Resumo. No Brasil, hd poucos anos atrds, surgiu uma importantissima drea dentro da engenharia:
a mecatronica, que faz a fusdo de conhecimentos de engenharia elétrica e eletronica aos
conhecimentos da engenharia mecdnica. Com o surgimento desta nova e promissora drea da
engenharia, torna-se necessario a esse profissional o dominio da teoria de controle, o que
possibilita a modelagem matemadtica para os diversos sistemas mecdnicos bem como o projeto do
sistema de controle para os mesmos e uma razodvel base de eletronica para permitir a
implementagdo de controladores para os diferentes sistemas mecdnicos. Os conhecimentos de
controle e eletronica sdo abordados nesse trabalho de cunho didatico, mas de grande
complexidade, através do projeto de um sistema de controle para um péndulo invertido. Este artigo
apresenta a modelagem matematica bem como o procedimento de projeto e implementagdo fisica
do controle em malha fechada utilizado no prototipo.
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1. INTRODUCAO:

O péndulo invertido ¢ um equipamento cldssico, ndo s para o ensino, mas também para o teste
de técnicas de controle aplicadas a sistemas mecanicos.

Consiste em uma haste com uma massa na sua extremidade superior e conectada através de uma
rétula na sua outra extremidade a um carrinho, que anda sobre trilhos paralelos entre si. Tem-se
assim um sistema de dois graus de liberdade sendo um o deslocamento horizontal do carrinho e o
outro o deslocamento angular da haste no plano vertical. Trata-se, desse modo, de um sistema
instavel, ja que o péndulo tende a cair por influéncia da gravidade. Entretanto, este sistema pode ser
estabilizado aplicando-se uma forga horizontal ao carrinho, fazendo a haste ficar na vertical. Para se
conseguir isto, a posicdo do péndulo ¢ monitorada através de um sensor e o controlador atua
ajustando a tensdo elétrica fornecida a um motor, que ao variar o seu torque faz com que varie
também a forca horizontal atuante sobre o carrinho.

Foi construido um protétipo de um péndulo invertido, onde o deslocamento horizontal do
carrinho ¢ realizado através de um sistema de polias, das quais uma ¢ acionada por um motor CC,
conforme apresentado na Fig. 1. O controlador foi implementado através de circuitos de eletronica
analdgica, utilizando-se um sensor Otico para determinar a posi¢ao angular da haste e fechar, desta
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forma, a malha de controle. Neste trabalho ¢ descrito o projeto, a montagem e os resultados
alcancados com o controlador. Mas antes ¢ apresentado um levantamento bibliografico sobre o
assunto.

Figura 1. Protétipo do péndulo invertido
2. LEVANTAMENTO BIBLIOGRAFICO:

Tem-se, inicialmente, o trabalho de Jiangiang et al. (2002), que utilizaram um péndulo invertido
duplo em paralelo, conforme esquematizado na Fig. (2), para testar a eficiéncia de um novo
controlador fuzzy desenvolvido por eles. O controlador possui 6 itens de entrada e um item de saida,
sendo baseado, no entanto, na regra de modulos de uma entrada (SIRM). Cada item de entrada ¢
relacionado com uma SIRM e um grau de importancia dindmica. Este controlador é capaz de
executar trés controles em paralelo: um controle para o deslocamento linear do carro, um segundo
controle para o deslocamento angular do péndulo menor e um terceiro controle para o deslocamento
angular do péndulo maior. Neste trabalho foram realizadas simula¢des para comprovar que este
controle estabiliza o sistema.

Por sua vez, Awtar et al. (2002), para a parte aplicada de um curso de mecatronica,
desenvolveram duas variagdes do tema: um péndulo rotativo e um péndulo dirigido por um brago,
também mostrados na Fig. (2), para os quais obtiveram a modelagem matematica, o projeto do
controlador e a implementacao do sistema de controle.

Figura 2. esq.: Péndulo duplo em paralelo (Jianqiang et al.,2002);
centro e dir.: Variagdes de Péndulos (Awtar et al., 2002)



Na primeira configuragdo, tem-se um brago no plano horizontal que é conectado a um motor que
o faz girar no plano horizontal, o que faz com que o péndulo que esta conectado a este braco possa
girar livremente em um plano vertical. J& na segunda configuragdo, o brago ¢ o péndulo estdo
ambos em um plano vertical, sendo que o brago estd conectado a um motor. Desse modo, quando o
motor gira, o brago ¢ o péndulo que esta conectado a ele t€ém liberdade para girar ao longo de um
plano vertical.

Ja Bucklaew e Liu (2001) examinaram a vibragdo de um sistema fisico quando ele era excitado
através do movimento de sua base, sendo este movimento manipulado por um controlador simples
do tipo derivativo (PD). O objetivo deste trabalho era controlar a vibracdo de um sistema fisico
quando este era excitado. O sistema fisico a ser controlado, isto €, a planta, foi modelado como um
péndulo invertido. Como pode ser observado na Fig. (3-esq.), o problema foi modelado como um
péndulo invertido duplo, sendo o sistema fisico representado pela haste superior e a excitacdo do
sistema fisico representada pelo deslocamento angular da haste inferior.

Granata e Wilson (2001) desenvolveram um modelo biomecanico para avaliar a influéncia da
postura na estabilidade da espinha do corpo humano. Este modelo, que aborda a espinha humana
como um péndulo invertido duplo, como mostrado na Fig. (3-dir.), foi utilizado para determinar o
carregamento ¢ a estabilidade da espinha. A entrada do modelo inclui a postura do tronco e uma
massa suspensa pelo corpo, ja a saida inclui os musculos necessarios para garantir a estabilidade da
espinha e o carregamento da espinha.

Figura 3. esq.:Péndulo invertido duplo (Bucklaew e Liu, 2001)
dir.: Modelo da espinha (Granata e Wilson, 2001)

Tong e Li (2002) desenvolveram um controlador fuzzy para sistemas ndo-lineares onde ha
presenga de incertezas e variaveis de estado que ndo sdo passiveis de medi¢do. Para se testar a
eficiéncia do controlador fuzzy foram realizadas simulagdes numéricas utilizando um péndulo
invertido simples, equivalente ao da Fig. (1). Schaocheng e Li (2001) também utilizaram um
péndulo invertido simples para avaliar a eficacia de um controlador fuzzy para sistemas nao-lineares
com incertezas parametrizadas. O péndulo invertido simples foi ainda utilizado por Yubazaki
(2002) para testar um controlador fuzzy baseado nas regras de modulos de uma entrada (SIRMs).
Este controlador que era composto de 4 entradas tinha a capacidade de controlar simultaneamente o
deslocamento angular da haste e o deslocamento angular do carrinho.

Por sua vez, Wu et al. (2002) utilizaram um péndulo também excitado pela base para testar um
controlador baseado em redes neurais. Este péndulo, no entanto, possuia dois graus de liberdade
rotacionais e 3 graus de liberdade de translagdo. O algoritmo de controle testado possuia um
conjunto de redes neurais que era capaz de compensar as nao-linearidades do sistema.

Spong et al. (2001) desenvolveram um prototipo de péndulo invertido, denominado reaction
wheel pendulum , que consiste de um péndulo com uma roétula, conforme mostrado na Fig. (4-esq.).
Assim como outros, eles utilizaram o prototipo para avaliar o desempenho do algoritmo de controle.



Yavin (1999) desenvolveu um prototipo de um péndulo invertido rotacional, mostrado na Fig.
(4-dir.), com o objetivo de realizar uma modelagem matematica para o sistema e posteriormente
encontrar uma lei de controle que estabilize o0 movimento do péndulo no plano vertical. O prototipo
consiste de um brago giratério no plano horizontal, que ¢ ligado perpendicularmente a um eixo de
motor em uma de suas extremidade e na extremidade oposta ¢ montada uma roétula a qual esta
fixado um péndulo. Desse modo, quando o motor ¢ ligado, o brago horizontal gira num plano
horizontal fazendo com que o péndulo gire em torno do eixo deste brago horizontal.

Irverted pendulum

rotaiing arm

Figura 4. esq.: Péndulo de Roda de Reagdo (Spong et al., 2001)
dir.: Péndulo Invertido Rotacional (Yavin, 1999)

Cheng et al. (2002) utilizaram um péndulo invertido duplo com o objetivo de projetar um
controlador que tivesse alta precisdo e alta resolugdo. Para tanto, foi desenvolvido um controlador
do tipo fuzzy, utilizando um computador para estabilizar o péndulo duplo ao longo de um plano
vertical. Na Fig. (5) ¢ apresentado um esquema do sistema de controle.
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Figura 5. Sistema de controle de um péndulo duplo (Cheng et al., 2002)

Voltando ao péndulo invertido simples, ele foi utilizado por Chang et al. (2002), para testar um
controlador do tipo integrativo derivativo (PID) auto-ajustavel, e por Xiong e Litz (2002), para
avaliar um controlador que se baseia em algoritmos genéticos.

Tem-se assim que um levantamento bibliografico, ndo-exaustivo, aponta 13 exemplos de
aplicagdes de péndulo, dos quais cinco utilizando o péndulo invertido simples e o restante,
variacoes deste. Algumas aplicagdes apresentadas tém finalidade didatica, outras de representacdo e
modelagem de sistemas que se comportam de maneira similar, mas, em geral, sdo de avaliagdo de
desempenho de diferentes técnicas de controle.



3. MODELAGEM MATEMATICA

A modelagem do péndulo invertido é encontrada em livros textos de teoria de controle, tais
como os de Ogata (1990) e Bélanger (1995). Para o prototipo em questdo, ela ¢ apresentada por
Oliveira et al. (2002). Tem-se as Eq. (1), que descrevem a dindmica do sistema mecanico, as Eq.
(2), responsaveis pela descri¢ao da resposta do motor C.C., e as Egs. (3), que correlacionam os dois
conjuntos de equagdes entre si:
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Onde
M - massa do carrinho m - massa na extremidade da haste
X - deslocamento do carrinho 0 - deslocamento angular da haste
1 - comprimento da haste F - forga aplicada ao carrinho
g - aceleracdo da gravidade N - razdo de redugdo da caixa
i - corrente elétrica passando pelo motor v - tensdo elétrica aplicada ao motor
k. - constante da FCEM do motor ki - constante de torque do motor
R - resisténcia da armadura do motor L, - indutancia da armadura do motor
0. - angulo de rotagdo do eixo de saida da caixa de reducao
T, - torque util fornecido pelo conjunto motor - caixa de reducao
Je - momento de inércia polar efetivo em relagdo ao eixo de saida da caixa.
r - raio da polia fixada no eixo de saida da caixa de reducdo

Juntando-se as equacdes (1), (2) e (3), obtém-se o modelo ndo linear da planta, dadas pelas
Eq.(4), e linearizando-as em torno da posi¢ao de equilibrio, pode-se obter as equacdes de estado
para o modelo linear da planta, Eq. (5):
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4. PROJETO DE CONTROLE:

4.1. Implementac¢io do Controlador:

A partir das equagdes de estado, Eq. (5), e da sele¢do do motor adequado, determina-se a fungao
de transferéncia da planta, Gy(s), dada pela Eq. (6), a qual possui cinco polos (-420; -211; -23; 0;
23) e quatro zeros (-2,73x10°; 2,73x10" e dois zeros na origem):

—9,095x10 ®s* —2,328x107"%s* + 6,803x10*s* —2,235x10"s
Gp(s): 5 4 4 3 5 2 7
s®+631,2s* +8,814x10*s* —3,42x10°s* —4,804x10"s

(6)

Em seguida, foi necessario desenvolver outra fun¢do de transferéncia para o controlador, pois a
apresentada em Oliveira et al. (2002) ndo estava apresentando os resultados esperados. Assim, para
estabilizar o sistema foram adicionados trés po6los (dois na origem ¢ um em —1000) e trés zeros: -5;
-25 para anular o efeito do polo em —23 da planta e —212 para anular o efeito do pdlo em 211 da
planta. Foi escolhido um ganho critico, k., de 609, o que fornece um sistema de fase ndo-minima
com um zero no semiplano direito do plano s. A partir dos podlos e zeros adicionados para estabilizar
o sistema e do ganho critico selecionado, chegou-se a fungdo de transferéncia para o controlador,
G.(s), dada pela Eq. (7):

G(5)- 609 - (s + 25)(s + 212)(s + 5)

s (s +1000) @)

A funcdo de transferéncia para o controlador, Eq. (7), pode ser reproduzida fisicamente através
de um circuito baseado em amplificadores operacionais. Depois de obtidas as funcdes de
transferéncia para varios filtros, foi realizada uma combinagdo de 4 filtros em série, de modo que
multiplicando-as em cascata, fornecessem um numero de polos e zeros igual ao da fungdo de
transferéncia do controlador (trés zeros e trés polos, sendo dois zeros na origem). O diagrama deste
circuito € apresentado na Fig. (6):
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Figura 6. Diagrama do circuito eletronico do controlador
4.2. Implementacio do Sensor Otico

Para o sensoriamento da posi¢ao da haste, decidiu-se utilizar um sistema 6tico composto de um
par de dispositivos fotoelétricos, onde um LED infravermelho funciona como fonte luminosa, cuja
intensidade pode ser considerada constante. Pode-se também considerar que a corrente no coletor
do foto-transistor serd proporcional a intensidade de luz incidente sobre ele. Foi confeccionado o
anteparo para o sensor 6tico com as dimensdes mostradas na Fig.(7-esq.), utilizando uma chapa de
aluminio de 2mm de espessura.

As dimensdes deste anteparo foram definidas de modo a garantir que quando o péndulo
estivesse na vertical, a metade da area do foto-transistor estaria iluminada. Para evitar o
escorregamento do anteparo ao longo da extensdo do eixo do péndulo foram também
confeccionados dois pequenos cilindros que continham um furo com didmetro de 6,3mm e outro
furo perpendicular a este, para a entrada de parafusos. Os cilindros foram montados no eixo
anteriormente mencionado de modo a prender o anteparo do sensor, evitando assim seu
deslizamento ao longo do eixo. Os parafusos utilizados aqui tinham como objetivo uma melhor
fixacdo dos cilindros no eixo.

Terminada a etapa de constru¢do do sensor Otico, passou-se para a definicdo do circuito
eletronico do mesmo. Depois de alguns testes em laboratorio, definiu-se o circuito eletronico que ¢
mostrado na Fig.(7-dir.):
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Figura 7. esq.: Anteparo para o sensor. dir.: Circuito eletronico do sensor

Observando a figura, pode-se notar que duas resisténcias em paralelo de 4,7k estdo em série com
o LED. E em série com o foto-transistor receptor estdo uma resisténcia de 22k e um potenciometro
de 10k. Este potenciometro ¢ utilizado com o objetivo de se ajustar a tensao no coletor quando o
péndulo estd na vertical, isto ¢, garantir uma tensdo de 7,5v para esta posi¢do, haja visto que o
conjunto ¢ alimentado por uma tensao de 15v.



Depois de definido e montado o circuito eletronico do sensor, passou-se a etapa de levantamento
da curva do sensor, isto ¢, a curva tensdo no coletor versus deslocamento angular do péndulo, que
fornece o ganho do sensor. Para a obten¢do desta curva foram utilizados um transferidor, para o
registro da posi¢do angular, e um multimetro, para a medi¢cdo da tensdo elétrica no coletor. Antes de
iniciar as medig¢des, calibrou-se o sensor 6tico, isto €, com o péndulo na posi¢ao vertical, calibrou-
se o anteparo de modo que o multimetro registrasse 7,5v nesta situagcdo. Terminada a calibracao,
foram realizadas 21 medi¢des de diferentes angulos para o péndulo variando de —10 a 10 graus.
Para cada valor destes deslocamentos angulares foram realizadas trés diferentes medidas de tensdes
registradas no coletor. Com isso, obteve-se o grafico da curva do sensor, que ¢ mostrada na Fig.(8).
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Figura 8. Curva de resposta do sensor

Para o trecho linear da curva acima plotada, que estd compreendido entre —3 e 3 graus,
verificou-se que o coeficiente angular da curva era igual a 2,129 V/grau. Este valor fornece o ganho
do sensor, isto €, a relagdo entre a tensao do coletor e o deslocamento angular da haste.

Por fim, o diagrama de blocos da malha fechada ¢ ilustrado na Fig.(9):
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Figura 9. Malha fechada



5. CONCLUSOES:

Foi montado um prototipo de um péndulo invertido simples, controlado analogicamente. Esta
forma de controle, apesar de eficiente, apresenta uma limitagdo caracteristica de sua simplicidade,
pois o registro dos sinais de entrada e da resposta precisa ser implementado a parte. Presentemente,
se estd considerando a aquisi¢do desses sinais para permitir a identificacdo experimental das
caracteristicas da planta.

Um levantamento bibliografico, realizado concomitantemente, mostrou que o dispositivo, seja
na sua forma original, seja de uma forma modificada, ¢ extensivamente utilizado. Algumas
aplicagdes encontradas tém finalidade didatica, outras de representacdo ¢ modelagem de sistemas
que se comportam de maneira similar, mas, em geral, sdo de avaliacdo de desempenho de diferentes
técnicas de controle.
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Abstract. In Brazil, few years ago, appeared a very important area inside of engineering: the
mechatronics, which merges the knowledge of electric and electronic engineering with the
knowledge of engineering mechanics. With the appearance of this new and promising area of
engineering, it becomes necessary for this new professional to have the domain of the control
theory, that makes possible the mathematical modeling of several mechanical systems as well as the
design of the control system for same and a reasonable base of electronics to allow the
implementation of controllers for the different mechanical systems. The knowledge of control and
electronics are dealt with in this work through the design of a control system for an inverted
pendulum. This article presents the mathematical modeling as well as the design procedure and
physical implementation of the closed loop control used on the prototype.

Keywords. inverted pendulum, mechanical systems control, optical sensor.
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