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Resumo. No presente trabalho um estudo teorico da convecgado forcada transiente em um canal de
placas planas paralelas é apresentado. E feita uma formulacdo geral da convec¢do for¢ada
transiente para um escoamento completamente desenvolvido e em desenvolvimento térmico, com o
uso de uma fun¢do temporal periodica na condi¢do de entrada e uma condigdo de contorno do 3°
tipo na parede. A Técnica da Expansdo em Autofungoes é usada para encontrar uma solugdo
completa do problema. O codigo computacional desenvolvido permite uma andlise apurada para

diferentes tempos.
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1. INTRODUCAO

O estudo dos fenomenos relativos a transferéncia de calor na conveccao for¢ada interna tem
sido realizado essencialmente, para atender a uma necessidade pratica, uma vez que a maioria das
solugdes encontradas para este tipo de fenomeno, notadamente, na regido de entrada térmica e
desenvolvimento simultdneo do fluido, pode ser util no projeto de dispositivos térmicos de melhor
desempenho. Portanto, componentes eletronicos, condensadores, evaporadores, trocadores de calor,
entre outros, sdo exemplos da possivel utilizacdo. Mais ainda, com a crescente miniaturizagdo e a
necessidade de otimizacao desses equipamentos, tem se tornado uma necessidade mundial. Assim, a
motivacdo do estudo deixa de ser um exercicio puramente académico, devido a sua importancia
pratica nas diversas areas da engenharia, tais como, na engenharia nuclear, espacial, controle
automatico e transporte envolvendo reagdes quimicas.

Um outro fator importante neste estudo é a crescente busca de solugdes exatas e de
referencia para problemas de engenharia, cada vez mais complexos em intervalos de tempo curtos.
Por esta razdo, a abordagem tedrica vem ganhando espaco sobre a experimentagdo ¢ aos métodos
analiticos tradicionais. Isto ocorre, primeiro porque a experimentacdo ¢ geralmente demorada, alem
do fato de ser muito dispendiosa, pois para cada experi€ncia tem-se novos gastos tais como a
utilizacdo e afericdo de novos equipamentos para adaptacdo da nova situacdo no problema em
analise; segundo porque os métodos analiticos tradicionais apresentam certas limitagdes, onde as
dificuldades matematicas sdo reduzidas através de simplificagdes, que por vezes tornam os modelos
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muito distantes da realidade fisica, possuindo assim utilidade do ponto de vista académico ou
didatico, mas raramente de aplicagdo pratica. Por ultimo, com o desenvolvimento dos computadores
digitais com velocidades de processamento cada vez maiores, tem-se avangado bastante na
simulagdo de problemas em mecanica dos fluidos e transferéncia de calor, minimizando o tempo de
trabalho e possibilitando assim um menor custo.

Utilizou-se a Expansdo em Autofunc¢des Boyce e Di Prima(1988), que ¢ um método de facil
manuseio, que pode apresentar solugdes completamente analiticas, ou para casos de maior
complexidade apresenta solucdes hibridas, analitico-numéricas, onde se tem um controle
preestabelecido sobre o erro. A idéia basica consiste na transformagdo de um sistema de equacdes
diferenciais parciais em um sistema de equagdes diferenciais ordindrias ou um sistema linear,
através da eliminagdo de dependéncias direcionais, com a vantagem de produzir uma solugdo mais
econdmica em relacdo aos métodos numéricos, alem de ndo necessitar da geragdo de malha.

O presente trabalho pode ser inserido no contexto dos problemas de convecgdo forcada
transiente, sendo considerado uma extensdo dos trabalhos realizados por Cheroto(1998),
Cavalcante(2000) e outros; na resolucao da equagdo da energia com condicao de entrada periddica e
considerando condic¢do de contorno do terceiro tipo.

2. FORMULACAO DO PROBLEMA

O problema fisico considerado consiste de um escoamento laminar hidrodinamicamente
desenvolvido no interior de um duto de placas planas paralelas, submetido a convecgdo forcada,
com entrada térmica periddica, como ilustrado na Fig. (1). O sistema em estudo € constituido por
um canal de placas paralelas infinitas na largura, de comprimento L, no interior do qual escoa um
fluido newtoniano. O sistema assim definido esta inicialmente em equilibrio térmico a uma
temperatura T. E entdo provocada uma perturbagéo na temperatura de entrada do fluido, sendo essa
perturbacdo uma funcdo generalizada do tipo G(t), tendo como distribui¢dao ao longo da entrada
uma fun¢do F(y). O sistema possui uma condi¢do de contorno com convecgdo na parede do canal.
As paredes sdo solidas e impermedveis. O escoamento ocorre na direcdo x, sendo simétrico em
relagdo a y, conforme esta representada na Fig. (1). O fluido em estudo ¢ considerado
incompressivel, com propriedades constantes, desprezam-se os efeitos da dissipagdo viscosa, € a
variagdo temporal temperatura de entrada ¢ do tipo periddica.

D=hﬂ_*_m+kar‘[x‘:&,f‘j
¥
b
: . EIT‘[x‘,EI,f‘:I=D I L
0 it ap

T+ Fip*)denlms)

Figura 1. Representagao Esquematica do Problema.

Para o problema proposto sdo considerados os seguintes grupos adimensionais:
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Com a utilizag@o dos grupos adimensionais, o problema pode ser representado pela equacdo
da energia, e suas condi¢des de contorno e de entrada como:
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Segundo Cavalcante(2000), o perfil de velocidade adimensional ¢ dado por:

3 ) .
u(y) = 5 (1—y”) para o escoamento com perfil desenvolvido; (1.2.g)

3. METODOLOGIA DE SOLUCAO

3.1 Problema de Autovalor na Direcio y

Como primeiro passo para resolver o problema Egs. (2.1.a-e), usando a Expansdo em
Autofuncgdes, define-se um problema de autovalor, na direcdo y :

ddy—”z(y)+BfYn(y)=0 (2.1.2)
Y
a,(0) =0 (2.1.b)
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Onde as autofung¢des sao dadas por:

Y,(y)=cos(B,y)

Os autovalores sao obtidos da solu¢do da equagao transcendental:

=B, Tan(P,)

A norma ¢ dada por:

1~ 2 Bi’ +B’ + Bi
NY =\|Y = -
=Y, (v)dy 2B B

Logo a Autofuncao Normalizada torna-se:

Y (y)=7,(y)/NY,)”

Obedecendo a propriedade de ortogonalidade:
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3.2 Par Transformada-Inversa
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Escrevendo a fungdo O(x, y,t) como uma expansdo que tem como base as

autofuncdes oriundas do problema de autovalor Egs. (2.1a-c) e observando a propriedade de

ortogonalidade Eq. (2.1.h) temos:

0,(x,0)=[Y, (yP(x,y.t)dy TRANSFORMADA

0(x,y,1)= i Y (yP (x,£)  INVERSA

n=1

3.3 Transformacio do Problema na Direcao y

Operando a Eq. (1.1a) com o operador J.OIZ ( y )dy , tem-se:
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Aplicando-se a equagdo da Inversa Eq. (3.1.b) em cada termo, e utilizando a propriedade de
ortogonalidade Eq. (2.1.h) tem-se:

Q 00 ( t) i/ﬂ MZ_B;Q(XJ) (4.1.a)
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Aplicando o operador J.OYn (y)dy na condigdo inicial, e de contornos, tem-se :

0,(x.0)=[Y (»0(x,y.0)dy =0 (4.1b)
jY F(y)Sen(27t t)dy Sen 2m.t IY F(y)dy (4.1.0)
0 (0,£)=0 (4.1.d)

Onde o termo Al € dado por : j Y y)u( ) . (y)dy

3.4 Problema de Autovalor na Direcio t

Define-se um problema de autovalor para a variavel t, tem-se:

d’X,(t)

e +24;X,()=0 (5.1.2)

As condi¢des de contorno sdo homogéneas, para o instante inicial, t=0 e para o fim do ciclo
de oscilacao da temperatura, ou seja, um periodo completo, t=1 , o que pode ser observado da Eq.
(1.2.c). Assim tem-se:

X,(0)=0 (5.1.b)
X 1)=0 (5.1.c)
Este problema auxiliar tem como autofuncao:

X,(t)=Sen(),t) (5.1.d)

E os autovalores, A , » S0 encontradas pela equagdo transcendental:

Sen(),t)=0 (5.1.¢)
COmao.
A =In (5.1.9)

A norma ¢ dada por:
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As autofung¢des normalizadas:
X,(t)=X,(t)/ Nx " (5.1.h)
E a propriedade de ortogonalidade ¢:
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3.5 Par Transformada-Inversa

Escrevendo a fungdo 0 . (x

) como uma expansdo que tem como base as autofuncdes
oriundas do problema de autovalor na direcdo t, e observando a propriedade de ortogonalidade
tem-se:

TRANSFORMADA (6.1.a)

INVERSA (6.1.b)

3.6 Transformac¢ao do Problema na Direcio t

1~
Operando a Eq. (4.1a) com o operador IOX . (tﬁt , tem-se:
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Aplicando-se a equagdo da Inversa Eq. (6.1.b) em cada termo, e utilizando a propriedade de
ortogonalidade Eq. (5.1.1), o problema fica transformado no sistema diferencial ordinério

(7.1.a)
(B1) (C1)
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E operando a condi¢do de entrada (4.1.c) com _[ X )dt :

0.(0)=[X, (0, (0.0)dt = [ X, (¢)Sen(2m.1)[ Y, (v)F (y)dydt (7.1.b)
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Onde o termo B1y; ¢ dado por : J.Ol )N(l (t) dt

3.7 Reordenamento das Expansoes

Com o objetivo de reduzir os esfor¢os computacionais, € assim otimizar o co6digo
computacional, reduz-se os somatdrios duplos das expansdes a um somatdrio simples, através de
um processo de pré-selecdo dos termos das expansdes, a partir do ordenamento dos autovalores
originais Gondim(1997).

Esta reducdo gera um agrupamento de dois indices em um, de acordo com esquema
apresentado a seguir, referenciando-se a ligacao destes indices com os autovalores e as respectivas
diregdes de transformagdo. Desta forma, tem-se:

(x)—> ezi (x) (8.1.2)

0,,(x) >0 (x) (8.1.b)
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4. SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIO

gim”{g a(x)+ nZtAlnm Bu(x) _ B0, (x) (9.1.a)
21 o m=1 ox
6: IX Sen 2n t IY F(y)dydt (9.1.b)

O sistema de equagdes ¢ truncado em um numero de termos, necessarios para a

convergéncia desejada, e numericamente solucionado. O que fornecera 0, (x)
4.1 Recuperacio da Temperatura Original

Para a recuperacdo da temperatura original, aplica-se a Eq. (6.1.b) na Eq. (3.1.b) e fazendo as
consideracdes de redugdo a um somatério tem-se:

~

0(x, y,1)= 2?()f(ﬁ() (10)



5. RESULTADOS E DISCUSSAO

Com o intuito de avaliar, a presente solugdo ¢ testada através da convergéncia, € comparada
com resultados apresentados por Cheroto (1998). Os resultados sdao mostrados na Tab. (1), que

representa a convergéncia da solugdo via Expansao em Autofungdes.

Tabela 1. Comparacao da temperatura ao longo da linha central entre o presente trabalho
e Cheroto (1998), para: Bi=10" ,Q=0.06491 ¢ F(y) = I-y’ ,t=24.1996, y=0.

X 5 termos|10 termos|15 termos| 20 termos |22 termos|24 termos| Cheroto(1998)
0.01 [0.986426| 0.986861 | 0.986449 | 0.98645 | 0.98661 | 0.98661 0.9866

0.1 ]0.856058|0.856243 | 0.856185 | 0.856199 |0.856219 | 0.856219 0.8562
0.5 ]0.405441| 0.405356 | 0.405403 | 0.40558 | 0.40559 | 0.40559 0.4056

1 0.157868| 0.157646 | 0.157754 | 0.158034 | 0.158037 | 0.158037 0.1580

Na Tabela (1) verifica-se que a Técnica utilizada neste trabalho obteve uma boa eficiéncia na
solucdo do escoamento em desenvolvimento térmico, obtendo-se também uma excelente
concordancia com os resultados obtidos por Cheroto(1998), onde os resultados sdo validos para
tempos longos. A Figura (2) mostra a comparagdo do comportamento da temperatura ao longo da
linha central entre o caso tedrico e caso pratico apresentado por Li e Kakag(1990).
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Figura 2. Comparagdo da Temperatura ao Longo da Linha Central do Canal Entre o Presente
Trabalho e o Experimental Apresentado por Li e Kakag(1990) t=0.25 , Bi= 10" ,Q=0.01,
F(y)=1-", Re=430, Pr=0.7, y=0.



6. CONCLUSAO

O procedimento aqui desenvolvido mostrou ser util no estudo da entrada térmica em um canal
de placas planas paralelas submetido a uma variagao senoidal na temperatura de entrada A Solugao
encontrada neste trabalho foi totalmente obtida com o uso da Técnica da Expansdo em
Autofungdes, que apresentou um facil manuseio matematico e um custo computacional pequeno,
inclusive, o esfor¢o no desenvolvimento de cddigos computacionais foi bastante simplificado.
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Abstract: In the present work, a theoretical study of unsteady forced convection between parallel
plates channels is presented. It is made a general formulation of the convection forced transient in
a completely developed flow and in thermal development, with the use of a periodic temporary
function in the entrance condition and boundary layer that presents convection in the walls. The
Expansion in Eigenfunctions Technique is used to find a complete solution of the problem. The
developed computational code allows a detailed analysis for different times.
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