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Resumo. Apresenta-se neste trabalho a solugcdo de problemas difusivos transientes em dominios
representados por cilindros com se¢do transversal de geometria eliptica e retangular submetidos a
condigoes de contorno de primeiro tipo. Para a formulagdo do problema foram considerados meios
difusivos com propriedades termofisicas constantes e com distribui¢cdo de temperatura inicial
uniforme. Com respeito ao caso particular de difusdo em dominios de geometria eliptica procedeu-
se uma transforma¢do adequada do sistema de coordenadas para facilitar a aplicagcdo das
condig¢oes de contorno. Para a obten¢do de solu¢do a Técnica da Transformada Integral
Generalizada foi aplicada sobre a equagdo da energia para cada um dos problemas propostos. A
distribui¢do de temperatura e os parametros fisicos de interesse foram, entdo, determinados para
diversas razoes de aspecto dos cilindros de secdo eliptica e retangular e depois comparados com
resultados disponiveis na literatura.

Palavras-Chaves: Difusdo de calor, condu¢do em regime transiente, transformada integral,
geometria retangular, geometria eliptica.

1. INTRODUCAO

A resolucéo de problemas difusivos e difusivos-convectivos sempre representou um desafio para
a engenharia, uma vez que, as equacles diferenciais fundamentais que regem os principios de
conservacao sdo, em regra, de natureza mais complexa. Durante muito tempo, técnicas analiticas
classicas foram aplicadas com sucesso somente em problemas que apresentavam estruturas
matematicas mais simples. Mas, diante da necessidade de se obter solu¢cbes mais precisas para
modelos fisicos mais realisticos era imperativo que o desenvolvimento e o aperfeicoamento de
novas metodologias pudessem contemplar, por exemplo, o acoplamento entre as equacOes de
conservacdo, a ndo linearidade das relagOes constitutivas, processos com mudanca de fase, a
presenca de contornos com geometria ndo regular, problemas com fronteiras méveis, condicdes de
contorno ndo lineares, etc. Com a evolugdo de equipamentos e ferramentas computacionais, foram
criadas, entdo, as condicbes para que diversas técnicas numéricas fossem intensamente
desenvolvidas e permitissem a obtencdo de solugbes mais precisas para problemas que
apresentassem estruturas mais complexas nas diversas areas de conhecimento da engenharia,
inclusive na area de transferéncia de calor e massa.

Recentemente, tem sido observado que a aplicacdo de técnicas hibridas analitico-numéricas vem
ganhando destaque em varias areas de interesse da engenharia, por garantirem maior confiabilidade
dos resultados a um menor custo computacional. A Tecnica da Transformada Integral
Generalizada - TTIG (Cotta, 1998), em particular, € uma ferramenta com estas caracteristicas e vem
demonstrando ser poderosa para a solugdo de problemas de transferéncia de calor e massa 0s quais,
geralmente, ndo possuem solucdo pelas técnicas analiticas classicas. No que diz respeito a processos
puramente difusivos a TTIG vem sendo aplicada com sucesso em varios problemas tais como
aqueles que apresentam dominios de geometria irregular ou ndo convencional (Aparecido et al.,
1989), (Cotta & Ramos, 1998), (Maia et al., 2001) e (Maia et al., 2003), problemas difusivos
tridimensionais e ndo-lineares (Mikhailov & Cotta, 1996), (Serfaty, 1997), problemas com



condicBes de contorno variaveis no espago (Cotta & Ozisik, 1986), problemas difusivos que
envolvem movimento de fronteiras (Diniz et al., 1996) e (Diniz et al., 1999), entre outros.

Assim, dando continuidade a esta linha de trabalhos, a TTIG serd utilizada para a obtencdo de
solucdo de problemas difusivos transientes em dominios multidimensionais que caracterizam
cilindros de secdo transversal de geometria eliptica e retangular. Serdo considerados para a
formulacdo dos problemas propostos meios difusivos com propriedades termofisicas constantes,
perfil de temperatura inicial uniforme e condi¢cbes de temperatura prescrita no contorno. Nota-se
que para o cilindro de secdo retangular ainda é possivel obter solucdo pelas técnicas classicas
analiticas, a qual serd utilizado para a convalidacdo da técnica. Porém, no que diz respeito ao
cilindro de secéo eliptica, hd uma dificuldade tipica para a obtencdo de solucdo analitica devido a
impossibilidade da separacdo de variaveis. Para este caso serd aplicada uma mudanca de variaveis
adequada para facilitar a aplicacdo das condi¢cdes de contorno antes da aplicacdo da TTIG. Neste
contexto, a distribuicdo de temperatura e os pardmetros fisicos de interesse serdo, entdo,
determinados para diversas razdes de aspecto dos cilindros de secdo eliptica e retangulares e
comparados com outros resultados disponiveis na literatura.

2. ANALISE

Para o problema proposto, sera estabelecido um meio difusivo isotrdpico, sem fontes e com
propriedades termofisicas constantes com a temperatura. A analise sera feita admitindo-se, ainda,
uma distribuicdo de temperatura inicial uniforme em todo o dominio. Neste modelo, a equacdo da
difusdo em meios cilindricos com secdo de dominio Q e contorno I, € dada por:

0.07(x, 1) = éw, {(xy)Or, t>0}, (1a)
T(x.y.0)=7,, {y)Or >0}, (1b)
T(xy0)=17,, {xyDa}. (1c)

onde, 7, representa a condigao de temperatura prescrita no contorno e 7, representa a condigdo de
temperatura inicial uniforme no dominio. A Eq. (1) pode ser reescrita na forma como segue:

_06(x,v,1)

DZH(X,Y,T)——G , {xy)oQ r>0}, (2a)
T

6(x,vr)=6,=0, {(xY)Or, >0}, (2b)

o(x.v0)=6=1, {(xy0@}, (2¢)
com

X=x/L,. Y=y/L,, 1=ta/L,, (2d.e,f)

_T(x,Y,1)-T,
H(X,Y,T)—T. (zg)

O parémetro L, representa um comprimento de referéncia que é aqui definido como:

ref
L. =24, /Per (3
onde A representa a area da secdo transversal do cilindro e Per 0 perimetro. Para caracterizar as

diversas possibilidades de contornos de geometria retangular ou eliptica emprega-se o parametro
razao de aspecto p, .. dado por:

=1I/L (4)

P aspec



Os parametros geométricos de interesse sdo visualizados na Fig. 1. Observa-se que 0s dois
problemas propostos apresentam simetria em relagdo ao eixo X e ao eixo Y de forma que é
suficiente considerar somente o dominio em um quadrante conforme destacado pela regido
sombreada na Fig. (1).

2L

2L

Dominio de geometria eliptica Dominio de geometria quadrada

Figura 1. Formatos dos cilindros propostos para analise.

2.1. Transformacao de coordenadas

Para o cilindro de secdo eliptica o sistema de coordenadas cartesianas ndo permite uma
representacdo simples de seu formato. Assim, é conveniente que se proceda uma transformacao de
coordenadas adequada para facilitar a aplicagcdo das condi¢Oes de contorno. O sistema ortogonal de
coordenadas elipticas é utilizado, entdo, para transformar o dominio original com contorno de
formato eliptico no plano (X;Y) em um dominio com contorno de formato retangular no plano
transformado (u,v):

X =a"cos(u) cosh(v), (5a)

Y =a"sen(u) senh(v), (5b)

a =afL,, . (5¢)
onde a é a distancia focal da elipse que € dada por:

a=L/cosh(v,), (6a)

v, = arctanh(I/L). (6b)

onde L e / sdo, respectivamente, 0s comprimentos dos semi-eixos maior e menor da elipse e v, € 0
parametro que define o contorno no plano (u,v). Os coeficientes métricos, 0 jacobiano da
transformacéo e o operador laplaciano sdo determinados pelas seguintes relacdes:

h,(u,v)=h,(uv)=a" [sen’(u)+senh’(v)]"?, (7a)
J(u,v)=M=a*[sen2(u)+senh2(v)]. (7b)
o(u,v)

Para o dominio compreendido em um quadrante, a equacdo da difusdo e as condicdes iniciais e
de contorno no sistema de coordenadas elipticas sdo dadas por:



029(%%?)+329(”’V’T):J(M,V)M, losus<m2, 0<vsv, 1>0, (8a)
au2 av2 0t

H(I/I,V,O):] , {u :0’ u :]T/Z, OSVSVO}, (8b)

M:O’ {u=0, u=m/2, 0svsv, >4, (8c)
u

M:O, losusm2, v=0 >4, (8d)
v

9(u,v,T)=0, {0Su£7T/2, V=V, T>0}' (8e)

Para os cilindros de secdo retangular, a representacdo do contorno € natural no sistema de
coordenadas cartesianas. A fim de manter uniformidade de representacdo das variaveis espaciais, a
transformacé&o identidade é aplicada no presente problema:

X=u, Y=v 9)

Assim, para o dominio compreendido em um quadrante, a equacdo da difusdo e as condi¢des de
contorno sdo reescritas como:

OZH(u,v,r)_l_OZ@(u,v,r) =J(M,V)M, {osusu, 0<v<v, >0 (10a)
ou’ v’ ot

0(u,v,0)=], {OSuSuo, OSvSv(,}, (10Db)

66(u,v,r)= , {u=0, 0<v<vy,, T>0}, (10c)
Ju

69(g,v,r):0’ {OSuSu(,, v=0, T>0}, (10d)
\

9(u,v,T)=0, {u=u0, 0<v<vy,, T>0}, (10e)

Ouvr)=0, {0<sus<u, v=v, >0}, (10f)

com
uy=L/L,,, v,=l/L, (11)

2.2. Aplicacdo da TTIG

Para a obtencdo dos perfis de temperatura a transformada integral sera aplicada sobre a equacao
da difusdo. Devido a sua caracteristica bidimensional, o potencial &(u,v,z) sera escrito em termos de
uma expansao em autofung¢des normalizadas obtidas de problemas auxiliares de autovalor para cada
coordenada espacial (Aparecido, 1997). Neste sentido, a aplicacdo da transformada integral sera
feita por partes, para cada um dos problemas propostos.

2.2.1. Aplicacdo da TTIG para o cilindro de secéo eliptica

Considere o seguinte problema auxiliar de autovalor (Aparecido, 1997):



2
T, pgt)=0, fo<u<ma), w22
u
w'0)=0, w(m2)=0. (12b)
Os autovalores e as autofuncgdes associados a este problema sdo
u=2(-1), i=123. (13a)
W, (u) = cos (k;u). (13b)

As autofuncdes acima sdo ortogonais e permitem o desenvolvimento do seguinte par
transformada-inversa:
/2
2} (v,T) = J- K, (u) H(u,v, T) du, transformada, (14a)
0

[

0 (uv,7)= ZKi ()8, (v,7), inversa. (14b)

i=1

onde &.(v,7) & o potencial transformado em u e K, () s&o as autofungées normalizadas, dadas por:

_Y

Ki (I/l) - Nij(j/lg) ) (153.)
4 _(m/2, i=1,

N, = ojwi(u)du—{n/4’ s (15b)

Efetuando o produto interno das autofungfes normalizadas K, (u) com a equacdo da difusdo

dada pela Eq. (10a) e fazendo uso das condic¢des de contorno dadas pelas Egs. (10c), (10d) e (10e) e
da equacdo que define o problema auxiliar de autovalor, Eq. (12b), obtém-se:

ij;Aij (V)w +,ui2§[(v, T):yng(zuz-) ’ i=123.. (16a)
4,;()= mef ()&, () I (u,v) . (16b)

0

Para proceder a transformacéo integral relativo a coordenada v, considere o seguinte problema
de autovalor:

2
ddqog‘})'l-/‘zdv): 0, {0<¢<V0} ' (17a)
v
gl)=0. dv,)=0. (17b)
Os autovalores e as autofungdes para este novo problema auxiliar séo:
A, =0Cm-1)1/2v,, m=123. (18a)
@, (v) = cos(a,v). (18b)

As autofuncdes qpm(v) sdo ortogonais e permitem o desenvolvimento do seguinte par
transformada-inversa:



Vo /2
6. (T) = J- J-Ki (u) zZ, (V)H(u,v,r) dudv , transformada, (19a)

0 0

D

Ouv.7)= Z ZK )z, (v)gim (r), inversa. (19b)

i=1 m=1

Aqui, Z ( ) séo as autofuncdes normalizadas e séo dadas por:
_ @\
Zm(v)_M,i(/g)’ (20&)
v, v
M = =0 2
" OI @,(v)av == (20b)

A transformacdo integral sobre a coordenada v é feita efetuando-se o produto interno das
autofungdes normalizadas Z,(v) com a equacdo diferencial transformada na coordenada u,
Eq. (16a). Em seguida, fazendo uso das condi¢cdes de contorno e das propriedades de
ortogonalidade das autofuncdes correspondentes ao problema auxiliar de autovalor em v, obtém-se

a seguinte relagdo para o potencial transformado 8, ():

3 iBW 46,,(r) [/,1 w28, (1)=0, im=123. (21a)

/2,
B, = J.Zm(v) Zn I J- ; )Zn (v) J(u,v)du dv, (21b)

0

que deve satisfazer a condicdo inicial transformada, que é dada por:

IIK u v)dv du . (21c)

O potencial transformado Qm (r) pode ser obtido numericamente quando se trunca a expanséo
para uma dada ordem M e N:

M N
> ZBW o)L 428, () =0 (22)
n=1 j=I

O potencial temperatura 6, (u,v,7) para o cilindro de secéo eliptica é obtido, entéo, através da
férmula de inversdo dada pela Eq. (19b), por:

0,,(ur1)=Y 3K, (0)2,0)8,0) (23)

i=1 m=1
2.2.2. Aplicacdo da TTIG para o cilindro de secéo retangular

A estrutura das condigfes de contorno para o cilindro de se¢do retangular apresentam a mesma
forma para as variaveis u e v. Com 0 mesmo procedimento empregado no problema de dominios de

geometria eliptica, a aplicacédo da TTIG conduz a seguinte relacéo para o potencial &, (u,v,r):

6., (ur1)=Y YK, )2,0)8,() (24)



i ﬁl By, %”T(T)Jf w2 + 2218, (0)=0, (25a)
B, = TZW(V) Zn(v)AU (v) dv= f JQK,.(u) Kj(u) Zm(v) Zn(v)J(u,v)dudv, (25b)
k=8 = Jura=t (250)
20=2 = [ae =%, (250)
W, (u)=cos(uu), wp =0Ci-1)m/2u,, i=123.. (25€)
@,(V)=cos(A,v), A, =0Cm-1)m/2v,, m=123.. (25f)

onde o jacobiano da transformagao J(u,v)=1.

2.3. Temperatura média e energia interna especifica

A temperatura média no dominio em um dado instante 1 é dada por:

o, ()= ln0-T]_ Ile();Y,;)—TpJ

dA , (262)

1
A

N

K
IIHuvT uvdudv (26b)
0 0

K=T71/2 = para o problema de difusdo em cilindros elipticos,
K =u, = para o problema de difusdo em cilindros retangulares,

sendo que a distribuicdo de temperatura O(u,v,7) e o Jacobiano da transformagdo J(u,v) séo
aqueles correspondentes a cada problema proposto.

Estabelecendo como referéncia para a energia interna o estado em regime permanente, a energia
interna especifica em um dado instante é dada por:

)-T,] d4 @7

u(r) = p—IV [pe, [r(x.7,1)-T(x 7,

Desta forma, a energia interna relativa, definida como sendo a relacdo entre a energia interna no
instante T e a energia interna no instante inicial, pode ser determinada pela temperatura média
adimensional:

o)=YV _g 28)



2.4. Constante de tempo

Para a andlise dos problemas abordados é conveniente que se estabeleca um parédmetro
apropriado capaz de verificar o comportamento transiente da difusdo de calor em funcéo da razéo
de aspecto do cilindro de se¢éo eliptica e retangular. Para tanto, sdo definidos aqui duas constantes
de tempo: a constante 7, . como sendo 0 parametro que determina o tempo necessario para que a

max

temperatura maxima no dominio H"W(O,O,T) esteja a I/e do seu valor em regime permanente
9(0,0,00), e a constante de tempo 7, , como sendo 0 parametro que determina o tempo necessario

med

para que a energia interna relativa U” (r) alcance o valor (1/e). Assim, as constantes de tempo sdo:

0,.(r,.)=000r,,)=1e=036788, (29a)

ur,,)=u,.,)U, =1e=036788. (29h)
3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Para a determinacdo dos potenciais transformados 6 in € necessario preliminarmente calcular

os coeficientes B; ; ,, , referentes a cada problema proposto. A integracéo envolvida no computo
desses coeficientes foi feita pelo método de quadratura de Gauss. Conseqlientemente, todas as
autofuncdes e o jacobiano da transformacéo foram calculados nos pontos de quadratura.

O potencial transformado & ;n foi calculado para cada problema resolvendo-se o sistema de

equacOes diferenciais ordinarias, dada pelas Egs. (22) e (25a), fazendo uso da rotina DIVPAG da
Biblioteca IMSL FORTRAN. Foi observado que a convergéncia da série que determina o potencial
temperatura fica mais lenta no inicio do transiente (r < 0,01), principalmente quando a razéo de
aspecto tende a zero para cilindros retangulares e quando tende a 1 para cilindros de secéo eliptica.
Para estes casos é necessario truncar a série que determina o potencial temperatura 6(u,v,7)em uma
ordem N, M superior a 25 termos para se obter um minimo de 4 digitos de precisdo. A medida que
T aumenta, observa-se que a série converge com um ndmero bem menor de termos.

Nas Figs. (2) e (3) s@o apresentadas as evolucdes da temperatura maxima e da energia interna
para cilindros de secdo eliptica e retangular, respectivamente, para diversas razGes de aspecto. Para
a simulacéo de cilindros de secdo circular foram obtidos resultados para cilindros de secéo eliptica
com razdo de aspecto Oaspec = 0,99, pois com razdo de aspecto unitaria a transformacéo para o
sistema de coordenadas elipticas leva a uma singularidade.
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Figura 2. Evolucéo das temperaturas maxima e média em funcdo do tempo em um cilindro
de secdo eliptica para diversas razfes de aspecto.
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Figura 3. Evolucédo das temperaturas maxima e média em fungdo do tempo em um
cilindro de secdo retangular para diversas razdes de aspecto.

Os resultados obtidos para a temperatura maxima e temperatura média (que representa a
energia interna relativa) sdo apresentados na Tab. (1) para cilindros de secéo eliptica e retangular
com razao de aspecto p,,.. =0,50.

O problema difusivo transiente em cilindros retangulares permite a obtencdo de solucédo
analitica pelo método da separacdo de variaveis (Ozisik, 1993) e, para fim de comparagdo, 0s
resultados obtidos para a temperatura maxima e temperatura média também sdo apresentados na
Tab. (1). Como pode ser observado, hd uma excelente concordancia entre 0s mesmos.

Tabela 1. Evolucédo das temperaturas maxima e média em funcdo do tempo para cilindros
de secdes eliptica e retangular ambos com razéo de aspecto 0,50.

Eliptico Retangular

Bhnisx Oned Ornix Oned gl)méx gl)méd

0,0001 1,0002 0,9772 1,0008 0,9833 1,00000 0,98874
0,0002 1,0000 0,9682 1,0005 0,9805 1,00000 0,98410
0,0005 1,0000 0,9500 1,0004 0,9734 1,00000 0,97491
0,0010 1,0000 0,9295 1,0003 0,9640 1,00000 0,96460
0,0020 1,0000 0,9008 1,0001 0,9500 1,00000 0,95010
0,0050 1,0000 0,8447 1,0000 0,9216 1,00000 0,92163
0,0100 1,0000 0,7830 1,0000 0,8900 1,00000 0,88999
0,0200 0,9997 0,6984 1,0000 0,8461 1,00000 0,84608
0,0500 0,9656 0,5408 1,0000 0,7618 1,00000 0,76183
0,1000 0,8010 0,3821 0,9984 0,6715 0,99841 0,67147
0,2000 0,4742 0,2034 0,9646 0,5520 0,96458 0,55196
0,5000 0,0811 0,0332 0,7288 0,3443 0,72883 0,34433
1,0000 0,0040 0,0017 0,3964 0,1689 0,39641 0,16890
2,0000 0,0000 0,0000 0,1041 0,0424 0,10408 0,04242
5,0000 0,0000 0,0000 0,0017 0,0007 0,00171 0,00069
10,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,00000 0,00000

@ Resultados obtidos através da solugo analitica do problema difusivo em cilindros retangulares.

T

Na Tabela (2) sdo apresentados os resultados obtidos para as constantes de tempo relacionados
com a temperatura maxima e temperatura média para cilindros de secdo eliptica e retangular com
diversas razdes de aspecto. Como pode ser visualizado na Fig. (4), a constante de tempo sofre uma
maior influéncia da razdo de aspecto nos cilindros de secdo retangular. Mas para todos 0s casos
analisados observa-se, como era esperado, que a constante de tempo relacionado com a temperatura
média é inferior quando comparado com a constante de tempo relacionada com a temperatura
maxima.



Tabela 2. Constantes de tempo em fun¢do da razéo de aspecto para
cilindros de secdes eliptica e retangular.

0 Eliptico Retangular
pee Trmax Trnéd Trmax L
0,10 0,2091 0,0922 0,6087 0,3565
0,20 0,2191 0,0957 0,7245 0,3885
0,30 0,2295 0,0995 0,8501 0,4169
0,40 0,2383 0,1029 0,9670 0,4382
0,50 0,2446 0,1057 1,0577 0,4554
0,60 0,2487 0,1079 1,1224 0,4702
0,70 0,2514 0,1095 1,1619 0,4773
0,80 0,2535 0,1105 1,1871 0,4829
0,90 0,2543 0,1110 1,1994 0,4888
0,99 0,2545 0,1111 1,2026 0,4897
120 ] 0.60
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Figura 4. Constantes de tempo maxima e média em funcdo da razéo de aspecto.

4. CONCLUSOES

No presente trabalho foi analisado o problema difusivo transiente caracterizado por cilindros de
secdo transversal eliptica e retangular submetidos a condicéo de contorno de primeiro tipo. Para 0s
cilindros de secéo transversal eliptica foi utilizado um sistema de coordenadas ortogonais adequado
a fim de facilitar a aplicacdo das condicdes de contorno. Solucdes da equacdo da energia foram
obtidas, entdo, através da aplicacdo da Técnica da Transformada Integral Generalizada. Foi
observado que a expansdo que determina o potencial temperatura apresenta convergéncia lenta no
inicio do transiente para ambos os casos. Os resultados obtidos para o cilindro de se¢do retangular
foram comparados com aqueles obtidos através da solucdo analitica (solucdo exata) e foi verificada
uma excelente concordancia entre os mesmos. Constantes de tempo definidas em relagdo a
temperatura maxima e a temperatura média foram também calculadas para diversas razdes de
aspecto de cilindros de sec¢do eliptica e retangular. Finalizando, observa-se que a TTIG foi aplicada
com sucesso para a obtencdo de solucdo de problemas difusivos transientes multidimensionais,
ressaltando, aqui, o problema com dominio de geometria eliptica, 0 qual ndo admite solucéo pelas
técnicas analiticas classicas.
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TRANSIENT HEAT TRANSFER PROBLEMS IN
ELLIPTICAL AND RECTANGULAR GEOMETRIES

Marcelo F. Pelegrini, Thiago A. Alves, Cassio R. M. Maia, Ricardo A. V. Ramos
Paulist State University — UNESP, Campus Ilha Solteira, Department of Mechanical Engineering,
15385-000, Ilha Solteira, SP, Brazil, marcelo@dem.feis.unesp.br

Abstract. Solutions of transient diffusion problems in elliptical and rectangular cross-section
cylinders submitted to the first kind boundary conditions are presented in this work. Constant
thermo-physical properties for the diffusive medium and uniform initial temperature distribution
have been considered in the problem formulations. The main difficulty related to the boundary
conditions application to elliptical geometries has been removed by employing a suitable
coordinate change. The generalized integral transform technique (GITT) has been used to obtain
the energy equation solutions. Temperature profiles and other interesting physical parameters have
been evaluated for several cylinder aspect ratios and the results obtained have been compared with
the literature.

Keywords: Transient conduction, heat diffusion, integral transform, rectangular geometry,
elliptical geometry.



