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Resumo. O presente trabalho descreve um programa de computador que implementa o método de
Hardy-Cross para a resolucdo de escoamentos no interior de redes de condutas. O programa €
construido numa plataforma gréfica, com vista a maximizar a sua funcionalidade. S&o obtidos valores
de pressdo e caudal em cada ramal do sistema de condutas, sendo igualmente possivel resolver o
problema inverso, no qual se procura dimensionar determinado elemento da rede de forma a atingir
um caudal num ramal especificado.
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1. INTRODUCAO

Os sistemas de redes de condutas encontram um campo de aplica¢do pratica muito variado, desde
redes de distribuicdo de gas até sistemas de ar condicionado. Se bem que problemas simples possam ser
resolvidos analiticamente, sistemas mais complexos necessitam de métodos iterativos para serem
solucionados. O método mais popular para abordar este tipo de situacdes é o método de Hardy-Cross
(Cross, 1936), o qual foi desenvolvido inicialmente para calculo manual. Este método baseia-se numa
correccdo aditiva de caudal a aplicar em cada ramal do sistema de condutas, para que a solucdo se
aproxime da satisfacdo da conservacdo de energia ao longo de cada circuito na rede. Apesar de
existirem solucdes baseadas em folhas de calculo e aplicacbes matematicas (Hodge e Taylor, 2002;
Huddleston, 2003), a implementacdo em cddigo de programacdo com interface gréfica torna-se mais
poderosa e funcional. O presente trabalho serve, primariamente, o propdsito de uma aplicacdo
académica. A sua interface grafica e a facilidade com que um problema pode ser construido e
modificado permite ao estudante analisar como pequenas alteracbes poderdo influenciar
significativamente o escoamento na rede.

2. FUNDAMENTOS TEORICOS

Descreve-se, seguidamente, a teoria subjacente ao problema da resolucdo de redes. Antes de
prosseguir, torna-se conveniente estabelecer algumas definicdes:

Designa-se por rede um conjunto de ramais inter-conectados.

A juncdo de dois ou mais ramais designa-se por nodo. Os ramais interiores ligam dois nodos,
enquanto os ramais exteriores se encontram ligados somente a um nodo.

A cada nodo corresponde um indice. Ao dominio exterior corresponde o indice “0”.

Ramais interiores podem ser compostos de varios sub-ramais, cada um com o seu préprio diametro,
comprimento e rugosidade.

A ligagdo entre dois sub-ramais pode ser efectuada por intermédio de uma vélvula, uma bomba, ou
simplesmente uma mudanca no diametro (acidentes).



Os acidentes sdo responsaveis por perdas localizadas. As bombas sdo também definidas como
acidentes.

Os caudais que circulam nos ramais sdo definidos como positivos quando se d&o no sentido do nodo
de menor indice para 0 nodo com maior indice.

2.1. Conservacao de Massa

Basicamente, a resolucdo de uma rede de condutas passa pela satisfacdo da conservacdo de massa

em cada nodo e conservacao de energia ao longo de circuitos.
A satisfacdo de conservacdo de massa € obtida assegurando que a soma dos caudais que chegam a
determinado nodo é igual a soma dos caudais que dele partem, ou seja (cf. Fig. 1):
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Figura 1. Representacdo de caudais em cada nodo

2.2. Conservacao de Energia

A equacdo de conservacao de energia escrita entre os dois nodos extremos de um ramal (1 e 2),
estabelece que:

2 2 2
PL—P Vi -V 8Q 1( AL ﬂ

h,,, = + +2,-2,=——> |—|f—+k||=> h,+ > h 2

152 g 2g 1 2 TCZg Z|:d4 d Z p z t ( )
onde:
p - pressao k - coeficiente de perda de carga localizada
v - velocidade h, - perdade carga em turbinas
z -cota h, - altura de elevagao de bombas
f - factor de atrito de Darcy-Weisbach AL - comprimento do ramal
Q - caudal volimico g - aceleracdo da gravidade
d - diametro do tubo p - massa volumica do fluido

A Eq. (2) pode ser escrita na seguinte forma:

hi,,=0:Q>=> h, +> h, (3)

sendo:
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onde o somatorio € feito para todos os sub-ramais e acidentes em cada ramal.
Generalizando a Eq. (3) para uma direc¢&o arbitraria do escoamento, obtém-se:

hassp =8,8,04,Q% =8, > h, +5,8, > h, (5)
onde §, identifica o sentido do escoamento da seguinte forma:

8, =sgn(b-a) (6)
sendo ‘a’ e ‘b’ os numeros identificativos dos nodos extremidade do ramal e:

8, =sgn(Q) (7

Os caudais, assim como a altura de elevagdo das bombas, séo definidos como positivos se estes
apontam no sentido do nodo menor para 0 nodo maior.

2.2.1. Conservacéao de energia ao longo de um circuito fechado

Durante o processo iterativo, a perda de carga total ao longo de um circuito fechado sera diferente
de zer, a menos que a solucdo final tenha sido alcancada. Assim, pode-se escrever:
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onde o expoente “*” indica que se trata da perda de carga correspondente a solucdo ndo convergida.
Surge entdo a necessidade de corrigir os caudais em cada ramal, por meio de uma quantidade AQ:
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onde, partindo do pressuposto de que as correc¢des de caudal sdo suficientemente pequenas, 0s termos
de ordem superior foram desprezados. Como condi¢do necessaria para que a conservacao de massa ndo

seja alterada pelas correcc¢des de caudal, a grandeza |AQ| devera ser a mesma em cada ramal de cada

circuito fechado. Assim, combinando as Egs. (8) e (9), obtém-se a seguinte equacéo para o calculo das
correcgdes de caudal:
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As correccdes sdo aplicadas em cada ramal, sendo empregue um factor de sub-relaxagédo, de forma
a assegurar a convergéncia do processo iterativo:

=QHyAQ ; i=lnj (11)
2.2.2. Conservacao de energia ao longo de circuitos abertos

Os circuitos abertos sdo estabelecidos através da ligacdo de dois ramais exteriores nos quais a
pressdo € imposta como condicao fronteira. Com base nisto, a equacao de conservacao de energia toma
a seguinte forma:
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onde ‘nk’ é o nimero de ramais interiores que formam o circuito aberto. A explicitacdo da correccao de
caudal ¢ feita da seguinte forma:
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Esta correccdo é também aplicada ao Gltimo ramal exterior do circuito, assegurando assim, a
satisfacdo da conservacdo de massa no nodo correspondente. Se o primeiro ramal exterior possui, como
condicdo fronteira, imposicdo de caudal e pressdo, ndao é necessario efectuar nenhuma correccdo de
caudal. Se sO pressdo € imposta, a correccdo de caudal € assegurada por imposicdo de satisfacdo global
de conservagao de massa.

2.3. Condic¢oes Fronteira

No presente contexto, entendem-se por condi¢bes fronteira as variaveis (pressao, caudal) e
correspondentes valores impostos nos ramais exteriores da rede. A correcta imposicdo de condicdes
fronteira devera obedecer as seguintes regras, para que o problema tenha uma Unica solucdo fisica:

- Asoma de todas as varidveis impostas como condicéo fronteira deve ser igual ao numero total
de ramais exteriores.

- A imposicdo simultanea de pressdo e caudal podera ser efectuada num sO ramal exterior.
Consequentemente, sé um ramal exterior podera ser deixado sem imposicao de variaveis.

- Em, pelo menos, um ramal exterior, devera ser conhecida a pressdo. Esta € uma condicdo
necessaria para que se possa calcular a pressdo em qualquer ponto da rede.



- Por questdes relacionadas com o processo de resolucdo, pressao e caudal deverdo ser impostos
no mesmo ramal exterior, sempre que possivel. Isto aplica-se ao caso em que, em determinada rede, sao
conhecidos os caudais em todos os ramais exteriores. Neste caso, o ramal exterior onde a pressao vai
ser especificada, devera ter imposto o correspondente valor de caudal.

3. IMPLEMENTACAO
3.1 Inicializacdo dos Caudais

O campo inicial de velocidades deve, necessariamente, satisfazer a equacdo de conservacdo de
massa em cada nodo da rede. Este aspecto é crucial, uma vez que os ajustes de caudal subsequentes
para assegurar a conservacdo de energia ndo irdo modificar o balango massico em cada nodo. Comeca-
se por arbitrar valores para os caudais em todos os ramais exteriores e interiores, a excepc¢ao daqueles
em que o caudal é imposto. Os valores iniciais de caudal nos ramais interiores sdo obtidos pela
resolucdo do sistema de equac@es (14), o qual representa a conservacao de massa em todos os nodos, a
excepc¢do de um. No nodo em falta, o balanco global assegura a satisfacdo da conservacdo de massa.
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Os termos b; representam o caudal no ramal exterior ligado ao nodo de indice j, “nn” € o nimero
total de nodos e “nb” € o nimero total de ramais interiores. O coeficiente genérico a;; € nulo se o ramal
“j” ndo se encontra ligado ao nodo “i”. Em caso contrario, o seu valor é calculado da seguinte forma:

a; =sgn(n, —i) (15)

em que o ramal “i” liga os nodos “j” e “ny”. A solucdo para este sistema de equacBes € obtida através
do método de Gauss-Seidel.

3.2. Construcao dos Circuitos Fechados

Como jé referido anteriormente, a aplicacdo da equacdo de conservagdo de energia ao longo de um
circuito fechado traduz-se na imposicao de uma perda de carga nula ao longo do circuito. O nimero de
circuitos a considerar para este efeito devera ser igual ao nimero maximo de circuitos independentes
que é possivel construir na rede em analise. Na presente implementacdo, o processo de geracdo dos
circuitos independentes é totalmente automatico. Numa fase inicial, sdo gerados todos os possiveis
circuitos fechados circuitos fechados existentes na rede. Os circuitos sdo seguidamente representados
como linhas na matriz da Eq. (16):
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onde “c” € o nlimero de circuitos encontrado e a;; € um coeficiente calculado de acordo com a seguinte
equacao:

a; =sgn(b-a) (17)

sendo “a” e “b” os indices dos nodos que o ramal “j” liga, segundo a direccdo em que o circuito é
percorrido. Se o ramal “j” ndo estiver presente no circuito considerado, o correspondente indice sera,
naturalmente, nulo. O préximo passo consiste em condensar a matriz (16), de forma a rejeitar as linhas
linearmente dependentes. Este processo é efectuado através do método de Gauss-Seidel, conduzindo a
uma matriz que representa 0 nimero maximo de circuitos linearmente independentes na rede.

3.3. Construcao dos Circuitos Abertos

Circuitos abertos ligam ramais exteriores com imposicao de pressdo como condic¢do fronteira. Na
presente implementacdo, todos 0s circuitos abertos comecam no mesmo ramal exterior. O sistema de
busca assegura que um “caminho” entre 0s dois ramais exteriores em questdo é sempre encontrado.
Como forma de reduzir ao minimo os erros de arredondamento, um sistema de optimizacéao é aplicado
a posteriori, como forma de minimizar o nimero de ramais que comp&em cada circuito aberto.

3.4. Método de Resolucdo
Como ja referido, dois tipos de problemas podem ser abordados com o presente software:

Problema de calculo de caudais:

Neste caso, o dimensionamento da rede encontra-se feito, sendo, portanto, conhecidos 0s
comprimentos, didmetros, rugosidades dos ramais e sub-ramais, assim como as caracteristicas de todos
os acidentes da rede. O objectivo, neste caso, € calcular o caudal e a pressao em toda a rede. Para isso,
as Egs. (10) e (13) sdo aplicadas sucessivamente até que as correcgdes de caudal AQ se encontrem

todas abaixo de um determinado valor A _~ previamente estabelecido:

A= max[lOOAQ—QiJ <Ap o 1=Lnb (18)

Problema de dimensionamento:

Neste caso, é imposto, como condicdo fronteira adicional, um caudal em determinado ramal interior
(variavel objectivo). Assim sendo, sera necessario deixar livre uma variavel, a qual serd ajustada de
forma a se alcancar o objectivo proposto. A variavel livre podera ser:

- O didmetro de um ramal ou o didmetro de todos os ramais da rede.
- O comprimento de um ramal ou 0 comprimento de todos os ramais da rede.

- Aaltura de elevagdo de uma bomba, a perda de carga de uma turbina, ou o coeficiente de perda
de carga de uma valvula ou outro acidente.

A resolucédo deste tipo de problemas consiste, de facto, em resolver um nimero “n” de problemas
de caudal, em que, ao longo do processo, o valor da variavel livre vai sendo continuamente ajustado de
acordo com as mudancas da variavel objectivo, de acordo com a seguinte formula:
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onde ¢ € a variavel livre e Q, € a variavel objectivo (caudal). O expoente “a” controla a sensibilidade

da variavel livre as mudancas na variavel objectivo. No caso em que a variavel livre é o diametro do(s)
ramal (ramais), o seu valor € igual a 0.5. Em todos 0s outros casos, 0 seu valor € igual a unidade.

Este tipo de problemas poderd ser de dificil convergéncia, ou mesmo apresentar divergéncia,
especialmente nos casos em que a variavel livre tem pouca influéncia na variavel objectivo. Pode até
acontecer que, do ponto de vista fisico, o objectivo seja impossivel de alcancar, ndo se conseguindo,
naturalmente neste caso, a convergéncia do processo de resolucao.

4. A INTERFACE GRAFICA E APRESENTACAO DE EXEMPLOS

Configuracdo geométrica da rede

A rede representada na Fig. 2 servird como exemplo para a descricdo do programa. A Caixa de
Dialogo para desenho da rede encontra-se representada na Fig. 3. O utilizador serve-se do “rato” para
desenhar a rede, sendo os nodos e ramais automaticamente numerados. Existem ferramentas
disponiveis para a correc¢do da rede, através da remocgédo ou insercdo de nodos ou ramais. Esta mesma
Caixa de Dialogo contém outros campos para a especifica¢do das dimensdes dos ramais, imposicao de
condicdes fronteira e caracteristicas de acidentes. Neste exemplo, todos os ramais possuem um
comprimento de 10 m, excepcdo feita aos ramais 10 e 12, com comprimentos de 5 m e 15 m,
respectivamente. Todos os diametros séo de 1cm com uma rugosidade absoluta de 0.02 mm.

Como jé referido anteriormente, as condic@es fronteira sdo impostas em todos os ramais exteriores.
Ao presente problema, correspondem as condi¢Ges apresentadas na Tab. 1.
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Figura 2. Representacdo esquematica da rede de exemplo



Defini¢do da Rede

v Desenho

" Dimenstes
(~ CF's
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Fefrescar

Reiniciar |

Fechar

Inzerir Nodo

Ramal : ,—L|

Werif. Dados

Modo
e Desenhar rede

Ramal : I—L|

= Hamaiz ext.

" Mover nodos

Remawer R amnal

Estado: Modo |solado

Figura 3. Caixa de Dialogo para a definigdo da rede

Tabela 1. Condicdes fronteira para a rede de exemplo.

Ramal Diametro [cm] Variaveis Impostas Valor
22 1.0 Pressdo e Caudal 1kPa; 21/s
21 1.0 Pressao 5 kPa
20 1.0 Pressdo 10 kPa
23 1.0 Nenhuma --
Acidentes

Perdas localizadas ou bombas separam sub-ramais contiguos. A especificacdo das suas
caracteristicas ¢é feita numa sub-janela da Caixa de Dialogo apresentada anteriormente, como se pode

observar na Fig. 4. No presente exemplo, ndo existem acidentes.

~ Desenho
~ Dimenstes
o EFs
(+ Acidentes Acidente n.
Bl rmann Tipo acidente :
Digt.nodo ant. [m] :
Reiniciar
Elevacia [m] :
Fechar
Aplicar |

Ramal: |4 » | Mum. acidentes: |4 Comp. total [m]: 10

1T - Coef. perda carga: g

W akvula - Sub-Ramal

1] D [em]: |4
Rug. relativa: [p.02

Vert. Dadas | Mata: Aplicar para entrar dadas

Figura 4. Sub-janela para defini¢do dos acidentes




A Interface de Calculo

Pode ser observada, na Fig. 5, a Caixa de Dialogo de controlo do processo de calculo. O utilizador
tem a possibilidade de especificar diversos parametros, como sejam o nimero maximo de iteracdes e
factores de sub-relaxacdo, entre outros. Durante o calculo, pode ser monitorizada a evolucdo dos
valores de algumas variaveis.

A convergéncia do processo iterativo é bastante rapida, como pode ser apreciado no grafico da Fig.
6, 0 qual representa a evolucao dos residuos A (Eg. 18) em fungdo do nimero de iteragdes “n”. Neste
caso, com um factor de sub-relaxacdo de 0.8, um total de 39 iteracdes foi necessario para ser alcangada
a convergéncia, a qual foi definida para um ajuste percentual maximo de caudal em cada ramal de le-5.
O tempo de célculo para este exemplo € praticamente desprezavel.

< -

12 2 304026E-08 ~
13 -7.262777E-M
14 -1.023833E-03
Walores nos ramais inteiores
Farnal Sub-ramal Caudal [I/s]  Perda carga cont.[m] Perda cargaloc.[m] Ganho carga loc.[m] Y
1 - -1.000003E+00 203BEZ7E 02 0.000000E +00 0.000000E +00
2 -3161174E-01 2.218026E +01 0.000000E +00 0.000000E +00
] -1.966113E-01 9.103140E+00 0.000000E +00 0.000000E +00
4 -4136741E-02 5.664183E-01 0.000000E+00 0.000000E +00 !
5 -2.030998E -01 9.659558E +00 0.000000E +00 0.000000E +00
E B.359365E-02 1.911588E+00 (0.000000E +00 0.000000E +00
7 2.178073E-M 1.10473E+01 (0.000000E+00 0.000000E +00
8 -3 4 EE-01 2.026867E +01 0.000000E +00 0.000000E +00
] 5 -3.824843E-01 3.184982E+01 0.000000E +00 0.000000E +00
1o = -6.275514E-01 4.119804E+01 (0.000000E +00 0.000000E +00
i 5 -1.196544E-01 3.652E621E+00 0.000000E +00 0.000000E +00
12 = -3.724518E-M 4.541708E+01 (0.000000E +00 0.000000E +00
13 - -4 921062E-01 5.157504E+01 (0.000000E +00 0.000000E +00
14 =) 3.8562156E-02 4.263206E-01 0.000000E +00 0.000000E +00
15 - -B.073970E-0 5.480135E+01 (0.000000E +00 0.000000E +00
<
Tipa Célcula Célculo caudal Dimensionamenta
Caudal = Mum. max teragfies : [ 350

111,

Max. var3: | pooot
Q Factorsubrel.: [5
[~ Monit residuos

:‘ Calcular ‘ Fechar ‘

Figura 5. A interface de célculo
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Figura 6. Historial de convergéncia



A Interface de POs-Processamento

A Fig. 7 representa a interface de pds-processamento. Para além de dados relativos ao calculo, tais
como os circuitos abertos e fechados considerados, pode ser visualizada a direc¢do do escoamento em
cada ramal, assim como dados de pressao, caudal e velocidade média do escoamento em localizacGes
pontuais.

Post-Processing,

n

A

~ Circuitas Entrada Saida
=l | :" Comp. total [m]: 10
* Andlise Szl | :" Digmetra [cm]: 1
Dados : :
It o itk ol): [ Velocidade [m/s] 1273245
e Caudal [145]: -1.000003
Cota[m]: 0O
Fechar | Gréfica | Pressdo [kPa]: -3885.454

Figura 7. Interface de pds-processamento
5. CONCLUSOES

O presente trabalho descreve uma implementacdo do método de Hardy-Cross para a resolugdo de
redes de condutas, tendo sido apresentado, por limitacdes de espaco, somente um exemplo de
aplicacdo. Uma das principais caracteristicas do software é a sua capacidade para automaticamente
construir os trajectos de circuitos abertos e fechados, ao longo dos quais a equacdo de conservacao de
energia € aplicada. As ferramentas de pés-processamento revelam-se também de grande utilidade na
analise da solucdo obtida. Os testes feitos indicam que a convergéncia obtida pelo presente método é
bastante boa. O software é particularmente vocacionado para aplicacfes académicas, permitindo ao
utilizador resolver problemas de célculo de caudal assim como problemas de dimensionamento da rede.
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