UM ESTUDO COMPARATIVO DE DOIS PROCEDIMENTOS DE ADAPTACAO DE
MALHAS AO RESOLVER PROBLEMAS MODELOS DE RESERVATORIOS ATRAVES
DE UMA FORMULACAO DO MVF COM ESTRUTURA DE DADOS POR ARESTA

Filipe de Souza Aratjo '
Paulo Roberto Maciel Lyra 2

Darlan Karlo Elisiario de Carvalho 3

UFPE - Centro de Tecnologia ¢ Geociéncias - Departamento de Engenharia Mecanica
Av. Académico Hélio Ramos s/n, CEP 50740-530 - Recife/PE Brasil
! fildsa@uol.com.br, 2prmlvra@demec.ufpe.br, 3 darlan@demec.ufpe.br

Resumo

Neste trabalho apresentaremos duas ferramentas computacionais de adaptag¢do de malhas,
refinamento tipo h e remalhamento, que visam a melhoria da aproximagdo obtida via andlise
numeérica. Os problemas abordados serdo problemas modelos da simula¢do numérica de
reservatorios. Uma formulagdo do Método dos Volumes Finitos (MVF) com estrutura de dados por
aresta é adotada para a discretiza¢do espacial e uma integragao explicita do tipo “Euler Foward”
¢ a utilizada para o avango no tempo. Finalmente, um estimador de erros a posteriori baseado na
projecao dos gradientes sera utilizado para reger o processo adaptativo.

Palavras-Chave: Adaptagdo de Malhas Nao-Estruturadas, MVF, Simula¢do de Reservatorios.
1. INTRODUCAO

Quando se trabalha com métodos numéricos para resolugdo de problemas complexos, como o
caso de escoamento de fluidos em meios porosos, dificilmente tem-se como resultado da andlise
uma solucdo exata. Isto se da devido aos diversos tipos de erro intrinsecos a estes métodos. A
principal fonte de erro diz respeito ao chamado erro de discretizacdo. Este estd diretamente ligado a
representacdo do dominio estudado através de uma malha discreta e a aproximagdo numérica do
modelo matematico.

Visando a minimizagao dos erros de discretizacao utilizam-se os procedimentos de adaptagio de
malha. Nestes tipos de abordagem procura-se ter uma representacao mais fiel da solu¢do nas regides
onde o erro esteja acima de uma tolerancia desejada, e a fim de ganhar eficiéncia computacional,
uma representacdo mais grosseira onde a solugdo esteja com precisdo maior do que a requerida.

Neste trabalho abordaremos dois procedimentos de adaptacao de malhas: a adaptag¢do do tipoh e
a redefinicdo de malhas (“remeshing”), e faremos comparagdes entre diversas caracteristicas de
ambos.

Os exemplos utilizados serdo problemas similares aos da simulagdo numérica de reservatdrios
quando discretizada de forma segregada por uma formula¢do tipo IMPES (Implicit Pressure
Explicit Saturation) (Carvalho et al, 2002). O problema de condugdo de calor levantara aspectos da
adaptacdo similares aos observados quando se estuda a equagdo de Pressdo e o problema de
transporte de poluentes, situacdes semelhantes quando do tratamento da equagdo de saturagao.

O programa de andlise numérica utilizado ¢ baseado no MVF com volumes de controle
centrados nos vértices (vertex centered) construidos pelo método das medianas (median dual) (Lyra



et al, 2002) tendo sido implementado usando uma estrutura de dados por aresta e adaptado para a
resolugdo de problemas de convecgdo-difusdo bidimensionais. Também sera utilizado, para dirigir
nossos processos de adaptagdo de malhas, um modulo de analise de erros que fornecera os
parametros para a construcdo da nova malha. Este estimador de erros a posteriori ¢ baseado na
projecdo dos gradientes (Lyra, 1994; Zienkiewicz, 1987).

2. PROCEDIMENTO ADAPTATIVO

O procedimento adaptativo de malhas para melhoria da solugdo da andlise requer que varios
algoritmos sejam executados. Dentre os diversos modos de tratar esse problema, visto que os
codigos utilizados sdo independentes uns dos outros, o escolhido foi a elaboracdo de um macro
algoritmo que controla todo o procedimento adaptativo transferindo entre as diversas ferramentas os
dados necessarios para a execucdo de cada uma das etapas. As etapas estdo esquematicamente
descritas no fluxograma da Fig. (1).
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Figura 1 — Fluxograma Geral

Entretanto uma diferenca entre as andlises no regime permanente e transiente deve ser
ressaltada. As etapas de andlise de erro e de formacdo da nova malha adaptada somente sdo
realizadas, para o caso estacionario, apos o término da andlise numérica, enquanto que em
problemas de natureza transiente a cada passo no tempo ou conjunto de passos no tempo, a analise
de erro ¢ realizada e a integracdo no tempo a depender do erro atingido ¢ interrompida. Ou seja, se
durante o avanco no tempo de t" a t"' o erro obtido da analise for superior a tolerdncia
preestabelecida, obtém-se uma nova malha ¢ interpola-se a solugédo do tempo t" para a nova malha,
para dai prosseguir com o processo de avanco no tempo. A utilizagdo da solu¢do calculada no
tempo t" é importante a fim de evitar a utilizagdo de uma solugdo que nio satisfaz o critério de erro
estabelecido evitando assim que o erro se acumule e deteriore a qualidade da solugao.

As secdes a seguir sdo dedicadas a uma descrigdo dos principais itens do fluxograma descritivo.

3. GERACAO DA MALHA INICIAL E DEFINICAO DO MODELO DO MVF
Para uma discretizacdo inicial consistente dos dominios estudados neste trabalho foi utilizado

um sistema computacional capaz de gerar malhas triangulares, quadrangulares e mistas
bidimensionais. Este codigo também ¢é capaz de lidar com multiplos dominios e gerar malhas tanto



isotropicas quanto anisotropicas. Na geracdo de malhas triangulares, tipo de malha utilizado no
corrente trabalho, a técnica do “Avango de Frente” (Carvalho, 2001, Peraire et al, 1987) ¢ a adotada
pelo coédigo. Este programa utiliza também uma malha de fundo pra definir o espacamento,
gradacdo e direcdo dos elementos da malha e ¢ capaz de gerar pontos e tridngulos simultaneamente
durante a triangularizacdo do dominio.

As etapas da geracdo da malha seguem os seguintes passos:

a) Fornecimento dos Dados de Entrada: Um arquivo com dados da geometria, condi¢des de
contorno e propriedades dos materiais. E outro arquivo de dados contendo os parametros de
controle da malha (espagamento, dire¢do e fator de alongamento) fornecidos através de uma malha
de fundo (“background mesh’’) que recobre todo o dominio;

b) Discretizacdo do Contorno: Pontos nodais sdo criados sobre os segmentos do contorno de acordo
com o valor do espacamento dado na malha de “background”;

¢) Geragdo dos Elementos Triangulares: NoOs e elementos sdo criados simultaneamente, através da
técnica do “Avango de Frente” de acordo com os parametros de controle da malha;

d) Otimizacdo da Malha Final: Modificacdes topoldgicas e geométricas sdo realizadas sobre a
malha objetivando melhorar a qualidade final dos elementos

ApOs a discretizacdo do dominio, o proximo passo consiste na construgdo de um modelo de
volumes finitos correspondente ao da malha gerada, que inclui também os carregamentos do
problema e as condigdes iniciais € de contorno. O gerador utilizado foi implementado de tal modo
que associasse todos os dados topologicos da malha (nds, arestas e elementos) as correspondentes
entidades geométricas (pontos, curvas, subdominios), podendo assim, tanto o carregamento quanto
as condicdes iniciais e de contorno, serem associadas a geometria. Vale ressaltar a importancia
dessa associagdo ja que em um procedimento adaptativo a cada nova malha criada um novo modelo
numeérico deve ser construido.

4. ANALISE VIA VOLUME FINITOS

O programa de analise numérica utilizado ¢ baseado no MVF com volumes de controle
centrados nos vértices (vertex centered) construidos pelo método das medianas (median dual) (Lyra
et al, 2002) tendo sido implementado usando uma estrutura de dados por aresta e adaptado para a
resolugdo de problemas de conveccdo-difusdo bidimensionais via uma formulagdo centrada com
difusdo numérica adaptativa de 2* e 4* ordem (Lyra, 1994).

Utilizou-se, por meio do método das Diferengas Finitas, uma integracdo explicita no tempo do
tipo “Euler Foward”. A formulagdo adotada ¢ flexivel para tratar qualquer tipo de malha nao-
estruturada.

5. ANALISE DE ERROS

A ferramenta de andlise de erros ¢ a que controla todo o processo adaptativo, ela ¢ quem indica
os parametros para a formacao da nova malha adaptada, assim como também os critérios de parada
do macro algoritmo.

O modulo de analise de erro utilizado pode ser descrito como sendo um estimador de erros a
posteriori governado pelo comportamento da projecdo dos gradientes (Lyra, 1988; Zienkiewicz,
1987). A idéia geral deste estimador ¢ computar a diferenga entre o campo descontinuo do gradiente
da solugdo e o campo aproximado continuo de gradientes, onde este campo continuo aproximado ¢
obtido pela técnica de “global variational recovery”.

Para a estratégia de adaptagcdo adotada calcula-se, por meio da andlise de erros, os pardmetros
que indicam o quanto e quais os elementos a serem refinados e dois tipos de estimativas globais
para controle de parada do processo adaptativo. No primeiro tipo calcula-se o erro global da solugdo
levando em consideragdo os erros de todos os elementos da malha, ja o segundo exclui do calculo
os elementos que ndo podem ser mais refinados pelo critério de adaptagdo, ou seja, aqueles que



possuem altura minima ou originados através do nimero de subdivisdes pré-definidas, no caso de
adaptacao tipo h.

6. ESTRATEGIA DE ADAPTACAO

No que se refere a adaptagdo, que € o objeto central do presente trabalho, apresentaremos dois
dos diversos tipos de estratégias, a adaptagdo tipo h isotropica na qual ou subdividimos ou
agrupamos elementos da malha e as estratégias de “remeshing” quer local ou global.

Quando o algoritmo adaptativo determina a necessidade da elaboracdo de uma nova malha, esta
sera obtida via um procedimento automatico através de uma das estratégias que serdo discutidas nas
proximas secoes.

6.1. Adaptacio tipo h

Na estratégia de refinamento de malhas tipo h refinam-se as malhas automaticamente nas
regides onde a solucdo apresenta grandes erros de discretizacdo e disrefinam-se em regides onde os
erros estdo muito abaixo da precisdo estabelecida através da subdivisdo ou agrupamento de
elementos. Sendo que no caso de disrefinamento s6 poderdo ser agrupados os elementos
provenientes do refinamento de um mesmo elemento, para isso e a fim de uma maior otimizagao da
estrutura de dados ¢ utilizada uma estrutura de arvore (Metcalf et al, 1996).

O algoritmo geral que descreve a estratégia adotada para adaptacdo de malhas consistentes do
tipo h pode ser sintetizado como:

1- Determinar o nivel de refinamento para cada elemento;

2- Limitar o desnivel interelementos em uma unidade;

3- Assegurar boa regularidade da malha;

4- Tratar n6s irregulares através do uso de elementos de transi¢ao;
5- Formar a nova malha.

O nivel (ou grau) de refinamento do elemento, ou seja, o quanto um determinado elemento deve
ser subdividido ou agrupado, fica determinado através da andlise de erros, sendo facultado ao
usudrio limitar ou ndo o quanto subdividir ou agrupar em um unico estagio. De posse do indicador
de erros em cada elemento e estimativa global dos erros, de informagdes provenientes do
comportamento tedrico da taxa de convergéncia da solugdo e do critério da “equidistribui¢dao dos
erros” (Lyra, 1994) ¢ possivel se estimar a distribuicdo das dimensdes dos elementos necessarias
para atingir uma tolerancia pré-estabelecida. Estas dimensdes sdo entdo comparadas com as
dimensdes existentes na malha atual definindo-se assim o grau do refinamento, que ¢ positivo para
o refinamento e negativo para agrupamento do elemento. Nosso tipo padrao de refinamento divide
os elementos triangulares em 4 elementos através da criagdo de nds intermediarios nas suas arestas.

Visando simplificar o processo de formagao de uma malha final consistente temos as etapas 2 e
3 do algoritmo, que consistem no ajuste do grau de refinamento de cada elemento para posterior
criacdo dos novos entes da malha. No primeiro critério sdo ajustados os niveis dos elementos de
forma que a maior diferenga entre graus de refinamento de elementos vizinhos seja de uma unidade,
o segundo critério visa a formag¢ao de malha mais regular. Entdo quando um elemento tem dois
vizinhos com grau maior que o seu nivel, este tem acrescido uma unidade ao seu valor. Pelo carater
dinamico destas etapas foi adotada uma estrutura de dados em fila para otimizagao do processo.

Ao final das 3 primeiras etapas do algoritmo geral temos uma malha com nds irregulares, que
sdao eliminados através de elementos de transicdo do mesmo tipo, utilizando-se de um padrao de
subdivisdo do elemento em outros dois.

A ultima etapa consiste na formagdo das matrizes das conectividades, das arestas do contorno e
das coordenadas que descrevem a nova malha.



6.2. Remeshing

A estratégia de remeshing consiste na criacdo de uma nova malha para todo o dominio, no caso
de um remeshing global, ou para por¢des deste dominio quando do remeshing local. Em qualquer
um dos casos os pardmetros de controle para a redefinicdo de malhas sdo todos provenientes do
estimador de erros descrito anteriormente.

O mesmo gerador de malhas mencionado no item 3 ¢ utilizado para realizar a criagcdo das novas
malhas nas duas estratégias.

O procedimento para o remeshing de malhas triangulares consiste em:

1- Estabelecer a malha corrente como malha de fundo;

2- Determinar os parametros para a nova malha com o estimador de erros;
3- Criar a nova malha com o gerador, usando a técnica do Avango de Frente.
Para maiores detalhes consultar (Lyra et al, 2001).

7. INTERPOLACAO DE RESULTADOS ENTRE MALHAS

Durante o procedimento adaptativo € necessario interpolar a solucdo entre as malhas
consecutivas obtidas.

Para o caso da utilizacdo das técnicas de remeshing uma estrutura de dados em arvore (ADT)
(Bonet et al, 1990) ¢ utilizada para descobrir em que elemento da malha anterior esta localizado
cada novo nd da nova malha corrente. Tendo conseguido a localizagdo dos novos nds da malha sao
entdo utilizadas as fun¢des de forma lineares padrdo do método dos elementos finitos. Vale aqui
ressaltar que este procedimento pode incorrer em grandes erros para o processo em alguns casos,
assim sendo, como tentativa de minimizar esses efeitos foram implementadas estratégias nao-
lineares de interpolacdo. Para os tridngulos com dimensdes proximas as minimas permitidas pelo
processo de andlise sdo usadas funcdes de interpolacdo lineares e para os demais elementos funcgdes
de ordem quadratica, conseguindo assim uma interpolagao de resultados mais acurada (Lyra,1994).

Para o caso da adaptagdo tipo h, a fase de interpolacdo de dados entre malhas consecutivas
representa uma grande vantagem sobre as demais alternativas devida a natureza hierarquica das
sucessivas malhas. Tem-se, portanto, que qualquer novo elemento da malha corrente sempre sera
proveniente da subdivisdo de outro elemento da malha anterior, as conectividades deste ultimo
sempre coincidirdo com as do elemento “pai” ou estardo nos limites do elemento antigo em
coordenadas locais pré-determinadas. Sendo assim a etapa de localizagdao dos novos nés da malha
para posterior interpolacdo ¢ evitada, uma vez que uma estrutura de dados em arvore ja existe e
guarda em si essa informacao essencial, tem-se grande eficiéncia no processo. A base para a
interpolagdo de resultados utilizada sdo as func¢des de interpolagdo para elementos finitos
isoparamétricos.

8. RESULTADOS NUMERICOS
8.1 - Caso Estacionario (Conducio de Calor — Pressao)

O primeiro problema abordado para exemplificar as ferramentas de adaptacdo serd o indicado
pela Fig(2), onde temos dois pontos com temperatura prescrita (T; e T,) e as demais condigdes de
contorno sao tais que garantem o isolamento térmico em todas as suas arestas.

As Fig.(3-8) apresentam a seqiiéncia das malhas adaptadas para ambos os tipos de adaptacdo
juntamente com as isofaixas de temperatura, com os respectivos niumeros de elementos, nos, e
percentagem do erro total, sendo egt o erro global considerando todos os elementos da malhas e
egthmin O erro global computado eliminando-se os elementos com tamanho menor ou igual ao
minimo pré-estabelecido. As tolerdncias preestabelecidas utilizadas foram de 12% para o egt e de
7% para o0 eZthmin-
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Figura 2 — Esquema do problema de Conducao de Calor

Figura 3 — Malha Inicial Figura 4 — 1* Malha Adaptada (tipo h)
52 elementos e 37 nds - egt =egt,.. = 37.21% 272 elementos e 160 nos - egt =egt,.. = 27.94%

Figura 5 — 1* Malha Adaptada (remeshing) Figura 6 — 2* Malha Adaptada (tipo h)
305 elementos e 182 nos - egt=egt... = 17.37% 1194 elementos e 651 nos - egt =egt... = 19.92%

Figura 7 — 2* Malha Adaptada (remeshing) Figura 8 — 3* Malha Adaptada (tipo h)
1413 elementos e 769 nds 2151 elementos e 1148 nos
egt=13.89% e egtyun = 5.29% egt=17.29% ¢ egty. = 4.50 %




Como se esperava, o erro esta concentrado ao redor das singularidades, fazendo com que a
malha seja refinada naquelas regides para ambos os procedimentos adaptativos. Acontece que,
quando os elementos dessas regides atingem a altura minima permitida eles ndo entram no calculo
do egtimin, fazendo que o erro estimado esteja abaixo da tolerdncia requerida, parando assim o
processo de adaptagao.

Como o processo de “remeshing” ndo limita a adaptacdo por etapa, ao contrario do tipo h que,
para esse problema foi imposto que cada elemento s6 poderia ser refinado até duas vezes por etapa,
logo na 2* etapa alguns dos elementos da malha adaptada da Fig.(7) ja atingiram uma altura menor
ou igual a minima, saindo do célculo do egtymin, parando assim o processo, ja para o caso tipo h a
limitacdo imposta fez com que somente na 3* malha adaptada da Fig. (8) isso acontecesse.

Como resultado disso o procedimento “remeshing” foi computacionalmente mais eficiente,
levando apenas 9”68 para sua execu¢do completa, enquanto que a estratégia tipo h levou 18791 para
sua execucao.

8.2 - Caso Transiente (Transporte de Poluentes — Saturacio)
O problema abordado serd o esquematizado pela Fig. (9), onde um tracador com concentragdo

de 10g/m’ é injetado em uma coluna de areia horizontal com distribuigdo inicial da concentragdo de
Co=0g/m’.

C=10g/m° -— Co=0g/rm? 10m

120 m

Figura 9 — Esquema do problema de Transporte de Poluentes

O problema ilustrado foi retirado de Ne-Zheng Sun (1996), onde se encontra toda a formulagao
matematica do problema. Para este caso foram adotados como tolerancia 15% para o egt e de 10%
para o egtymin. Novamente foi imposto um grau de refinamento méaximo de 2 por etapa para o caso
do procedimento de adaptacao tipo h.

A seguir s3o apresentados trés conjuntos de malha adaptada tipo h, solu¢do, e malha adaptada
via “remeshing”, para exemplificar o avango no tempo.

Figura 10 — 1° passo no tempo
2* Malha Adaptada (tipo h) — 844 elementos, 469 nos, egt=11.41% e egt,.. = 8.65%
2* Malha Adaptada (Remeshing) — 1036 elementos, 571 nos, egt=8.47% e egt... = 4.24 %

Como pode ser observado, nas Fig. (10-12), a estratégia de remeshing gera malhas mais densas
e com faixas densas mais largas, conseguindo avancar mais iteragcdes no tempo sem precisar de uma
nova etapa de adaptacdo. Isso estd principalmente relacionado a ja mencionada limitagdo sobre o
grau de refinamento imposta para a adaptacao tipo h.
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Figura 11 — 19° passo no tempo
8* Malha Adaptada (tipo h) — 968 elementos, 540 nds, egt=5.54% e egt... =5.52 %
5* Malha Adaptada (Remeshing) — 4657 elementos, 2425 nos, egt=1.68% ¢ egty.. = 0.54 %
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Figura 12 — 32° passo no tempo
10* Malha Adaptada (tipo h) — 1037 elementos, 576 nos, egt =5.81% e egtu.. = 5.80 %
6* Malha Adaptada (Remeshing) — 5424 elementos, 2820 nds, egt=1.38% ¢ egty... = 0.60 %

Entretanto, apesar de conseguir avangar no tempo com um menor nimero de adaptagdes e
chegar ao final do processo com um erro médio menor do que a estratégia de adaptacdo tipo h,
como mostra a Tab (1), o processo de remeshing leva grande desvantagem no tempo gasto para a
simulagdo completa, sendo por volta de trés vezes mais lento.

Tabela 1 — Resumo Geral Tabela 2 — Tempo x Procedimento Adaptativo
Tipo Remeshing Tipo h Tolerdncia G'105ha' IG'Uha:Dihmi"]
Otd Tempo Total Otd Tempo Total hmin 0.35
Analise Numérica 6 159738 10 3%
adi i Tipo Remeshing Tipo h
Tempo“Medm Templln Médio No de Adapt = o

16°48 3'88 Erro Médio 7.30% 11,40%
Adaptacéo de Otd Tempo Total Otd Tempo Total Erro Médio (hmin) 6.70% 11,20%
Malhas e [ 9"75 10 5 Tempo Total 2513 4043

u — AT Mum. Méd. de Nos 1514 522

Interpolagao de Tempo Médio Tempo Médio Num. Méd. de Elem T 917
Resultados 1"63 "N Mum. Méd de Arestas 4399 1463

Essa desvantagem estd em que o processo de adaptacdo tipo h j& incorpora o procedimento de
interpolagdo e principalmente por conseguir formar malhas com menor nimero de entes
geométricos, fazendo assim com que a etapa da analise numérica seja conseqilientemente mais
rapida, como mostra a Tab.(2).

A seguir, o grafico da Fig. (13) mostra como o erro varia com o avango da frente para ambos os
processos. Como era de se esperar, a cada redefinicdo da malha, o erro ¢ reduzido de modo
consideravel, e cresce enquanto a frente de concentracdo do tracador move-se no dominio
discretizado pela malha até exceder a tolerancia pré-estabelecida.
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Figura 13 — Erro global x Passos no Tempo

Por fim, as Fig.(14-15) mostram as solucdes para ambas as alternativas no passo de tempo 20,
onde observa-se uma boa captura da frente de concentragdo em ambos 0s casos.

Fields Fields
10. 004 10.00-4

9. 00 3. 00

2. o0 7. 00

600 GGl

2. 00

1. 00

5 T T T T T T T T T -
0. T T T T T T T T T Lok 0.00 z3.339 47.3% 7138 3£.98 119.57
0.00 za.02 as.05 72.07 s6.10  1z0.1Z

Distance

Figura 14 — Concentracdo x Distancia Figura 15 — Concentracdo x Distancia
(Remeshing) (Tipoh)

9 - CONCLUSAO

Neste artigo, apresentamos brevemente duas estratégias automaticas adaptativas flexiveis
incorporadas a um simulador baseado no Método dos Volumes Finitos.

Também foram apresentados estudos de sub-problemas similares aos que ocorrem na pratica da
engenharia de reservatorios de petrdleo.

O uso das estratégias aqui descritas serdo empregadas em trabalhos futuros na simulag¢ao de
escoamentos bifasicos em reservatdrios de petroleo via formulagao do tipo IMPES.
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Abstract

Two different mesh adaptation tools, mesh embedding h type and remeshing, are presented in this
work. This tools work in a context of improvement of the approximation of the solution obtained
from the numerical analysis. The problems that are approached are model problems of numerical
simulation of petroleum reservoir. An edge-based unstructured finite volume formulation is adopted
for spatial discretization and a simple two-level explicit time step (Euler forward scheme) is used
for time integration. Finally, a posteriori error estimator based on gradient recovery is used to
control the adaptive procedure.

Keywords: Unstructured Mesh Adaptation, Finite Volume Methods, and Reservoir Simulation



