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Resumo. Neste trabalho, formulagdes implicitas (FI) sao adaptadas a metodologia GENS-
MAC, para a solu¢ao numérica de escoamentos bidimensionais, transientes, newtonianos e
incompressivets. Usando a formulag¢ao velocidade-pressao e variagoes do método de projecao,
o ambiente de simulacao FreeFlow2D ¢ utilizado para resolver numericamente as equacoes de
conservac¢ao, no contexto de diferencas finitas. Os termos difusivos nas equagoes de Navier-
Stokes sao tratados implicitamente por meio das formulagoes Implicita Regressiva (IR), Crank-
Nicolson (CN) e Adams-Bashforth/Crank-Nicolson (AB/CN). Os termos convectivos sao trata-
dos explicitamente por um esquema upwind de alta ordem limitado. Para escoamentos em canais
e jatos com superficies livres a baizos nimeros de Reynolds, as formula¢oes sao robustas e pos-
stbilitam um aumento considerdvel no tamanho do passo temporal. Resultados numéricos que
comparam muito bem com solugoes analiticas sao apresentados.
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1.INTRODUCAO

Nas ultimas décadas muitos esforcos tém sido dirigidos na obtencao de solucoes numéricas
de escoamentos de fluidos viscosos incompressiveis. Uma dificuldade bastante comum aparece
se esses escoamentos apresentam superficies livres, pois a presenca desses contornos envolve
problemas como: a propria configuracao da superficie livre deve ser determinada a cada passo
no tempo e o movimento da superficie livre é geralmente influenciado por fenomenos interfaciais.
Apesar desses inconvenientes existem varios métodos disponiveis na literatura especializada
para se resolver essa classe de problemas. A maioria desses métodos foram influenciados pelo
método MAC (Harlow and Welch, 1965). Métodos como de (Tomé and McKee, 1994) e outros
sao exemplos de técnicas numéricas baseadas no método MAC. A metodologia GESNMAC,
descrita por (Tomé and McKee, 1994) utiliza a técnica de variaveis primitivas utilizando a
formulagao velocidade-pressao e foi baseado no método de proje¢ao de Chorin (Chorin, 1967).

Atualmente, uma dificuldade na metodologia GENSMAC é sua formulacao explicita, pois
geralmente, a aplicagao de métodos explicitos requer um nimero elevado de ciclos computa-
cionais e, como resultado, pode consumir grande quantidade de memoéria, tempo de processa-
mento elevado e bastante espaco de armazenamento. Esses problemas ocorrem, freqiientemente,
em simulagoes onde o valor do namero de Reynolds é baixo (Re << 1) ou quando o refinamento
da malha é necessario para se obter uma solucao numérica mais precisa, pois o passo temporal
0t se torna muito pequeno. O valor de dt se torna muito restrito devido a condicao de estabili-



dade imposta pelos métodos explicitos, que envolvem o nimero de Reynolds e o espacamento
da malha. Uma alternativa para resolver esse inconveniente é aplicar formulagoes implicitas
para resolver as equacoes de Navier-Stokes. Uma motivacao para o uso de métodos implicitos
para as equagoes de Navier-Stokes é explorar a propriedade favoravel de estabilidade. O uso
dos métodos implicitos para as equacoes diferenciais parciais iniciou-se em 1947, quando Crank
e Nicolson (Crank and Nicolson, 1947) empregaram para a equagio da difusdo um método in-
condicionalmente estavel. Logo apds, em 1955 Peaceman e Rachford (Peaceman and Rachford,
1955) e (Douglas and Rachford, 1960) introduziram o primeiro método ADI (Alternating Di-
rection Implicit). A formulagao implicita em muitos problemas é a preferida, pela possibilidade
de avancar no tempo com 6t maiores do que dos métodos explicitos. Entretanto, usar a formu-
lagao implicita nao significa dizer que se pode usar qualquer tamanho do passo temporal, pois
quando resolve-se mais de uma equacao, o problema do acoplamento pode limitar severamente
o ot. Outra limitacao que pode surgir é nos problemas com superficies livres, pois nesse tipo
de contorno requer uma atencao especial em seu tratamento. Portanto, estudos do refinamento
de d0t, para se determinar uma solucao independente de 6t num dado nivel de tempo, devem
sempre ser conduzidos.

2.MODELO MATEMATICO

Em forma adimensional e conservativa, as equacoes que modelam problemas de escoamentos
de fluidos newtonianos incompressiveis sao

Ou 1, 1
E—FV.(uu)——Vp—i—EVu—kmg, (1)
V.u=0, (2)

em que t é o tempo, u = [u(z,y,t),v(x,y,t)] é o vetor campo de velocidades, p = p(x,y,t) é a
pressao dividida pela massa especifica e g = (g,, g,) é o campo gravitacional. Os parametros
adimensionais Re = LU /v e Fr = U/+/gL correspondem aos niimeros de Reynolds e de Froude,
respectivamente, em que L e U sao, respectivamente, as escalas caracteristicas de comprimento
e de velocidade, e v é o coeficiente de viscosidade do fluido.

3.METODO NUMERICO

Os métodos numeéricos propostos neste trabalho para resolver as equagoes de conservacao
Eq.(1) e Eq.(2) sao, basicamente, altera¢oes do método GENSMAC. O método GENSMAC
utiliza uma variante do método de projecao de Chorin (Chorin, 1967) para sua formulacao
matematica. Inicialmente, considera-se uma pressao tentativa p, imposta como sendo zero
na regiao de fluido, e calculada para as superficies livres através das condicoes de contorno
apropriadas. Logo, a partir da equacao Eq.(1) define-se um campo de velocidade intermediario
como

on

E_{—V.(uu)—Vﬁ+iV2u+ ! } (3)

Re Fr?

Geralmente, o campo de velocidade u nao é solenoidal, pois p # p. Para t = ty, considera-se
u(x,ty) = u(x,ty) satisfazendo as mesmas condigoes de contorno.



Neste trabalho, as principais alteracoes na metodologia GENSMAC foram as FI aplicadas
em duas variacoes dos métodos de projecao. O primeiro método de projecao utilizado pelas FI
na metodologia GENSMAC é o método de proje¢ao baseado em (Chorin, 1967) e conhecido
como métodos de projecao sem-pressao, e aqui denotado como PI. Este método elimina o
gradiente de pressdo tentativo da equagdo Eq.(3). Outra modificagdo nesta equagao é a apli-
cagdo de métodos implicitos para os termos viscosos, tornando a equa¢ao Eq.(3) de natureza
implicita na integracao temporal. Os métodos implicitos utilizados para o método P1 foram
os tradicionais Implicito Regressivo (IR) (ou Euler implicito) e Crank-Nicolson (CN). Com o
objetivo de tentar melhorar a precisao temporal, um método Adams de passo multiplo também
foi utilizado. Este método utiliza o método CN para os termos viscosos e 0 método Adams-
Bashforth, que é uma técnica explicita, para os termos convectivos da equacdo Eq.(3). Desta
forma, este método é conhecido como Adams-Bashforth /Crank-Nicolson (AB/CN). Portanto a
equagao Eq.(3), na forma discreta no tempo, aplicando o método P1 e utilizando as formulagoes
implicitas, é reescrita da seguinte forma

e P1 - Método IR

~ 6t 2~ n n 1 n

u—EV =u +(5t{—V.(uu) +F—702g } (4)
e P1 - Método CN

~ 5t 2~ _ ..n n ]' 2..n 1 n

u—2—R€Vu—u —|—5t{—V.(uu) +2R€Vu +F7’2g}' (5)
e P1 - Método AB/CN

~ 5t 2~ _ .n 3 n 1 n—1 1 2..n 1 n
u—Q—RGVU—u —l—(5t{—2V.(uu) +2V.(uu) +2R6Vu +F7“2g}' (6)

Utilizando a teoria dos métodos de projecao, tem-se que um campo de velocidade final
¢ decomposto por um campo de velocidade intermediario u e um gradiente de um potencial
escalar V. No método P1, a funcao escalar ¢ é calculada em todo dominio.

Baseado em um método de projecao com acréscimo da pressao, as FI foram aplicadas para
uma segunda variacao dos métodos de projecao. A conservacao do gradiente de pressao tentativa
na equacao Eq.(3) é a diferenga fundamental do método P1. No presente trabalho, o método
que conserva o gradiente de pressao serd denotado como P2. Da mesma forma que no método de
P1, os termos viscosos foram implicitados, reescrevendo a equacao Eq.(3) para P2, da seguinte
forma

e P2 - Método IR

ﬁ—%V%ﬁ—u”+6t{—v-(uu)"—vﬁ+%ﬂgn}- (7)

e P2 - Método CN

ﬁ—ivzﬁzu”—i—ét{—V.(uu)”—i—iv2 n—Vﬁ‘i‘Lgn}a (8)
2Re 2Re Fr?

e P2 - Método AB/CN

~ 6t 2~ _ .mn 3 n 1 n—1
u——Vu=u +5t{—2V.(uu) —|—2V.(uu) + 72

2Re

1
2.n ~ n
SR Veu" — Vp + g}. (9)



O desenvolvimento do método P2 utilizando FI, é analogo ao método P1, com a diferenca
que agora, p # 0 e sera calculada.

No método GENSMAC, a equacao de Poisson para o potencial 1) é aplicada para todo o
dominio que contém fluido, com as devidas condigdes de contorno descritas em (Tomé and
McKee, 1994). Nos métodos P1 e P2 utilizando FI, além da equagdo de Poisson, uma nova
equacao é imposta sobre o potencial 1) para as superficies livres. Essa nova equacao é calculada
pela equacao da pressao nas superficies livres

2 [0u , Ov , ou Ov -
v [t g (5 ) ] = "

onde (n,,n,) ¢ o vetor unitario normal a superficie, com as velocidades implicitas, ou seja, as
condicoes de contorno nas superficies livres também sao implicitadas.

A aplicacao dos métodos P1 e P2 para as formulacoes implicitas no GENSMAC resulta em
3 sistemas lineares esparsos: 2 devido as equagoes que calculam as velocidades intermediarias
e 1 devido ao calculo do potencial escalar 1. Quando se aplica as formulacoes implicitas,
como o método IR ou CN, os termos viscosos sao tratados de forma implicita, e desta forma
¢ necessario resolver os sistemas provenientes das velocidades u e v. Os sistemas lineares re-
sultantes das equagoes Eq.(4), Eq.(5), Eq.(6), Eq.(7), Eq.(8) e Eq.(9) sao esparsos, definidos
positivos e simétricos. Devido a essas propriedades, um método iterativo eficiente é o método
dos Gradientes Conjugados (GC). O sistema linear resultante para o calculo de ¥ é esparso,
mas nao-simétrico, e portanto o método iterativo utilizado foi o método dos Gradientes Bi-
conjugados com Precondicionamento (GBCP). Além do método GBCP existem outras alterna-
tivas recomendadas na literatura para problemas esparsos: os métodos GMRES (Generalized
Minimal Residual), PCGS (Preconditioned Conjugate Gradiente Squared) entre outros. Entre-
tanto, parece nao haver consenso de um método que seja claramente melhor.

3.1.Estabilidade dos Métodos P1 e P2 utilizando Formulagoes Implicitas

O uso de uma integracao temporal explicita na metodologia GENSMAC impde severas
restri¢oes aos valores permitidos de ¢ em problemas onde os termos viscosos da equacao Eq.(1)
sao predominantes. Em particular, esse tipo de problema ocorre quando o escoamento apresenta
numero de Reynolds baixo, os chamados creep flow.

A restricao do tratamento explicito dos termos viscosos exige que

Re [ 1 1\
st <5 (G + o) (1)

onde 0t,;sc € 0 passo temporal permitido pela condi¢ao sobre os termos viscosos. A aplicagao
das formulacoes implicitas, apresentadas neste trabalho, sobre os termos viscosos, como foi
feita nas equacoes Eq.(4), Eq.(5), Eq.(6), Eq.(7), Eq.(8) e Eq.(9), a principio pode eliminar a
restricdo Eq.(11). Desta forma, as restri¢des sobre dt para os métodos P! e P2 utilizando F1I,
sao mais relaxadas que na metodologia GENSMAC.

4.DISCRETIZACAO DAS EQUACOES

No presente trabalho, para resolver numericamente as equagoes Eq.(1) e Eq.(2) utilizam-se
formulagoes implicitas na metodologia GENSMAC. A malha utilizada é a malha deslocada ou
diferenciada (“staggered grid”) de Harlow e Welch (Harlow and Welch, 1965). Nesse tipo de
malha, a numeragao das incognitas na célula, como a pressao (ou outra componente ¢ do fluido),



segue a mesma numeracao da célula, e as velocidades, tem numeracao fracionéria. A técnica
de discretizagao utilizada para resolver o conjunto de equagoes Eq.(1) e Eq.(2) é o método
de diferencas finitas. No presente trabalho, os termos viscosos das equagoes Eq.(4), Eq.(5) e
Eq.(6), Eq.(7), Eq.(8) e Eq.(9) sao tratados de forma implicita e sao aproximados por diferencas
centrais de segunda ordem. A derivada temporal, dessas equacoes, é aproximada pelo método
de Euler explicito, enquanto que o gradiente de pressdo, presente apenas nas equagoes Eq.(7),
Eq.(8) e Eq.(9), é aproximado por diferengas centrais. Os termos convectivos das equagdes
Eq.(4), Eq.(5), Eq.(6), Eq.(7), Eq.(8) e Eq.(9) sao aproximados pelo esquema monotonico e
anti-difusivo VONOS (Ferreira et al., 2002). A equagao de Poisson é aproximada pelo operador
Laplaciano de cinco pontos.

5.RESULTADOS NUMERICOS

Nesta se¢ao, os métodos P1 e P2 utilizando Formulagoes Implicitas sao agora aplicados na
simulacao de escoamentos de fluidos newtonianos incompressiveis com superficies livres. Em
geral, os niumeros de Reynolds envolvidos nesses problemas sdo baixos (Re << 1) ocasionando
dificuldades na determinacao das solugoes quando aplica-se o método explicito. Essa dificuldade
ocorre devido as restri¢oes de estabilidade em 0t dos métodos explicitos. Tais restri¢oes podem
ser reduzidas utilizando formulagoes implicitas na metodologia GENSMAC. Porém, um cuidado
na aplicacao desses métodos implicitos é na escolha do passo temporal, para que nao interfira
na precisao dos resultados. Nesta secao, apresentam-se os resultados de simulacoes numéricas
obtidas com as formulagoes implicitas, para problemas bidimensionais na presenca de contorno
rigidos e/ou livres, para comparagoes com o método explicito original. As comparagoes tém
como objetivo principal, mostrar a eficiéncia dos métodos PI1 e P2 utilizando as formulacoes
IR, CN e AB/CN, em relagao ao método explicito em problemas de escoamentos com Re << 1.
Tal eficiéncia é clara nos resultados apresentados para o passo temporal, o nimero de iteragoes,
o tempo de processamento e outras propriedades importantes para comparar as formulagoes
explicitas e implicitas. Além das comparacoes entre os métodos que utilizam as formulagoes
implicitas e explicita, os resultados numéricos mostraram a diferenca entre a formulagao IR e
CN, para diferentes problemas e simulacoes. Em particular, os métodos numéricos foram apli-
cados aos seguintes problemas: Escoamento em um canal, para validar as técnicas numéricas, e
jato incidindo sobre uma superficie rigida, para verificar a eficiéncia dos métodos em problemas
com superficies livres.

Para o estudo da validacao dos resultados numéricos fornecidos pelos métodos P1 e P2
utilizando Formulagoes Implicitas, considera-se o escoamento de um fluido entre duas placas
paralelas. A solugdo analitica para este problema pode ser encontrada em (Batchelor, 1970).
Como exemplo para a validacao dos métodos numéricos deste trabalho, considere duas placas
paralelas separadas a uma distancia L = 1, formando um canal, que no inicio da simulacao
esta completamente vazio e o fluido é injetado na entrada do canal a uma velocidade prescrita
e com perfil do tipo parabolico. Os métodos PI1 e P2 utilizando as FI foram aplicados para
o escoamento de Hagen-Poiseuille sobre malha de 100 x 20 células computacionais (dx =
0y = 0.05m). A regido considerada para a anéalise dos resultados numéricos com a solucao
analitica para a velocidade na diregao z, dada por (Batchelor, 1970) é o meio do canal, apos
o escoamento estar plenamente desenvolvido. O escoamento atingiu o estado estacionario apos
t = 20s. Os valores de dt nas figuras e tabelas sao apresentados em segundos. Para melhor
avaliar os resultados numéricos, e mostrar a convergéncia dos métodos numeéricos apresentados
neste trabalho, foi feito o calculo do erro relativo (E,.;) na norma [5 entre as solugdes numéricas



e a solucao analitica. O erro relativo é dado pela equacao

E (uanah’tica - unumérica)2
E (uanalitica)2

B = (12)

Um fato interessante ocorre quando aumentou-se o valor de dt para o método P1, pois o
erro relativo, também aumentou, enquanto que para o método P2, mesmo com o aumento do
dt, o erro permaneceu constante. Esse fato pode ser observado pelas figuras Fig.(1), Fig.(2) e
Fig.(3), que apresentam o comportamento da convergéncia temporal dos métodos apresenta-
dos, para o escoamento de Hagen-Poiseuille com Re = 0.1. Portanto, pode-se concluir, que
eliminando o gradiente de pressao da equacao de conservagao de movimento Eq.(1), o método
P1 utilizando FI, tem precisao inferior ao método P2, para valores de dt bem superiores ao
permitido pelo método explicito. Por outro lado, o método P2 utilizando as formulacoes IR,
CN e AB/CN, apresentou resultados muito semelhantes entre suas formulagoes implicitas, com
erros relativos pequenos e resultados em boa concordancia com a solucao analitica. Utilizando
ainda o modelo do problema de Hagen-Poiseuille outras simulagoes foram realizadas sobre a
malha intermediaria, com diferentes valores de Re. Essas simulacoes tiveram o objetivo de
analisar a estabilidade das formulacoes implicitas, quando o nimero de Re diminui, isto é,
para problemas mais viscosos ou creep flow. A tabela Tab.(1) mostra os resultados dos valores
maximos de 6t permitidos pelas formulagoes implicitas e o pelo método explicito. Para os va-
lores de 0t apresentados na tabela, os métodos foram estaveis e nao apresentaram oscilagoes.
Novamente, os métodos que utilizam a formulagao IR admitiram valores para &t maiores que
as outras formulagoes, em particular, maiores que as formulagoes CN e AB/CN. Apesar da
diferenca de valores de 6t das formulagoes implicitas, os métodos P1 e P2 admitiram valores
para 0t bem maiores que o método explicito, isto é, todas as formulagoes implicitas, como era
esperado, superaram a restricao de estabilidade do método explicito GENSMAC.

Outra simulagao realizada utilizando os métodos P1 e P2 com as FI, foi o preenchimento
de uma caixa por um fluido newtoniano com Re = 0.01. Para este modelo, os parametros
L (diametro do injetor que escoa o fluido) e U (velocidade de entrada do fluido no inje-
tor) sao, repsectivamente, 0.05m e 1.0ms™!, uma malha de 100 x 100 células computacionais
(0, = 9, = 0.00050m) foi utilizada para todos os métodos, o campo gravitacional age sob o
escoamento e o tempo final das simulacoes foi ¢t = 5s. Mais uma vez foram realizadas compara-
coes entre os métodos que utilizam as formulacoes implicitas e explicita, verificando o valor
de 0t permitido para cada método, o nimero de iteracoes e o tempo de processamento, para
o tempo de simula¢ao ¢t = 0.28s. Os resultados sdo apresentados na tabela Tab.(2). Nova-
mente, as formulacoes implicitas superaram a restricao de estabilidade do método explicito,
como era esperado, e utilizaram menos iteragoes para se obter a solucao no tempo ¢ = 0.28s.
Com relacao ao tempo de processamento, os métodos P1 e P2 utilizando as FI foram bem
mais rapidos que o método explicito, determinando a solucao em ¢ = 0.28s. Em particular, o
método P2 utilizando a formulacao IR, apresentou melhores resultados de estabilidade entre
as formulacoes implicitas. Em todas as simulacoes, a formulacao IR com os métodos PI e
P2 apresentou-se mais estavel que as formulacoes que utilizam o método CN. Esse fato ocorre
porque o método CN tem seu erro contaminado com oscilacbes numéricas e o método IR nao
tem. Esse fato também foi observado por (Turek, 1996). Observa-se que o método GBCP,
utilizado nos métodos PI1 e P2 com as FI, convergiu para a solu¢ao com niimeros razoaveis de
iteragoes. Portanto, mesmo nao existindo resultados que garantam sua convergéncia, o método
GBCP mostrou-se eficiente.
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Figura 3: Erro relativo na norma [, para a velocidade v e os métodos PI e P2 utilizando a
formulagao AB/CN.

Tabela 1: Limite de estabilidade para dt(s) no escoamento de Hagen-Poiseuille, com diferentes
valores para Re.

Meétodo Re =10.1 Re =0.01 Re = 0.001 || Re = 0.0001
Explicito 25x107° || 25 x10°% [ 25 x 1077 | 2.5x 1078
P1-IR 1.25x 1072 | 1.25 x 1072 || 1.25 x 1072 || 1.25 x 1072
P1-CN 5.0 x 107* | 5.0 x 107 || 5.0 x107% || 5.0 x 10~
P1-AB/CN || 50 x107* [ 5.0 x 107° | 5.0x107° || 5.0x 1077
P2-IR 125 x 1072 | 1.25 x 1072 | 1.25 x 1072 || 1.25 x 1072
P2-CN 50x 107% | 5.0x107° || 5.0x 1076 | 5.0 x 107
P2-AB/CN || 5.0 x107* [ 5.0 x 10 | 5.0 x 107 || 5.0 x 1077

Tabela 2: Resultados para o escoamento de um jato preenchendo um caixa de L = 0.05m,

U=10ms"', Re=0.01 no instante ¢t = 0.28s.

Método at(s) Numero de iteragoes | Tempo de processamento-(m:s)
Explicito 5.0 x 1078 5599980 4326 : 43
PI1-IR 3.0 x 107° 112000 738 : 23
P1-CN 1.0 x 107 280000 1108 : 57
P1-AB/CN | 1.0 x 107 280000 1149 : 01
P2-1IR 6.0 x 107 8960 54 : 51
P2-CN 1.0 x 107 280000 1047 : 44
P2-AB/CN | 1.0 x 10 280000 1059 : 18

6.CONCLUSAO

As formulacoes implicitas apresentaram um desempenho satisfatorio nos problemas tran-
sientes com superficie livre. Os métodos PI1 e P2 apresentaram diferentes resultados na simu-




lacao de um escoamento no canal. Como foi observado nas figuras Fig.(1), Fig.(2) e Fig.(3), o
método P1 utilizando as formulacoes implicitas apresentou erros maiores que o método P2. Os
resultados mostram que é necessario diminuir o passo temporal 6t no método P1 para que este
apresente erros a um nivel aceitavel. Nas simulagoes de jatos, os resultados numéricos obtidos
pelos métodos P1 e P2 utilizando as formulagoes implicitas foram proximos entre si e daquele
do método explicito. Os resultados comprovaram a capacidade desses métodos de simularem
problemas com superficies livres. Os resultados numéricos mostraram que as formulagoes im-
plicitas superaram a condicao de estabilidade do método explicito. Entretanto, as formulacoes
CN e AB/CN introduziram oscilagoes, e como consequéncia, o valor de ot permitido foi mais
restrito do aquele da formula¢ado IR. Embora as formulagoes CN e AB/CN tenham permitido
um passo temporal maior que o método explicito, a formulacao IR mostrou ser mais estavel
permitindo valores para dt bem maiores. Porém, recomenda-se escolher o valor do passo tem-
poral com muito cuidado, para que a precisao numérica nao seja afetada. Mesmo utilizando
formulagoes implicitas, um estudo sobre 0t a ser utilizado deve ser feito com muita atencao.

Um dos objetivos principais deste trabalho foi a comparacao das formulacoes implicita e
explicita. Propriedades como o valor do passo temporal dt, a precisao numérica, o nimero
de iteracoes e o tempo de processamento foram apresentadas em tabelas comparativas. Em
todas as simulacoes, as formulagoes implicitas superaram o valor do passo temporal do método
explicito, sendo que em alguns casos, o dt foi aproximadamente 500000 vezes maior que o do
método explicito. Os métodos P1 e P2 utilizando as formulacoes implicitas apresentaram
erros proximos ao do método explicito com ntmero de iteracoes bem menor. O tempo de
processamento exigido pelas formulacoes implicitas foram significativamente menores que a
formulacao explicita.
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Abstract. In this work, implicit schemes are studied with the purpose of adapting them to
the two-dimensional GENSMAC method, for the numerical solution of unsteady newtonian
incompressible flows. Using the velocity-pressure formulation and different projection methods,
the FreeFlow2D simulation system is employed to solve the conservation equations in the context
of finite-difference. The viscous terms in the Navier-Stokes equations are implicitly treated
via the Implicit Backward (IR), Crank-Nicolson (CN) and Adams-Bashforth/Crank-Nicolson
(AB/CN) schemes. The convective terms are explicitly discretized by an upwind high-order
limited scheme. For channel and jet flows with low Reynolds number and with free surfaces,
the schemes are robusts and allow for larger time steps. Numerical results that compare very
well with the analytic solutions are shown.
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