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Resumo: Este artigo tem por objetivo apresentar um procedimento para o calculo da incerteza
associada ao diametro de uma esfera inspecionada em uma Maquina de Medir a Trés Coordenadas
(MM3C). Para se estimar a incerteza de medicéo foi utilizado 0 método da modelagem matemética,
tomando-se como base recomendacdes internacionalmente aceitas e descritas no ISO GUIDE. No
célculo da incerteza tridimensional foram consideradas as incertezas dos pontos medidos na
superficie da peca analisada e as incertezas associadas aos estimadores do método de ajuste que
define a geometria inspecionada (diametro da esfera). O procedimento utilizado é simples,
transparente, mas trabalhoso, pois requer o calculo de multiplas derivadas simbolicas, nas
diversas etapas necessarias para expressar a dimensao final avaliada. Uma vez calculadas tais
derivadas, os resultados completos das medi¢bes de diametro de esferas, efetuadas na MM3C,
podem ser determinados independente da dimensdo ou do posicionamento da pega no espago de
trabalho da maquina.

Palavras-chave: incerteza tridimensional, Maquina de Medir a Trés Coordenadas, propagacao de
incerteza, 1ISO GUIDE.

1. INTRODUCAO

Atualmente, todo resultado de uma medicdo deve ser acompanhado por um valor que indica a
qualidade desse resultado. Isto requer, segundo normas nacionais e internacionais que seja
acrescentada ao resultado da medicdo a incerteza a ele associada.

A incerteza associada ao resultado de uma medicdo pode ser avaliada estatisticamente, atraves
da variacdo de todos os fatores que influenciam a grandeza medida. Se os recursos financeiros e a
disponibilidade de tempo fossem ilimitados e/ou se existisse uma grande quantidade de
instrumentos similares para se efetuar a inspecdo requerida de forma extensiva, uma boa estimativa
seria facilmente determinada através do desvio padrdo dos resultados encontrados. Na pratica,
porém, isto € impossivel.

A busca da melhor maneira de calcular a incerteza de medicdo e de introduzi-la nas normas de
qualidade resultou na publicacdo, em 1993, de um documento intitulado “ISO GUM to Expression
of Uncertainty in Measurement” (ISO GUIDE, 1993).

Este documento tem sido adotado pela comunidade metroldgica de diversos paises e apresenta
critérios e regras para expressar e combinar as diferentes componentes de incerteza de medigéo,
através da utilizacdo da lei de propagacao de incerteza.
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Os procedimentos descritos no 1ISO GUIDE podem ser aplicados de forma simples para
medices realizadas em instrumentos convencionais e em medicdes por comparacao, porém muitas
vezes isto exige calculos laboriosos.

Nas medicdes a trés coordenadas, entretanto, esses procedimentos ndo podem ser aplicados de
forma direta. Os resultados de medigdes realizadas em uma Méquina de Medir a Trés Coordenadas
(MM3C) sdo determinados a partir de pontos espaciais levantados sobre a peca, que definem a
caracteristica inspecionada, através de um programa computacional. Desta forma, no célculo da
incerteza de medicdo, incerteza tridimensional, devem ser levadas em consideracdo as incertezas
associadas a esses pontos espaciais e as incertezas associadas aos coeficientes da curva de ajuste
que definem a geometria medida.

Analisar todas as incertezas associadas ao calculo da caracteristica dimensional desejada e
combina-las de forma que oferecam a incerteza de medicdo é um trabalho arduo que requer o
calculo de multiplas derivadas simbdlicas, nas diversas etapas intermediarias, necessarias para se
expressar a dimensdo avaliada.

Este artigo apresenta as etapas necessarias para estimar as incertezas tridimensionais associadas
aos diametros de esferas. O procedimento apresentado foi baseado nas recomendacdes descritas no
ISO GUIDE.

2. INCERTEZA TRIDIMENSIONAL

Diferentes métodos podem ser utilizados para determinar a incerteza tridimensional: método do
comparador, método do teste de desempenho e método do modelo matematico (Phillips, 1995).

O método do modelo matematico parece ser 0 mais promissor para a determinacdo das
incertezas das medicGes. Ele visa estimar a incerteza através de um equacionamento que descreve a
relacdo entre a variavel resposta do instrumento de inspecao e as variaveis envolvidas na medicao
que afetam o valor do mensurando. Assim sendo, 0s passos necessarios para estimar a incerteza de
medicdo utilizando a modelagem matematica sdo, de acordo com os procedimentos do ISO GUIDE:
identificar todas as fontes de incerteza; descrever a relagdo matematica entre a variavel resposta da
inspecdo e todas as variaveis que contribuem com alguma componente de incerteza; determinar as
incertezas padrdo (e também seus tipos: Tipo A ou Tipo B) das varidveis que afetam o
comportamento do instrumento e calcular a incerteza de medicdo a partir das incertezas padrdo
individuais, através do uso da lei de propagacao de incertezas.

Para medicGes unidimensionais, executar os passos descritos acima é relativamente simples. A
determinacdo da incerteza de medicOes a trés coordenadas, no entanto, € mais complexa e
trabalhosa.

Durante um processo de medigdo em uma MM3C as coordenadas (xi,y;,zj) dos pontos

dispersos sobre a superficie da pec¢a séo obtidas atraves de um sistema Optico-eletrénico e utilizadas
pelos programas computacionais, incorporados a maquina, para definir as caracteristicas
geométricas e dimensionais desejadas. Assim sendo, a incerteza de medicdo a trés coordenadas é
estabelecida a partir das incertezas associadas aos pontos coordenados e as incertezas associadas
aos parametros, obtidos pelo método que ajusta a geometria e que determina a caracteristica
inspecionada.
Para obter a incerteza de uma medicéo realizada em uma MM3C, com base nos procedimentos
descritos no ISO GUIDE, é necessario:
- identificar as fontes de incerteza;
- construir um modelo matematico que gere 0 mapa de erros da maquina, ou seja, determinar
a relagdo entrada-saida do sistema da maquina, onde todas as fontes de incertezas relevantes
para a inspec¢do sao interpretadas como as entradas e as componentes do erro volumétrico as
saidas. Normalmente, as coordenadas dos pontos pertencentes ao volume de trabalho da
maquina sdo consideradas as variaveis de entrada;
- determinar a incerteza de cada ponto coordenado medido na superficie analisada. A
incerteza de cada um desses pontos € o resultado da combinacdo das incertezas dos pontos



observados na calibracdo e das incertezas associadas as outras varidveis de entrada,
propagadas através das equacdes que descrevem o erro volumétrico (Orrego, 1999). Desta
forma, tem-se a nuvem de incerteza de cada ponto medido pela maquina na superficie da
peca inspecionada;

- utilizar um método matematico (minimos quadrados, por exemplo) para ajustar a geometria
ao conjunto de pontos medidos na superficie da peca;

- determinar as incertezas associadas aos estimadores do método de ajuste, propagadas através
das expressdes dos estimadores;

- determinar a incerteza padrdo combinada da caracteristica requerida.

Executar os passos acima implica no calculo de multiplas derivadas parciais que sdo expressdes

especificas da caracteristica analisada.

3. INCERTEZA ASSOCIADA AO DIAMETRO DA ESFERA

As maquinas de medir coordenadas determinam o valor do didmetro de uma esfera a partir de
um conjunto de N pontos (N >4) medidos na superficie esférica. A maquina, a partir das
coordenadas dos N pontos, utilizando um programa computacional, determina os parametros da
esfera que melhor se ajustam a esses pontos. Neste trabalho utilizou-se 0 método dos Minimos
Quadrados.

3.1. Método dos Minimos Quadrados

O modelo matematico, Eqg. (1), descreve a relacdo existente entre os N pontos medidos na
superficie esférica, onde (x.,y.,z.) € 0 centro e R o raio da esfera.

(x—xc)2 +(y-ye)? +(z-2.)? =R? (1)

Com o objetivo de linearizar os residuos, utilizou-se a mudanca de varidvel expressa na Eq. (2),
obtendo-se assim, a equacdo de minimos quadrados, Eqg. (3).

p=x2+ys+2z5 -R? )

MQ:Z[—Z-xi Xe—=2-Yj Ye—2-Zj -zc+p+(xi2+yi2+zi2) 2 (3)

Entdo, a esfera que melhor ajusta os N pontos medidos foi obtida determinando as derivadas
parciais de MQ em relacdo aos parametros X, Y, Zc € p e igualando-as a zero. Ao realizar 0s

calculos e escrever essas equagdes na forma matricial, obteve-se o sistema de equagbes normais
dado pela Eq. (4).
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Utilizando a notacdo fornecida nas Eq. (5) — Eg. (15), foram obtidas como solucdo do sistema

(4) as Eq. (16) — Eq.(19).
A=—4-3xyi Y xizi +4- Y x2S yiz;
B=—4-(Yxzj)* +4-Xx7 Y77
C=-4-(Txjyi)* +4-x7 - T y?
P=2-3Xi- Y Xiyi -2 X7 Dy;
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D=2-P

E=2-Q
F=-2-YXiyi - TXi (X2 +yf +27) +2- X7 - Xy (7 +y? +27)
G =-2-) Xjzj ~in(xi2 +yi2 +zi2)+2~2xi2 ~Zzi(xi2 +yi2 +zi2)
H:—Z-ZXE-Z(xinry?+zi2)+2-2xi -in(xiz+yi2+ziz)
T=-2-(3x;)?+2-N-3x?

= i :

_—[(A-E—B-D)-(A-F—C-G)]+(A2—B-C)-(A-H—D-G)
B (A2-B-C)-(A-T-D-Q)-[(A-P-C-Q)-(A-E-B-D)

_(A-F-C:G) (A-P-C-Q)
(A?-B-C) (A?-B-C)

G-Q-p—-B-z
Yo = Qi c
_.(2 2 2)
oo 2K XXy XXz 2Xi i +Yi +7
c = 2P 2 YT g et 2
Z.in in ZXi Z-ZXi

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)
(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

Determinados o parametro auxiliar p e as coordenadas do centro da esfera, calculou-se o raio

pela Eq. (20).

2 2 2

(20)



3.2. Incerteza de Medigao associada ao Diametro da Esfera

Para avaliar a incerteza de medicdo a trés coordenadas, primeiramente é necessario conhecer as
coordenadas dos pontos medidos e as incertezas associadas a cada uma dessas coordenadas. Essas
incertezas podem ser estimadas, como citado acima, pela combinacdo das incertezas dos pontos
observados na calibracdo dos erros, propagadas através das equacfes que descrevem as
componentes do erro volumétrico da MM3C (Zirondi, 2002, Valdés, 2003). Neste trabalho supde-se
conhecidas tais incertezas.

A incerteza de medicdo associada ao didmetro da esfera, ou analogamente ao raio da esfera, foi
calculada utilizando a lei de propagacdo de incerteza em todas as etapas do célculo de R, expressa
na Eg. (20).

As derivadas parciais necessarias para determinar a incerteza dessa medicao serdo expostas na
ordem em que elas devem ser calculadas.

As primeiras a serem avaliadas sdo derivadas parciais das variaveis auxiliares A, B, C, D, E, F,
G, H, P, Q e T. Para cada uma dessas variaveis foram obtidas 3 expressdes relacionadas as
coordenadas X;, yi e z;j (Vieira Sato, 2001). As notagdes utilizadas para essas derivadas parciais sao
apresentadas na Eq (21), onde considerou-se VAR uma variavel auxiliar qualquer (isto ¢, VAR €
U={A,B,C,D,E F,G,HPQT}.

oVAR OVAR o oVAR
oxi oy 0z;

(21)

Observe que, para cada ponto medido na superficie esférica os valores dessas derivadas parciais
devem ser calculados.

De posse das derivadas parciais das variaveis auxiliares, sdo determinadas as expressodes para as
derivadas parciais dos parametros da esfera.

« derivadas parciais do parametro p
A derivada parcial de p em relagdo a uma coordenada qualquer w; (w; sendo X, Yi ou z;) do

op

ponto i medido na superficie esférica pode ser descrita pela Eq (22), onde VAR é a derivada
parcial de p em relacdo a uma dada variavel auxiliar.
o _ 5 { op _aVAR} 22)

o derivadas parciais do parametro z. ( coordenada z do centro da esfera)
A derivada parcial de z; em relagdo a uma coordenada qualquer w; é dada pela Eq. (23),

C

0z , . . « ., - 0z , .
onde VAR é a derivada parcial de z. em relagdo a uma dada variavel auxiliar e —< é a derivada

op

de z; em relacdo ao parametro p.

0z,

_ ¥ [ (23

0Z¢ .aVAR}FﬁzC. op
aWi VAReU
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e derivadas parciais do parametro y. ( coordenada y do centro da esfera)



A derivada de y. em relacdo a uma coordenada qualquer w; do ponto i é dada pela Eq (24), onde

Ne é a derivada parcial de y. em relacdo a uma dada variavel auxiliar, Ve é a derivada de y.

VAR op
emrelacdoa p e Zy—cé a derivada parcial de y. em relacdo ao parametro z..
Zc
¢ . { ¢ _aVAR}_i_GYC_ op +8yC_aZC (24)

o derivadas parciais do parametro x. ( coordenada x do centro da esfera)
A derivada de x. em relacdo as coordenadas de um ponto i qualquer s&o dadas nas Eq (25) - Eq.
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e derivadas parciais do raio da esfera
Obtidos os valores das derivadas parciais dos parametros da esfera em relacdo a cada uma das

coordenadas dos N pontos medidos na superficie esférica, deve-se calcular as derivadas parciais do
. . n oR OR OR OR
raio da esfera em relacdo a seus parametros: , , e —.
Xe Oye Ozg  Op

Finalmente os coeficientes de sensibilidade podem ser determinados. A Eq. (28) apresenta o
calculo a ser efetuado, onde w; € uma das coordenadas de um ponto i qualquer medido na superficie

esférica.

R _ R X R & R 2, R op 28)
a\Ni aXC 8Wi 6yc a\Ni OZC a\Ni op 8Wi




e incerteza associada ao didmetro
A incerteza padrdo combinada do raio R, equivalentemente a do didmetro, da esfera é dada pela

raiz quadrada de u?(R), Eq. (29).

2R)= (a—R} Tube P+ 3 [a—Rj TR +

k=1\ OXk k=1\ Yk

2
N (oR
2
22 )
k=1\9Zk

Como pode ser observado, a determinacgéo da incerteza associada ao didmetro da esfera requer
o calculo de mdltiplas derivadas simbdlicas, nas diversas etapas intermediarias, necessarias para

expressar essa dimensao.

(29)

4. CONCLUSOES

Ao finalizar este trabalho conclui-se que:

» 0s procedimentos descritos no 1ISO GUIDE podem, eficientemente, ser aplicados para avaliar
a incerteza associada as medicOes a trés coordenadas, apesar de ndo serem especificos para tais
avaliacdes;

» uma vez determinadas as expressdes para o calculo da incerteza associada diametro da esfera,
seu valor pode ser estimados independente da dimensdo da superficie esférica e de seu
posicionamento no volume de trabalho da MM3C;

» outras contribuicBes de incerteza podem ser acrescentadas a Eg. (29), se forem consideradas
relevantes para estimar a incerteza associada a medicdo do didmetro.

» procedimentos analogos podem ser aplicados a outras caracteristicas (tais como diametro de
circulos, distancia entre pontos, distancia ponto-plano) (Viera Sato, 2001).
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THREE-COORDINATE OF THE SPHERE DIAMETER

Denise Pizarro Vieira Sato
Centro Universitario da FEI (UniFEI); Av. Humberto A. Castelo Branco, 3972, S&o Bernardo do
Campo — SP — Brazil — 09850-901; e-mail: denise@4all.com.br

Benedito Di Giacomo
Dep. Mech Eng. — EESC - University of Sdo Paulo — Brazil, e-mail: bgiacomo@sc.usp.br

Rosenda Valdés Arencibia
Dep. Mech. Eng., EESC — University of S&o Paulo — Brazil; e-mail: arvaldes@sc.usp.br

Abstract. This paper aims to present a procedure to calculate the uncertainty associated with the
sphere diameter, inspected in a Coordinate Measuring Machine (CMM). To estimate the
measurement uncertainty was used the mathematical modeling method, following the
internationally accepted recommendations described at the ISO GUM. The three-dimensional
uncertainty was established from the uncertainty of the measurement points on the surface under
consideration and the uncertainty associated with the parameters of the adjustment method that
defines the inspected characteristic (sphere diameter). The procedure used is simple, transparent,
but laborious, because requires the calculation of many symbolic derivatives in the all necessary
stage to define the dimension evaluated. Once these derivatives are known, the complete results
from the inspections made in the CMM are calculated independent of the dimension or position of
the piece in the machine working volume.

Keywords. three-dimensional uncertainty, Coordinate Measuring Machine, propagation of
uncertainty, ISO GUIDE.
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