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Resumo. O calculo da cinematica de manipuladores paralelos requer, em geral, a velocidade nos pares
cinematicos passivos, ndo existentes em manipuladores seriais. A lei de malhas de Kirchhoff fornece uma
relacdo de interdependéncia entre os pares cinematicos de cada uma das cadeias fechadas do manipulador
paralelo. Neste trabalho, tal relacédo é expressa como uma equacao matricial, com base na teoria de grafos
e de helicéides, que ao ser resolvida explicita a cinemética no espago dos pares cinematicos. O célculo da
cinematica é realizado no manipulador planar paral8lB R R e encontra-se uma solugéo simbdlica fechada,

além do reconhecimento das configuragdes singulares.

dPaIavr?s-chavecinemética, manipuladores paralelos, lei das malhas de Kirchhoff, teoria de helicoides, teoria
e grafos.

1. INTRODUCAO

Em manipuladores paralelos, diferentemente dos seriais, nem todos os pares cinematicos sao atu-
ados. Para a solucao da cinematica de um manipulador paralelo € preciso calcular a velocidade nos
pares cinematicos nao atuados (passivos).

A lei das malhas de Kirchhoff, normalmente utilizada para diferencas de potencial, é adaptada
para a cinematica de uma cadeia cinematica fecHadei€s, 198) e (Davies, 200D Esta adapta-
¢ao possibilita encontrar o conjunto de movimentos instantaneos (heligiros) transmitidos pelos pares
cinematicos independentes (atuados) aos outros pares da cadeia em uma configuracdo dada.

O método conduz a uma formulacdo matricial que, adicionalmente, facilita solu¢cées computacio-
nais e detecta singularidades. Entretanto n&o existem restricdes nem casos especiais para a aplicaca
do método. Para a adaptacao da lei de Kirchhoff € necessério o uso da teoria de grafos como ferra-
menta fundamental para a geracdo das matrizes empregadas no método.

Neste trabalho, este método é apresentado através de sua aplicacdo sobre a cadeia cinematica de
uma plataforma planar de trés graus de liberda@B R (Tsai, 1999.

Inicialmente, constréi-se o grafo de acoplamento da cadeia cinematica da plataforma planar e
explicam-se alguns dos conceitos basicos da teoria de grafos. Na sequéncia, gera-se o grafo de mo-
vimento da cadeia cinematica. Finalmente, por meio da adaptacdo da lei das malhas de Kirchhoff,
calcula-se a matriz que contém a informacéo dos movimentos instantaneos interdependentes, de todos
0s pares cinematicos da cadeia fechada.
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2. GRAFO DE ACOPLAMENTO DE UMA CADEIA CINEMATICA

Uma cadeia cinemética € um circuito formado por elos, unidos por meio de pares cinematicos,
capazes de ter movimento relativo, como o mecani8RBRmostrado na Figl, contido no plano
xy. O grafo de acoplament@. de uma cadeia cinematica representa cada elo da cadeia por meio
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Figura 1: Mecanism8RRR no planozy, ondep = AB = FE =GHeq=BC =ED =HI

de umno n (identificado por um nimero) e cada par cinematico da cadeia por meio darasta

e (identificada por uma letra). Todos os nés estao unidos pelas arestas de forma fechada. Se a cada
uma das arestas do grafo impde-se uma direcdo, obtém-se um digrafo (grafo direcionado) da cadeia
cinematica. A Fig2 mostra o grafo direcionad@. do mecanism@RRR, comn =8 ee = 9.

Figura 2: DigrafoG correspondente ao me- Figura 3: DigrafaG /G, correspondente ao
canismo3RRR. mecanism@3RRR

Alguns conceitos utilizados na teoria de grafégg¢hu and Reed, 196%ais como: percursq
malhae corda, sdo definidos na sequiéncia. Percurso: sequéncia de arestas onde o no inicial da aresta
seguinte é o no final da aresta precedente. Malha: percurso fechado no qual o né inicial e final é
o mesmo. Arvore: subgrafo conectado do grafo, que contém todos os nés do grafo mas nenhuma
malha; um grafo pode ter varias arvores associadas. Corda: arestas do grafo omitidas em uma arvore
pré-selecionada.

Uma das formas de representacdo matricial das malh&g dea matriz convergénci[@](lxe)l,

outra forma comum é a matriz de adjacéncia.



onde! indica o nimero de malhas (filas g&]) e e 0 nUmero de arestas (colunas|d@g). Cada um
dos elementos(;) de[B]; . €é:

e 0, se a malha nao inclui a arestag,
e |1, se 0 sentido positivo da malh@std no mesmo sentido da arestacluida nesta malha e
e —1, se 0 sentido positivo da malli@sta no sentido oposto ao da aresitacluida nesta malha.

Para o mecanism®R RR, escolhnem-se como cordas as arestas(z, que geram = 2 malhas.
A Fig. 3 mostra as cordad e GG (linhas em negrito) e as malhas, e M.
Assim, a representacao matricial das duas mallige M de G é:

ABC D E F G H I
111 1 1 1 0 00 My . (1)

B=10 00 -1 -1 -1 1 11 Mg,

3. GRAFO DE MOVIMENTO DE UMA CADEIA CINEMATICA

O grafo de movimentd-,,; € um grafo de acoplamento no qual as arestas representam somente
pares cinematicos que permitefn= 1 grau de liberdade. Assim, cada uma das arestds-d@ar
cinematico direto cony graus de liberdade), é substituida goarestas (pares cinematicos de um
grau de liberdade) erf¥,,;. As arestas substitutas sdo colocadas em série e com 0 mesmo sentido da
aresta original. Entre as arestas substitutas apargcerh nés (elos) ficticios com o objetivo tnico
de mediar og pares cinematicos.

Cada conjunto d¢ arestas dé&-,,, que representam uma aresta(de, define o movimento de
um par cinematico direto. Cada uma daarestas destes conjuntos define um movimento simples
(um grau de liberdade). Tais movimentos, em conjunto, determinam o sigtel@anovimentos
permitido pelo par cinematico direto, representado pela aresta de

No mecanism@R R R cada uma dasarestas permitem apenfs= 1 grau de liberdade; portanto,
nao se observa a substituicdo de arestas. Consequentemente, o digrafo de mavimeotdigrafo
de acoplament6/ da Fig.3, para o mecanismdR R R, S&0 iguais.

O sistema# do par cinematico direto entre dois elos €, em geral, o sistema de movimentos que
um dos elos tem relativo ao outro quando eles apenas estdo unidos diretamente (o qual € o caso do
manipulador serial). As unides indiretas (devido as cadeias fechadas) imp8em mais restricées sobre o
movimento que 0s pares cinematicos diretos, assim o grau de libefaadee dois elos diretamente
acoplados e j, em cadeia aberta, pode ser reduzido. O grau de liberdade redizido f entre
dois elos diretamente acopladas;, em cadeia fechada, deve-se a restricdo apresentada pelos outros
pares cinematicos (unides indiretas entre os dois elos) da cadeia fechada.

Define-se, entdo, o grau de liberdade brijtala cadeia cineméatica como o0 somatorio simples

F, = 21 2)

de todas as arestas d&, onde cada aresta representa um grau de liberdade. Para o mecanismo
3RRR o grau de liberdade bruto calcula-se a partir dos pares cinematjdesC, D, F, F', G, H e
I, conseqiientementg = 371 =9

Analogamente ao digrafG., o digrafoGG,, também possui uma matriz que representa as malhas
do digrafo: [BM](wb), onderl;, > e, isto €, 0 nUmero de arestas €ty pode ser maior que o nimero
de arestas ey, mas nao menor.

Para encontrar a representacdo matridial| das malhas dé/,, é suficiente reescrever a ma-
triz [B] repetindo-sef vezes consecutivas as colunas|B¢ correspondentes as arestas que foram



substituidas (as quais devem ter o mesmo sentido da aresta original). Devido a inexisténcia de pares
cinematicos conyf > 1 ndo ha substituicbes de arestas para o0 mecarigihit?, consequentemente
a representacdo matricid®,,| das malhas dé&',,;, do mecanismo, é a mesma dada [g8jr

A BC D E F G H I
B o_p_ [l 11 1 1 10 00 My . (3)
M=2=10 0 0 -1 -1 -1 1 11 Mg

4. LEI DAS MALHAS DE KIRCHHOFF

Para a adaptacéo da lei das malhas de Kirchhoff ao caso cinematico é preciso interrelacionar os
heligiros de todos os pares cineméticos pertencentes a uma mesma malha de maneira que 0 movi-
mento (heligiro) de um elo em relacéo a si préprio seja nulo. Assim, a matriz de heligiros unitarios
diretos (cadeia aberta) dos pares cinematidgsé restringida pela matri,,, que relaciona os he-
ligiros dentro de cada malha, formando a maflz de heligiros unitarios relacionados (devido ao
“fechamento” da cadeia).

Sejad (1 < d < 6) a ordem minima do sistema de helicoides (sistéjnae qual pertencem
todos osF;, heligiros da cadeia cinematica. Assim, gera-se a m@ifﬂz] (dx F,) due representa todos
os heligiros (unitarios) dos pares cinematicos diretos , ou seja, 0s heligiros permitidos para cada par
cinematico sem as restricdes do resto dos pares cinematicos da cadeia cinematica; cada coluna de
[MD](dbu) € o heligiro unitario de uma aresta @g; (heligiro de 1 grau de liberdade).

Dado que o mecanisntRRR é planar,d = 3, unicamente se consideram trés coordenadas de
PlickerP, Q e N (Hunt, 1978, portanto a matriz de heligiros unitarios é dada por

R A B, ¢, D, E, F, (G, H, I, P
Mp=| -A, -B, -C, -D, -E, —F, -G, —H, —I, Q 4)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 N

onde a< filas representam as coordenadas de Plucker e cada unig datinas representam o
heligiro instantdneo em cada par cinematicgfde 1 grau de liberdade.

E possivel expressat/,, em funcdo dos angulos das juntas, ver Eigem um instante determi-
nado (a matriz se encontra aqui transposta por motivos de espaco),

P Q N
i 0 0 11A
pS, —pCy 1B
qua + pSa _qcba - pczz 1 C
A qSfe +pS —qCse —pCr—k 1 |D
MD - fpSf ! —prf —];{3 1E (5)
0 —k 1| F
w —% 1|G
pSy+w —pCy — & 1 |H
| qShg + Sy +w —qChg—pCy— % 1|1

sendoC; = cos by, Cy. = cos(ff + 6.), Sy = sinby, Sy = sin(0y + 6,) etc.

Devido a interrelacéo restritiva entre os pares cinematicos, é necessario encontrar uma matriz de
heligiros unitérios para toda a cadeia cinematica que contenha a informacao dos heligiros dos pares
cinematicos mas considerando a restricdo dos outros pares cinematicos da cadeia fechada.

A partir do digrafoGG,; do mecanism@RRR, Fig. 2, observam-sé = 2 malhas (/4 e M) .

Por sua parte a lei das malhas de Kirchhoff requer que, para cada malha, a somas das componentes
P seja zero, idem para as componend@es N (i.e. d = 3). Isto indica que o heligiro de um elo com



respeito a si mesmo, expresso pelos heligiros de todos os pares cinematicos da malha, é nulo, assim,

a lei das malhas fornec& = 6 equacdes.

Para a expresséo matricial da lei das malhas é necessario extaiiizes diagonais d# ], 1,
naformalBi p, .y, ¢ = 1.2, ...,1, onde os elementos da diagonal &g, . ,, s@o os elementos da

fila i de[Bw],, ), de tal modo que a matriz de heligiro unitario do manipule{ﬂbr,](dwb) é:

[MD} (dbu) [Bl] (FbXFb)
. [MD (dx Fp) By (FyxFp)
[MN](leFb) - [MD} (dx Fy) [Bf‘i (Fyx Fy) (6)
_[MD} (dxFp) [Bl} (FoxFy) 1 (dix )
e a lei das malhas se apresenta na forma
[MN](dleb)[‘I’] (Fyx1) — [O](dlxl) (7)

denominadaquacao de restrigéoonde[\lf](Fbxl) indica o vetor das magnitudes (amplitudes) dos

heligiros: velocidades angulares ou translacionais.
O célculo deM y para o0 mecanism®R R R resulta em:

A, B, C, D, E, F 0
~-A, -B, -C, -D, —E, —F, 0
- 1 11 1 11 0
Mv=1"9 0o o0 -D, -E, —F, I, ®)
o o 0 D, E, F —1,
0 0 0 -1 -1 -1 1|

e o vetor de amplitudes compreende as velocidades angulares nos pares cinematicos:
T
U=[Uy Vg Vo ¥p Vg ¥p Vg Uy U, |, 9)

ondeV¥; corresponde a magnitude da velocidade do par cinematiea

5. SOLUCAO CINEMATICA DENTRO DO ESPACO DAS JUNTAS

Os manipuladores paralelos, diferentemente dos seriais, contém pares cinepagsoassalém
de pares cinematicagtivos A velocidade em um par cinematico ativo € determinada por um atu-
ador externo (elétrico, hidraulico, pneumatico etc.). Entretanto, a velocidade nos pares cinematicos
passivos é funcao das velocidades nos pares cinematicos ativos devido ao fechamento da cadeia cine-
matica.

Portanto, em geral, para resolver a cinematica de um manipulador paralelo € necessario encontrar
as velocidades nos pares cinematicos passivos. Porém, existem alguns métodos baseados na geome
tria (Tsai, 1999 ou na reciprocidade entre helicéidé&ildiero et al., 200)Lpara anular o efeito das
velocidades nas juntas passivas sobre efetuador final. Esta se¢éo apresenta a solugdo da cinematic:
dos pares passivos por meio da solugcéo da equacao de restricao.

E possivel apresentar a equacao de restricdo em fun¢éo unicamente das magnitudes dos heligiros
de pares cinematicos primarios ou independentes.

Inicialmente, destaca-se o possivel fato de uma ou maifl iabkas da equacao de restricao serem
redundantes. Assim a cadeia cinematica esta simultaneasuméerestringida Tal fenébmeno pode



ocorrer devido ao uso de um valor danaior que 0 necessario (por exemplo ugat 6 para um
manipulador planar ondé = 3) ou quando a cadeia estd em uma configuragdo singular. Assim, o
postomn de[My] 4, r,, determina o grau de restri¢éo liquida, como

Cy=dl —m (10)

e entdoCy filas (equagoes triviai® = 0) podem ser retiradas C{MN](C”X ) reduzindo-a para
[J\Z/N](meb) e a equacao de restrigao resulta em

[MN](meb)[\Ij](Fbxl) = [O](mxl) (11)

Para o caso do manipulad®RRR o postom = 6, logo, 0 grau de restricdo é nulty = 0 e
portanto ndo ha reducéo de filas na mattiz.

Quandod! condicdes sdo dadas paraincognitas, significa que estas incognitas podem ser ex-
pressas poFy (Fy < Fp)incégnitas, ondé’y representa o grau de liberdade liquido, de redundéancia
cinemética ou mobilidade, dado em fun¢éo do pestda matrizMN, como

Fy=F —m, (12)

ou seja 0 numero de variaveis necessarias para descrever todos os movimentos do manipulador con-
siderando todos os pares cinematicos envolvidos. Conseqlientemente, para o mariputatior
grau de liberdade liquido Ey = 3.

Portanto, é possivel expressar a Hd) €m funcdo de'y variaveis independentes ou primarias,
as quais determinam o valor das variaveis restantes (secundarias ou dependentes).

Para expressar o vet{)lﬁ]( 1) €M funcdo das magnitudes primarias é necessario selecionar um
conjunto conveniente dey variaveis dentre a8, de[¥] , .., , de tal forma a gerar dois subvetores
dentro dg¥] 5, .y

® [U] gy x1) COM as magnitudes primarias e

o [V]

(mx1) COM as magnitudes secundarias;

simultaneamente reorganiza-se as colunas da n@MM(
matrizes

) de modo a separa-la em duas sub-

m><Fb

o [My] ) referente a pares cinematicos secundarios e

(mxm
o [Mn](,.xr,) referente a pares cinematicos primarios.

de modo que

. o [\IJ] (mx1)
“MN} (e M) <meN>} | = (13)
[ ](FN><1)

manipulando a equacao anterior

[MN] (mxm) [\Ij] (mx1) - [MN] (mXFn) [\I}] (Fyx1)? (14)

encontra-se o vetor das variaveis secundarias em funcao das primarias:

J/

~ 1 ~
[\Ij] (mx1) — _\[MN} (mxm) [MN} (mxFn) [\D] (Fnx1)’ (15)
7



A eq. (15) indica semelhanca entre a matfiz a matriz jacobiana tradicional de robds seriais e
paralelos.

E importante destacar que ap6s a selecéo das variaveis primarias e a reorganizacao fiasmatriz
0 posto da sub-matri[Z\ZN](mxm) deve continuar senda; caso contrario, um ou mais pares cinema-
ticos primarios encontram-se em uma configuracao singular. Para cada par cinematico escolhido, que
seja instantaneamente singular o postde [MN](me) diminui em uma unidade.

Para a aplicacdo do método no manipulag8iBR R, selecionam-se as juntas F' e G como
primarias, de modo que a Ed.5) se converte em

@,
Ve v,
Yo — (7] wr (16)
Vg v
Uy ¢ 1 3x1)
| Pr (6x1)
com
B, C, D, E, 0 01774 F 0]
-B, -C, -D, —E, 0 0 ~A, —F, 0
5_| 1 1 1 1 0 0 1 1 0
|0 o -D, —-E, H, 1, 0o -F, G,
0 o D, E, —-H, —I, 0o F -G,
0o o0 -1 -1 1 1| | 0 -1 1 | a7
[ Y(HI,ED,AC) —§(ED,DF)§(HC,CI) §(DC,CE)§(H _)‘
Y(HI,ED, AB) §(ED,DF)§(HB, BI) —0(DB, BE)J(HG,GI)
1| 6(BA,AC)0(HE, EI) Y(HI,BC,FE) S(HE,EI)§(CB _E)
~d | —0(BA,AC)§(HD, DI) —T(m B_O,ﬁ) —§(CB,BD)j(HG,GI)
~3(BA, AC)s(ED, DI) —6(ED, DF)§(CB, BI) —~Y(BC,ED,GI)
| —0(BA,AC)§(ED, DH) §(ED, DF)(S(C’ H) 7Y(BC,ED,GH) |
sendo
d=0(HI,0I)§(BC,ED)+6(DE,OFE)§(CB,IH) + ¢(BC,0C)§(DE, TH)
§(aB,7) = + 18
(a8,77) By Yy Ty Qy Oy My ty By (18)

T (B, ym, v§) =0(a3, OB)d(vE, i) + 6(Vr, Op)d (v€, Bar) + 0(v€, O)d (1, fav),
dadoO a origem do sistema, ou sefa, = 0e O, = 0.

Destaca-se que a condicdo geométrica que conduz a anulacédo daféngQgmaralelismo entre
os dois parametros, segmentos de teta 77, da funcao.

Observam-se configurac¢des singulares quando a npmj]qum) perde o posto completo e, con-
seqlentemente, o seu determinante é nulo. Quando o mecanismo se encontra em uma configuracao
singular ndo é possivel determinar as velocidades dos pares cinematicos secundarios. O mecanismo
3RRR apresenta configuragdes singulares quando as retas definid&®CpdrD e HI s&do con-
correntes a um mesmo ponto ou quando estas sao paralelas (concorrentes a um ponto no infinito).
Destaca-se que estas singularidades séo iguais as observadas para a cinematica direta do manipuladc
3RRR (Daniali et al., 199%se as juntas atuadas consideradas sdo as mesmas.

6. CONCLUSOES

Aplicando a lei de malhas de Kirchhoff e as teorias de grafos e de helicoides foi obtida a solucéo
cinematica para um manipulador paralelo plad¥aR R, na forma simbdlica fechada.



O método apresentado, aplicavel a qualquer cadeia cinematica fechada, permite resolver instanta-
neamente a relacdo de velocidades entre pares cinematicos ativos e passivos, e estabelecer as condi
¢Oes que induzem a configuragdes singulares, em fungcéao dos parametros geomeétricos do manipulador.

Através deste exemplo verifica-se também a semelhanca na relacéo entre espacos de velocidade
em manipuladores seriais (espaco das juntas - espaco operacional) e manipuladores paralelos (espacc
das juntas ativas - espaco operacional ou espaco das juntas ativas - espaco das juntas passivas).
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Abstract. To determine the parallel manipulator kinematics, generally, is necessary to know the velocities in
passive kinematics pairs, that do not appear in serial manipulators. An interdependence relationship among
the parallel manipulator (closed chain) kinematicoloairs is supplied by the Kirchhoff’'s mesh law. This rela-
tlonshlle is expressed as a matrix equation, based on screw and Eraph theory, that evidences the kinematics
in the kinematic pairs space. The planar parallel manipula&8®R R kinematics is developed and a closed
symbolic solution is found, in addition singular configurations are identified.
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