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Resumo. Desenvolve-se um modelo computacional que venha auxiliar a melhoria do projeto de um
elemento estrutural, com a otimizagdo de sua forma e a necessidade de obtencdo de resultados
confidveis adaptando-se a malha final. O processo é automatico com a utilizacdo de um elemento
finito triangular linear com expansdo na interpolacdo através de seus lados com hierdrquico de
grau p=2. Tanto a forma como a malha sdo otimizados utilizando-se 0 método adaptativo de
relocacdo nodal (método r). Para a forma utiliza-se o0 balanceamento da energia de distorcéo dos
elementos finitos atraves das anélises sobre um model o fisico e sobre um modelo geométrico. Para
a malha, da forma final otimizada, utiliza-se o balanceamento do erro de discretizacéo,
determinado baseando-se na norma da energia de deformacdo. Exemplos de aplicacdo encontrados
na bibliografia relativa ao assunto sdo utilizados para avaliagdo do modelo proposto.

Palavras-chave: elemento finito hierarquico, método adaptativo, otimizacao estrutural.
1. INTRODUCAO

Otimizacdo de forma de elementos estruturais € assunto de grande interesse para engenheiros
projetistas. Por muito tempo, este campo de pesquisa tem merecido grande atencdo da comunidade
de andlise numérica e muitas técnicas de otimizacdo tem sido desenvolvidas e usadas com sucesso.

Como a andlise estrutural é uma parte integrante do sistema de otimizag&o, 0 progresso da
otimizagdo estrutural muitas vezes depende fundamentalmente do desenvolvimento de um bom
modelo de elementos finitos. Vérios fatores afetam a confiabilidade do modelo de elementos finitos
dentre os quais podem ser citadas a discretizacdo do modelo, o tipo de elemento, as propriedades
dos materiais e 0s parametros de analise do problema. Em todas as andlises numéricas que usam
este tipo de ferramenta a questdo mais comum € a geracéo e regeracdo de malhas em busca da
precisao das solucdes.

Kikuchi (1983) define que o método adaptativo de elementos finitos proporciona uma
capacidade de andlise iterativa que da uma posicéo estimada de erros de aproximagao tal que os
usuarios podem controlar qualitativamente os modelos. Baseado nisto, um procedimento adaptativo
automatico gerador de malhas de elementos finitos otimizadas, ndo s6 aumenta a produtividade do
engenheiro como também implica em maior confiabilidade das soluges.

A formulacdo matematica do problema de obtencdo de malhas Gtimas quase nunca é Unica, ja
que diferentes critérios de “otimalidade’ podem ser usados. Como exemplo pode-se citar a situacéo
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em que se utiliza como critério, a minimizacdo dos erros de discretizacdo da maha de elementos
finitos onde diferentes medidas de erros podem ser utilizadas, acarretando diferentes malhas 6timas.

Uma eficiente formulacdo do elemento € particularmente importante nestes problemas onde
muitas malhas podem ser geradas na busca da solugdo de um problema especifico. Elementos
triangulares tém um papel importante nos métodos adaptativos numa andlise com o MEF, Peraire et
al (1987), Roberti and Melkanoff (1987) e Zienkiewicz et a (1989). Esses elementos possuem uma
polinomial completa e, portanto, oferecem certas vantagens sobre os elementos quadrilaterais os
quais empregam polinomiais com termos “parasiticos’, Shephard et a (1980), Serpa (1991) e
Zienkiewicz et a (1971). Observa-se, ainda, pelas discussdes em Zienkiewicz et al (1983) e Szabo
et a (1981), que as vantagens do elemento triangular aumentam com o uso da formulacdo
hierarquica.

O problema de otimizacéo de forma, em que a fronteira do dominio constitui uma incégnita, €
de enorme interesse para 0s projetos em engenharia. O mesmo tem sido objeto de estudos recentes,
se beneficiando do desenvolvimento verificado nas técnicas de programacdo matemética e nos
métodos de representacéo grafica e modelagdo geomeétrica, bem como da evolucéo dos programas
de eementos finitos. Tais estudos possibilitam o surgimento de vérias técnicas, tanto para a
modelagem da geometria, como para o caculo das sensibilidades, e mesmo para o algoritmo de
otimizacao.

Levando-se em conta que o progresso da otimizacdo muitas vezes depende do desenvolvimento
de um bom modelo de elementos finitos, este trabalho apresenta o desenvolvimento de uma técnica
para estimar erros numéricos que aparecem na discretizacdo de problemas bidimensionais,
utilizando-se o elemento finito triangular hierarquico com funcdo de forma quadrética. Verificase a
existéncia da homogeneidade do erro ao longo do dominio nos elementos onde caso esta ndo ocorra,
0s nos livres pré estabelecidos serdo realocados em funcdo da diferenca de gradiente do erro,
reiniciando-se uma nova andlise do modelo fisico otimizando a maha automaticamente. S&o
avaliados dois métodos adaptativos usando realocacdo nodal (método r): método heuristico e
método geomeétrico.

E proposto um método de otimizagdo de forma com base no método de otimizagdo de malha
delineado anteriormente. Enquanto o método adaptativo proposto para otimizar a malha leva em
considerac&o o desbalanceamento do erro de discretizacdo do modelo, a formulagdo da otimizacdo
de forma leva em conta a densidade de energia de deformagéo por distorcdo dos elementos finitos.
O critério de otimalidade utilizado foi o da méxima densidade de energia de deformacdo por
distorcéo.

Um cddigo numérico em linguagem Fortran F32 € implementado permitindo o acoplamento do
otimizador de forma com o otimizador de malha de forma iterativa e automética.

A avaliacdo da potencialidade dos métodos é feito através da otimizacdo de algumas estruturas
citadas na literatura e, com os resultados obtidos verifica-se a eficiéncia e a razéo de convergéncia
dos métodos propostos.

2. METODOSADAPTATIVOS

Varios fatores afetam a confiabilidade das solucdes por elementos finitos dentre os quais podem
ser citados a discretizacdo do modelo, o tipo de elemento, as propriedades dos materiais e 0s
parametros de andlise do problema. A maior tarefa nas andlises numeéricas, é a geragdo e regeracao
das malhas de elementos finitos em busca da precisdo das solucbes. Portanto, um processo
adaptativo para gerar automaticamente e aperfeicoar uma maha de elementos finitos ndo apenas
aumentard a produtividade do engenheiro mas também assegurard mais precisdo a solucao.

Os métodos adaptativos atualmente utilizados sdo: o método r, que conserva fixo o nimero de
graus de liberdade; o método h, que refina os elementos da malha com a introducéo de novos
elementos;, o método p, que aumenta a ordem das polinomiais de interpolagdo e os métodos que
associam h com p e p com r. O método r é 0 mais antigo dos métodos adaptativos. As vantagens e



as desvantagens da otimizacdo da maha através de reposicionamento dos pontos nodais dos
elementos finitos sdo discutidos por Cheng (1993).

A limitacdo do método r € a fixacdo dos graus de liberdade em modelos de elementos finitos. A
menos que a andise comece com um nuimero suficiente de elementos, as iteracbes podem apenas
melhorar as solucfes, mas a convergéncia resultante ndo pode necessariamente ser corrigida. Em
resumo 0 método r possui as seguintes caracteristicas importantes. conserva o nimero de graus de
liberdade fixo, produz um mau condicionamento numérico devido a sua limitagdo inerente de
distorcer os elementos e, sua formulagdo envolve geralmente funcdes néo lineares.

Um ponto estudado neste trabalho € a formulacdo na busca de implementar um estimador de
erro, de maneira a automatizar numericamente a otimizagdo de malhas. O programa desenvolvido
utilizaum estimador de erro de discretizagdo dos elementos usando como base a norma da energia
de deformacéo, correspondente as variaveis hierérquicas, apesar de existirem algumas limitacoes,
tais como: distorcdo do elemento, complexidade geométrica e problema de convergéncia.

Cheng (1993) mostrou que dependendo da discretizacdo inicial 0 método r € muito eficaz aém
de ser de simples implementac&o. Por isso é que foi o escolhido visando obter-se um novo formato
da maha de formata gue se tenha controle na uniformidade do erro ao longo do modelo.

2.1 - Otimizagédo de malha de elementos finitos, utilizando o método derelocacdo nodal
2.1.1- Método 1 —-Método Heuristico

O erro por elemento pode ser estimado, em termos da energia de deformacéo, correspondente as
variaveis hierérquicas como:

"e"z :{uh}T [Khh] {uh} (1)

onde:
{a, b} representa os novos graus de liberdade hierérquicos introduzidos, conforme mostraa Fig. 1 e
Kh amatriz de rigidez dos parémetros hierarquicos.
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Figura 1 - Par@metros hierérquicos do elemento triangular

Considerando e, como uma pressfo negativa agindo num elemento finito do modelo
para um
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geométrico da estrutura, Clapis (1999), o vetor das forcas nodais equivalentes, {D}
elemento triangular linear é dado por,
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Impondo-se as condigbes geométricas de que a forma do contorno ndo deve ser aterada e
levando-se em conta a superposicéo dos vetores {D}e para todos os elementos, obtém-se um vetor

de carga nodal equivalente global, {D}.

Tem-se portanto novas condigbes de contorno e consequentemente uma nova equagéo de
equilibrio global. A direcdo {d }O do movimento dos nés com uma ou duas direcdes livres para se
moverem pode ser obtida de:

[K]o{d}o = {D}G €

onde:
[K]0 é amatriz de rigidez obtida do modelo geométrico, {d }, é a“diregdo de busca’ onde procura-

se homogeneizar a distribuicdo da densidade do erro de discretizagéo e {D}G € 0 vetor carga nodal
equivalente global.

Através de uma busca unidimensional, utilizando-se 0 método da secante, calcula-se o fator de
escala (I *), o qual minimizard a norma do vetor desbalanceamento ou sgja:
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onde {x} é o vetor de coordenadas dos nGs moveis.

Devido a relocacéo nodal, a densidade do erro de discretizagdo também se altera e 0 processo de
busca é redlizado de modo iterativo com a andlise de novos modelos fisicos discretizados. O
programa executa automaticamente o balanceamento dos erros entre os elementos, usando o método
do gradiente conjugado para gerar novas direcBes de busca no caso de ndo haver convergéncia
numa determinada direcdo. A condi¢do de 6timo para o problema € que o erro de discretizacdo seja
uniformemente distribuido ao longo de todo o dominio.

2.1.2- Método 2 — Méodo Geométrico
Considere um n0 e os elementos finitos circunvizinhos ao mesmo, Fig. 2. Sendo o centréide de
cada elemento o0 ponto onde atua uma forca atrativa, com origem no n6 “comum” e intensidade o

indicador de erro do elemento, a resultante destas forcas nos fornece uma nova posi¢éo do no, caso
exista desequilibrio entre os indicadores dos erros de discretizacdo na regido considerada, Cheng
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Figura 2 — Esguema de reposicionamento nodal



A soma das contribui¢des de todos os el ementos circunvizinhos, para a coordenada x, vale:

Q | * m-1
L oaex-x)
Xm:er]n1+ - *n
a e

()

n

onde m indica o nimero da iteraco, x, € % S80, respectivamente, a posicdo do nd considerado e
dos centréides dos elementos circunvizinhos, e € é o erro por elemento finito. Este pode ser
estimado, em termos da norma da energia de deformagdo, Eq. (1), onde o critério de parada € a
homogeneizacdo do mesmo ao longo do dominio.

Analogamente para a coordenada y, tem-se:

2 e* - m-1
e T ©
Nota-se que apenas 0s nos dos Vvértices do elemento tem a permissdo de moverem sendo que 0s
nos do meio do lado, se houver, ndo podem participar do processo de reposicionamento. Suas
coordenadas sdo localizadas no meio entre os nés da extremidade. Este processo tem natureza
iterativa onde os nos se movem em direcéo aos elementos de indicador de erro maior até ndo se ter
diferenca nos indicadores de erro dos elementos ou a relocacdo dos nos tornar-se suficientemente
pequeno.

2.2 - Otimizagdo de forma
2.2.1 - Critério da densidade da energia de distor ¢do

O critério da méxima densidade de energia de distorcdo, equivaente ao critério de von Mises,
estabel ece que a densidade da energia de deformacgédo distorcional unitaria, no ponto mais critico de
uma peca, ndo deve exceder a densidade da energia de deformacdo distorcional unitaria no limite
eléstico, no ensaio de tragdo (ou compressao).

A densidade de energia de deformacdo distorcional é aquela energia associada com a mudanca
de forma do corpo. A densidade de energia de deformacédo total Ly pode ser dividida em duas
partes. uma gque causa a mudanca volumétrica Uy e a outra que causa a distor¢éo Up, Boresi (1992).

Em termos das tensdes principais infinitesimais a densidade de energia de deformacdo de
distorcéo pode ser escrita como:

(Sl' S2)2"'(82 '53)2"'(53' 51)2

U. =
° 12G ()
onde G é o mdédulo de cisalhamento.
Sabendo-se que a tensdo cisal hante octaédrica pode ser escrita como:
1
toc=§\/(31'82)2+(52'53)2+(53'51)2 (8)

Substituindo-se (8) em (7) obtém-se a seguinte equacdo que representa a densidade de energia
de deformacéo por distorcéo:

(1+n)t2 (9)

UD = E oct !
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onde para a maxima energia de distor¢édo no estado uniaxial de tensdo (s, =s,,,S, =S, =0)
tem-se:

s? t2
U =_ ou U =_Y 10
Diax 6G Dimax ZG ( )

onde
Syp =tensdo de escoamento no teste uniaxid

t,, = tensdo de escoamento no teste de torgdo

2.2.2 — Algoritmo proposto de otimizagao de forma

Baseando-se no significado da palavra heuristico, conjunto de regras e métodos que visam a
descoberta, & invencdo ou a resolucdo de problemas, € proposto um método de otimizagdo de forma
com base no método de otimizacdo de maha delineado anteriormente. Enquanto o método
adaptativo proposto leva em consideracdo o desbalanceamento do erro de discretizacdo do modelo,
aformulacdo da otimizacdo de formaleva em conta o desbalanceamento da densidade de energia de
deformagao por distor¢cdo dos elementos finitos. O critério de otimalidade utilizado foi o da méxima
densidade de energia de deformacéo por distor¢cdo, de forma que os elementos com menor energia
migrem para as éreas onde as densidades de energia sGo maiores.

Considere-se U como uma pressdo negativa agindo num elemento finito do modelo
geométrico da estrutura, o vetor das forgas nodais equivalentes, {D}e , para um elemento triangular é
dado por:

oh,=u | y (11)

Da superposicdo dos vetores {D}e para todos os el ementos obtém-se um vetor de carga nodal
equivalente global, {D}G . A diregéo {d}O do movimento dos nds pode ser obtido de:

[K]o {d}o :{D}G (12)

onde [K]o € amatriz de “rigidez” obtida do modelo geométrico.
Portanto, {d}0 , passa a ser uma “direcdo de busca’ onde procura-se homogeneizar a distribuicdo

da densidade de energia de distor¢ao,

MINII\gIZAR 1{D({x}+a{d} )} (13)

onde {x} é o vetor das coordenadas nodais dos nos livres para realocarem-se nas duas ou em uma
das diregoes.



3. AUTOMACAO DOSALGORITMOSDE OTIMIZACAO DE FORMA E DE MALHA

O cbdigo numérico implementado em linguagem Fortran F32, Fig. 3, acopla o otimizador de
forma com o otimizador de malha de forma iterativa e automética.
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Figura 3 — Fluxograma de acoplamento do agoritmo otimizador de forma com o otimizador de
maha

O otimizador de forma calcula a energia de deformagao de distor¢éo por elemento finito e busca
iterativamente a forma 6tima: apds a solugdo do modelo fisico a forma é aterada através de uma
nova equacdo de equilibrio, com a matriz de rigidez levando em conta as variaveis livres da forma.
Estas variaveis, solucdo da nova equacdo de equilibrio, tendo agora como vetor carregamento 0s
desbalanceamentos das energias de distor¢do, modificam o contorno baseando-se nas novas
condicdes geométricas de contorno.

O otimizador de malha permite através de um médulo adaptativo, estimar o erro em problemas
bidimensionais, utilizando elementos triangulares hierérquicos com funcdes de forma de grau 2.
Automaticamente, segundo a formulacgdo, verificase se existe uma homogeneidade do erro ao
longo dos elementos e, caso esta ndo ocorra, 0s nos livres, pré-estabelecidos, serdo deslocados em
funcdo da diferenca de gradiente do erro reiniciando-se uma nova andise do modelo fisico com um
novo modelo de discretizagéo.

Exemplo de aplicacdo — Devido a sua dupla simetria, mostra-se somente um quarto do modelo
fisico, Fig. 4(a) e somente um quarto do modelo geométrico, Fig. 4(b), de uma placa de espessura
1,0 mm submetida & tracdo de 125 N/mn¥, com médulo de easticidade E = 2,1 x 10° N/mn? e



coeficiente de Poisson n = 0,3. O dominio foi discretizado com 32 elementos finitos triangulares
hierarquicos com funcdes de forma de grau 2.

A figura 5 apresenta a forma finad da placa e a otimizagdo da maha utilizando o método
heuristico (b) e o méodo geométrico (c).

'

(b)

Figura4 — Um quarto de placatracionada: () modelo fisico, (b) modelo geométrico

(@) Otimizacdo de forma — 278 iteracOes

(b)

(©

Figura 5 — (a) Otimizacdo de formafinal, (b) método heuristico, () método geométrico



Tabela 1l — Erros por elemento

Elemento Formaotimizada Oti n)i zagdo de’M_aI ha Oti rpi zacdo de M aha
Erroinicia Método Heurigtico Método Geométrico

1 2.191174 2.428500E-02 2.497169E-02
2 2.473081E-01 1.189856E-03 6.217425E-04
3 2.066274E-01 7.335092E-04 2.311274E-03
4 4.290413E-01 2.629987E-03 1.135969E-03
5 6.774571E-02 6.767084E-04 1.094526E-03
6 2.072238E-02 8.372062E-04 6.431725E-04
7 1.393173E-02 8.839565E-04 4.987532E-04
8 1.229644E-03 9.140649E-04 6.399896E-04
9 1.372671E-01 8.667409E-04 1.153504E-03
10 6.572072E-02 2.513173E-04 9.366649E-04
11 5.058056E-02 3.469718E-04 1.498412E-03
12 2.320584E-02 3.390697E-04 1.273426E-03
13 5.971841E-02 3.128323E-04 5.244081E-04
14 1.981397E-02 1.840835E-04 2.802002E-04
15 8.964916E-03 3.687757E-04 3.398948E-04
16 2.228327E-02 8.684052E-04 8.467504E-04
17 2.168512E-02 2.915656E-04 5.718893E-04
18 9.148778E-02 1.524131E-04 3.970376E-04
19 9.299842E-03 2.577795E-04 7.193620E-04
20 4.377422E-02 2.476977E-04 2.247860E-03
21 2.858675E-02 1.713733E-04 6.270391E-04
22 1.065695E-02 1.909552E-04 6.145454E-04
23 3.290315E-02 2.920835E-04 9.858983E-04
24 2.221642E-02 4.230796E-04 1.700999E-03
25 6.924326E-02 3.669001E-04 1.037353E-03
26 8.606635E-03 2.499745E-04 1.062402E-04
27 2.658546E-02 2.880578E-04 9.539691E-05
28 7.767927E-02 2.977756E-04 3.092370E-03
29 7.230744E-02 2.844484E-04 1.169518E-03
30 1.444705E-01 2.863866E-04 1.640087E-04
31 1.066790 4.680355E-04 1.424453E-04
32 1.746358E-01 5.849716E-04 7.526134E-03

4. CONCLUSOES

O problema de otimizacgo de forma foi formulado utilizando um método iterativo consistente
baseado num principio heuristico em vez de uma formulacdo puramente matematica, acoplado ao
método dos elementos finitos, o qual basicamente foi a ferramenta principal que nos levou a atingir
0s objetivos previamente estabelecidos, que € o acoplamento do otimizador de forma com o
otimizador de malha de forma iterativa e automética.

Observa-se no exemplo de aplicagdo que o modelo proposto se comportou muito bem pois a
forma otimizada, de acordo com os critérios estabelecidos, convergiu para uma geometria que
fisicamente era de se esperar. Apesar de apresentar-se como um modelo simples de implementacéo,
na bibliografia relacionada com o assunto, ndo se encontra exemplos similares para efeito de
comparagao.

De acordo com a Tab. 1, otimizando-se a malha final, os erros por elemento obtidos tanto pelo
método heuristico como pelo método geométrico diminuem, mostrando-se principalmente para o
caso heuristico que pequenas ateraces na maha podem aterar substancialmente o resultado
tornando-se o modelo final mais confiavel.
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Abstract. This work grows a computer model that comes aid the improvement of the project of a
structural element, with the optimization in your shape and the need of obtaining of realiable
results adapting the final mesh. The process is automatic with the use of a linear triangular finite
element with expansion in the interpolation through your sides with hierarchical of degree p=2. As
much the shape as the mesh are optimized being used the adaptive method based on nodal re-
allocation. For the shape the balancing distortion energy of the finite elements is used through the
analyses on a physical model and on a geometric model. For the mesh, in the final shape optimized,
the balancing the error discretization is used, certain basing on the norm of the deformation
energy. The potentiality of the proposed method is evaluated through some examples from the
literature.
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