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Resumo. Projetos estruturais sdo desenvolvidos sob diversas fontes de incerteza. Com isso, a
seguranc¢a de uma estrutura ndo pode ser garantida totalmente. Porém, o projeto deve ser efetuado
e deve existir um numero que possa mostrar o qudo seguro é este projeto. Aléem disso, a estimativa
do risco pode ser usada para comparar alternativas de projeto. O primeiro passo para avaliar a
confiabilidade de uma estrutura é decidir quais sdo os pardmetros de carregamento e de
resisténcia X;s relevantes, bem como a fun¢do que os relaciona. Em seguida, aplicar metodologias
para o risco de ocorrer falha. Diversas metodologias probabilisticas baseadas nas distribuicoes de
probabilidade das variaveis aleatorias envolvidas tém sido desenvolvidas e o estudo destas é o
escopo principal deste trabalho. Neste trabalho os métodos de Monte Carlo, Integra¢do Numérica,
FOSM e ASM foram implementados e aplicados em um problema estrutural descrito por oito
variaveis aleatorias com distribui¢oes de probabilidade diversas. Para cada metodologia foi
calculada a probabilidade de falha da estrutura. O método Monte Carlo, por se tratar de um
método exato, serviu de comparagdo com as demais metodologias. O método FOSM ndo obteve
bons resultados, enquanto que o ASM apresentou uma boa aproximacgao.

Palavras-chave: 1) Confiabilidade, 2) Monte Carlo, 3) Integra¢ao Numérica, 4) FOSM, 5)ASM.
1. INTRODUCAO

Projetos estruturais sdo desenvolvidos sob diversas fontes de incerteza. Com isso, a seguranca de
uma estrutura ndo pode ser garantida em 100% devido a condi¢des de carregamentos futuros
inesperados, a falta de conhecimento das propriedades interiores dos materiais, ao uso de
simplificagdes para prever o comportamento de estruturas sob determinado carregamento, as
limitagdes nos métodos numéricos usados, ao erro humano etc. Porém o projeto deve ser efetuado e
deve existir um nimero que possa mostrar o quao seguro ¢ este projeto. Além disso, as estimativas do
risco de falha podem ser usadas para comparar varias alternativas de projeto. O primeiro passo para
avaliar a confiabilidade de uma estrutura ¢ decidir quais sdo os parametros de carregamento e
resisténcia, chamados de varidveis bésicas Xjs, relevantes e a funcdo que os relaciona.
Matematicamente esta fun¢ao pode ser escrita como:

Z:g(Xl,Xz, X3, cees Xm) (1)
onde X, X», ..., X, sdo varidveis associadas a capacidade da estrutura suportar um modo especifico

de falha e as solicitagdo atuantes sobre a mesma. Assim, para determinados valores de X = (X, Xz,
X3, ..., Xu) pode-se especificar a condi¢do da estrutura quanto a possibilidade de falha, ou seja:
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- Para g(X) > 0, ndo havera falhas;

- Para g(X) = 0, o sistema est4 no limite, ou seja, esta na iminéncia de falhar;

- Para g(X) < 0, havera falha na estrutura;

O problema fundamental em confiabilidade estrutural ¢ o célculo da seguinte integragdo que
define a probabilidade de falha:

P, =ProblgX<0]= [ f(Xdx )

g(X=0

onde X=[X,,..., X, ]sdo0 as variaveis aleatorias relevantes, ou variaveis de estado; f(X) ¢ a fungdo de

densidade de probabilidade conjunta das variaveis X; g(X) ¢ a fungdo de estado limite que define a
integridade da estrutura; g(X) <0 define o dominio de falha e P,¢ a probabilidade de falha.

Diversas metodologias probabilisticas tém sido desenvolvidas para solucionar esta integral,
todas elas baseadas nas distribui¢cdes de probabilidade das varidveis aleatorias basicas. Estas se
dividem em duas categorias. A primeira delas, os métodos exatos, requer um conhecimento prévio
das distribui¢cdes de probabilidade das varidveis envolvidas A segunda categoria chamada de
métodos aproximados costuma ser usada para diminuir a carga computacional necessaria nos
métodos exatos. O conhecimento destas metodologias ¢ de fundamental importancia ao avaliar
projetos para um engenheiro estrutural. Tendo isso em mente, seu estudo e sua aplicacdo, através de
exemplos que retratam fendmenos reais, ¢ o escopo principal deste projeto. Algumas destas
metodologias serdo aplicadas e avaliadas na estimativa do fator de seguranca de um elemento
estrutural de dimensdes e comportamento mecanico conhecidos submetido a solicitagdes
provocadas por cargas de vento calculadas segundo o codigo ANSI-A58-1-1972.

2. METODOS EXATOS

A integra¢do analitica da funcdo de densidade de probabilidade conjunta das varidveis de estado
do problema ¢ a caracteristica principal desta metodologia. A dificuldade de se realizar, na maioria
das vezes, esta integracdo ou até mesmo a dificuldade na caracterizagdo desta fun¢do formam os
fatores limitantes para execugao deste método. O que se faz na pratica € assumir que as variaveis de
estado possuam uma distribuicdo normal ou alguma outra distribuicdo que possa ser transformada
em uma distribuicao normal como, por exemplo, a distribui¢do lognormal.

Os métodos de integragdo numérica e os métodos de Monte Carlo sdo classificados nessa
categoria. A vantagem da utilizacao desta metodologia reside na nao necessidade de simplificagdes
nem da formulagdo matematica, nem das distribui¢cdes de probabilidade associadas as variaveis de
estado. A principal desvantagem ¢ a necessidade de tempo computacional, exigindo a utilizacao de
computadores de alta performance.

2.1. INTEGRACAO NUMERICA (Harr, 1987)

Suponha uma funcao de estado limite como funcdo de somente duas variaveis aleatdrias com
distribuicdes conhecidas. A zona de interferéncia pode ser visualizada pela Fig. (1). Essa regido de
interferéncia estd diretamente relacionada a falha, pois ¢ ali onde a solicitagdo pode ser maior do
que a capacidade. Porém nem todos os pontos desta zona designam um ponto onde a solicitacao
supera a capacidade. Ha pontos nesta regido em que a capacidade ainda ¢ maior que a solicitagao.
Definindo a fun¢ao de estado limite, z, como:

z=C-S 3)

onde C e S representam, respectivamente, a capacidade e a solicitagdo da estrutura, ambas com
distribui¢ao normal .



Se C e S obedece a uma distribuicdo normal, z terd também uma distribuicdo Gaussiana com a
seguinte média e desvio padrio:

e Solicitagéo _~ Capacidade

) ——

o Xy FaXxayy Hx

Frequéncia de Ocorréncia

Solicitagéo, Capacidade

Figura 1. Interferéncia entre Distribui¢des de Capacidade e Solicitagdo

H. =Hc = Hg )

o, =40+ 0y (5)

onde pc e ps sdo, respectivamente, as médias da capacidade e da demanda e o¢c e os sdo
respectivamente seus desvios padroes.

Com os parametros da distribui¢do normal de z encontrados, a probabilidade de falha ¢ definida
como a probabilidade de z ser menor que zero. Padronizando:

Z,=——— (6)

Com auxilio de tabelas para distribui¢des normais, facilmente encontra-se a probabilidade de
falha:

P, = P(z, <0) )

2.2. METODO MONTE CARLO

O termo Monte Carlo foi introduzido por John Von Neumann como um codigo de guerra
associado ao seu trabalho em Los Alamos durante a Segunda Guerra Mundial. De uma maneira
genérica sao chamadas de métodos de Monte Carlos as técnicas de construcdo e simulagdo de
modelos fisicos ou matematicos que usam recursos estocasticos. A utilizagdo desse procedimento pe
validade pela Lei dos Grandes Numeros. (Harr, 1987). Assim, com base no enunciado da Lei dos
Grandes Numeros, se freqiiéncia relativa de ocorréncia de um evento, f,, for definida como:

=" ®)

onde n, ¢ o nimero de vezes que o evento acontece apds n tentativas. Se P(4) = p for a
probabilidade de ocorréncia do evento 4. Entdo, para todo nimero positivo &, € possivel demonstrar
a seguinte desigualdade:



Prob|/, - p| > &]< L‘f) 9)
n-g

Ou seja: a medida que o numero de tentativas n cresce, a freqiiéncia relativa das das amostra, f,,

tende ao valor exato da probabilidade do evento acontecer. (Meyer, 1983, Dachs, 1988). Assim, na

analise de confiabilidade estrutural, o método de Monte Carlo ¢ usando na simulacao direta onde as

varidveis do problema sdo geradas aleatoriamente de acordo com suas respectivas distribuicdes de

probabilidade, usando-as para alimentar a fungdo g( ) e com isso determinar-se a probabilidade da

mesma ser menor que zero, ou seja de ocorrer falha.
3. METODOS APROXIMADOS

Como dito anteriormente, os métodos aproximados foram propostos para minimizar a carga de
calculos que ¢ necessaria nas metodologias exatas. Nestas metodologias a probabilidade de falha ¢
estimada utilizando os momentos da funcdo de estado limite. Nos métodos aqui implementados,
estes momentos sao estimados por meio do truncamento da funcio de estado limite g(X) expandida
em série de Taylor. Aqui se enquadra o método de primeira ordem segundo momento (FOSM) e o
método avangado de segundo momento (ASM). As fontes utilizadas para o estudo das metodologias
enquadradas nesta categoria foram publicadas por Harr (Harr, 1996) e Ayyub (Ayyub, 1984).

3.1. METODO DE PRIMEIRA-ORDEM, SEGUNDO-MOMENTO FOSM (FIRST ORDER
SECOND MOMENT METHODS)

Para resolver alguns problemas referentes a confiabilidade estrutural, o método de primeira
ordem segundo momento ¢ usado para minimizar algumas dificuldades computacionais no calculo
da integral que define a probabilidade de falha. A média e a varidncia aproximada de z na equagao

de estado limite sdo estimadas usando as médias X, e as variancias 0)2( das variaveis aleatorias, X;.
Expandindo g(X) em uma série de Taylor usando os valores médios das varidveis e truncando-a a

partir dos termos de primeira ordem, a aproximacdo em primeira-ordem da média e variancia de z
pode ser mostrada como:

Z = g(X,%,), X550 X)) (10)

o’ = iiﬁ%] : (;Yg}cov(a)([,axj )} (1)

As derivadas parciais de g() sdo calculadas usando os valores médios de todos os parametros.
Cov(X;,Xj) ¢ a covariancia entre X; ¢ X;. A média em segunda-ordem (considerando os termos
quadraticos da série de Taylor) pode ser usada para melhorar a acuracia da estimativa da média de z
e pode ser mostrada como:

Ny

zljl

= g(X,%,, X550 X, ) +— ii{[&X@ }Cov(@X oX, )} (12)

Novamente, as derivadas parciais sdo calculadas usando os valores médios de todos os
parametros. A estimativa da varidncia em segunda ordem é muito mais complexa. Por praticidade, o
uso da média em segunda ordem e a variancia em primeira ordem ¢ adequado para a maioria dos
problemas em engenharia. A medida do risco pode ser estimada introduzindo o pardmetro b como:



s (13)
(o2

Se z pode ser assumido como uma variavel normal, a probabilidade de falha, Py, ¢ dada por:

Pr=1-o(p ) (14)

onde @ ¢ a fung¢do distribuicdo acumulativa de probabilidade de uma variavel aleatéria normal.

Esta metodologia possui algumas desvantagens. Quando g(X) € nao-linear, um erro significativo
passa a existir ao negligenciar termos de ordem elevada. Além disso, os métodos aproximados
ignoram completamente as informacdes das distribui¢des de probabilidade das variaveis envolvidas.
Ou seja, esta metodologia s6 gera bons resultados quando todas as varidveis envolvidas na
estimativa da probabilidade de falha forem variaveis normais e a fung¢ao g(X) for linear.

3.2. METODO AVANCADO DE SEGUNDO MOMENTO (ASM)

Para solucionar alguns problemas provenientes da metodologia descrita no item anterior, o
método avangado de segundo momento (ASM) foi proposto. Nele, a expansdo de g(X) em série de

Taylor ¢ calculada em algum ponto da superficie de falha (X X X X *) diferente de FOSM

m)s
onde o célculo ¢ feito com os valores médios das variaveis. A este ponto dd-se o nome de ponto de
verificagdo (design point) e o processo para a selecao deste ponto sera explicado a seguir. Com a
funcdo de estado limite, as varidveis aleatorias X;s sdo primeiro transformadas em varidveis
reduzidas e descorrelacionadas com média zero e desvio padrao unitario. O indice de confiabilidade
B, de acordo com o método avangado de segundo momento, ¢ definido como a menor distincia
entre a superficie de falha e a origem em um sistema de coordenadas reduzidas. onde o indice de
confiabilidade B corresponde a distancia AO.

Porém, quando o nimero de varidveis se torna grande, a visualiza¢do do sistema de coordenadas
se torna complicada. Para resolver este problema existe um método iterativo onde nao € necessaria a
redugdo das variaveis. O processo pode ser descrito pelas equagdes seguintes equagdes:

98 | o
Ea

a = : (15)
5 2 R
oxX,
X' =% -a-p-ox (16)
g(X, X, X500 X)) =0 (17)

. . , * * * * , . . .,
aqui, a derivada g ¢ calculada em (X,,X,,X,,...X ), a ¢é o cosseno direcional da variavel
a X 1 2 3 m i
i

aleatoria X;. Apos este processo iterativo, o indice de confiabilidade [ também ¢ obtido ¢ a
probabilidade de falha pode ser estimada pela Eq. (14).

Na maioria dos problemas estruturais em engenharia, as variaveis ndo sao gaussianas. Conforme
Rackwitz e Fiessler, distribui¢cdes de probabilidade ndo-normal podem ser previamente aproximadas
em variaveis normais equivalentes. A transformacdo proposta por eles sugere que o valor da
densidade de probabilidade e da probabilidade acumulada calculadas sob o ponto de verificagdo,

(X,,X,,X;,...X,), é igual tanto para a distribuigdo ndo-normal quanto para a distribui¢io



normal aproximada. A estimativa da média e do desvio padrdo normais equivalentes pode ser
mostrada por:

o = 20l (18)
flx
B =X -0 [ ) o (19)

onde F; e fi sdo, respectivamente, as fun¢des distribui¢do e densidade de probabilidade da
distribuicao ndo-normal e ®()e @() sdo as funcdes distribuicdo e densidade de probabilidade da

distribui¢ao normal.
Tendo determinado X" e ox", o processo para obter o indice B é semelhante aquele descrito

anteriormente, Eq. (16 — 17), porém devem ser incluidas as Eq. (18) e (19) no processo iterativo.

Com o valor de B, a estimativa da probabilidade de falha ¢ dada pela Eq. (14). Esta aproximacao

pode ndo ser eficaz se a distribuicdo de probabilidade da varidvel ndo-normal se torna muito

assimétrica. Para distribui¢des deste tipo as equagdes descritas anteriormente devem ser mudadas.
No caso de uma distribui¢do de Frechet (Tipo II), as equagdes sdo as seguintes:

" =F0.5) (20)

1

*
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N X _xl-

1

ox;, = - 21
o) ”
4. APLICACAO

Trata-se de uma estimativa da probabilidade de falha de um poste de dimensdes e
comportamento mecanico conhecidos submetido a solicitagdes unicamente provocadas por cargas
de vento calculadas segundo o codigo ANSI-A58-1-1972, conforme descrito em Ayyub (Ayyub,
1984). Este problema visa discutir e avaliar a eficicia dos métodos aproximados com expansao de
Taylor. Conforme este co6digo, o carregamento de vento pode ser estimado como:

W =0.61334-C,K,G,VyD, (22)

onde W ¢ a carga de vento por unidade de comprimento em N (Newton) por m (metro); C; é o
coeficiente de pressao liquido; Kz ¢ o coeficiente de velocidade que depende do tipo de exposicao e
da altura Z em relagdo a base do poste; Gr € o fator de rajada de vento que também depende do tipo
de exposi¢do e da caracteristica de resposta dindmica da estrutura; V3o € a velocidade em m/s (metro
por segundo) a uma altura de 9,15 m; D, € o diametro efetivo em m (metro).

Como o carregamento ¢ funcdo de Kz, e Kz ¢ funcdo da altura do poste, a estimativa do
carregamento sera efetuada em trés faixas de altura. Tendo em vista que a altura do poste ¢ de 36,6
m, os comprimentos de cada faixa sdo estipulados como 9,15m, 13,725m e 13,725m
respectivamente. Com isso cada faixa terd um valor diferente de K; e, conseqiientemente, tera um
valor diferente para W. Esta faixa pode ser observada na Fig. (2):



W3
14,85m

W2 14,85m

Wl
9.90m

Figura 2. Problema proposto por Ayyub, 1984.
Com estas variaveis descritas anteriormente, facilmente tem-se o momento aplicado (My). Falta

agora definir qual a fung¢do que caracteriza a capacidade ou a resisténcia do poste. O momento
resistor Mg do poste ¢ definido como:

2

M, =#F,R°T (23)
Fy ¢ a tensdo de escoamento do material do poste; R € o raio externo; T € a espessura do poste.

Tendo as fungdes que definem a capacidade e a solicitagdo da estrutura, pode-se definir a fungao
de estado limite g(X) ou z como:

z=M,-M, (24)

A funcdo de estado limite, aqui denominada por z, ¢ uma funcdo de oito variaveis aleatorias,
cada uma com uma distribuicdo de probabilidade especifica e as caracteristicas destas variaveis sao

apresentadas na Tab. (1).

Tabela 1. Caracteristica das Variaveis Aleatorias Envolvidas

Variavel aleatoria Média C\(;zfil;;l;te de p]rggggé?ﬁ gﬁ; de
Ct 0,672 0,10 Normal

Gr 1,283 0,12 Lognormal

V30, em m/s 28,16 0,16 Tipo I (u=0)
D., em m 2,53 0,1 Lognormal

Kz, 1=1,2,3 1,0,1,2, 1,4 0,1 Lognormal

Kz 1,0 0,1 Lognormal

T, em mm 3,175 0,05 Lognormal

R, emm 0,939 0,05 Lognormal

Fy, em MPa 262 0,1 Normal

4.1. RESULTADOS OBTIDOS

Todos os calculos, inclusive a iteracdo utilizada para efetuar a estimativa do indice de
confiabilidade e do ponto de verificagdo, foram realizados em MathCad2000.



Tabela 2. Resultados Obtidos

Método Probabilidade de falha indice de Confiabilidade
FOSM (primeira ordem) 0,00154 2,96
FOSM (2% ordem) 0,00193 2,92
ASM 0,02043 2,05
Monte Carlo 0,01641 2,13

O histograma apresentado na Fig. (3) ¢ referente a fungdo de estado limite z. Com base nessa
figura, pode-se verificar que a distribuicdo da fun¢do de estado limite possui valores menores do
que zero, o que implica na possibilidade de falha.

Histograma
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Figura 3. Histograma da funcdo de estado limite z
4.2. ANALISE DOS RESULTADOS

Na estimativa da confiabilidade por Monte Carlo foram realizados 200000 (duzento mil)
sorteios. Este nimero garante uma estimativa satisfatoria para analise da confiabilidade estrutural
do problema e fard com que este método sirva de padrdo para comparagdes com as demais
metodologias, pois se trata de um método exato.

No presente caso, nenhuma das condig¢des para que o método FOSM obtenha bons resultados foi
satisfeita. Em primeiro lugar, ndo se tratava de uma fun¢do de estado limite linear. Em segundo
lugar as distribui¢des das variaveis envolvidas, principalmente a velocidade do vento (distribuicao
de Frechet), estdo longe de poderem ser igualadas com uma distribui¢do Gaussiana. Para esta
metodologia, a assimetria da distribuicdo da varidvel aleatoria prejudica a aproximagdo com a
distribuicdo normal, que por sua vez ¢ perfeitamente simétrica. Se a aproximagao ndo for razoavel,
certamente os valores estimados da probabilidade de falha ndo representarao valores acurados.

Devido a transformagdo proposta por Rackwitz e Fiessler o método avancado de segundo
momento mostrou-se um método mais eficaz. Esta metodologia exigiu uma carga matemadtica
grande, principalmente por ser necessaria a iteracdo para a estimativa do design point e da
probabilidade de falha.

Apesar da grande diferenca entre os valores das probabilidades de falha estimadas pelos
métodos FOSM e Monte Carlo, nota-se uma diferenga ndo tdo significativa entre os indices de



confiabilidade estimados por estas metodologias. Isto mostra mais uma vez que a fun¢do de estado
limite z ndo obedece a uma distribuicdo normal porque a Eq. (14) ndo pode ser usada.

Pode-se perceber uma assimetria no histograma apresentado, o lado esquerdo do grafico possui
uma “cauda” mais prolongada que o lado direito. Esta assimetria ¢ justificada pela nao-linearidade
da equacdo de estado limite ¢ também pela presenga de varidveis aleatorias com distribui¢des
assimétricas nesta equacao, principalmente a distribuicao de Frechet.

5. CONCLUSOES

O presente trabalho teve como principal objetivo a implementacdo dos métodos de
confiabilidade estrutural para aplicacdes em engenharia. Os métodos apresentados acima buscavam
solucionar a integral que definia a probabilidade de falha Eq. (2), porém, na anélise do problema,
nenhum deles efetuou de fato esta integral analiticamente. A integragdo analitica da funcdo de
estado limite g(X) além de na maioria das vezes ser impossivel, quando possivel se torna
complicado e inviavel. Com base na analise e nos resultados apresentados no item anterior, conclui-
se que o método de primeira ordem segundo momento (FOSM) ndo apresentou resultados
satisfatorios. Ja4 o método avangado de segundo momento apresentou resultados mais acurados, pois
antes de assumir que z obedece a uma distribui¢do normal, as varidveis de estado ndo Gaussianas
sdo primeiramente transformadas em varidveis normais. Mesmo assim, comparando o valor da
estimativa de probabilidade de falha por ASM e por Monte Carlo, ainda percebe-se uma diferenga
significativa que pode ser justificada pela ndo-linearidade da fun¢do de estado limite. Durante os
calculos percebe-se também que a praticidade dos métodos aproximados nem sempre ¢ alcancada.
No problema de poste, a complexidade dos calculos envolvidos para o método avancado de
segundo momento (ASM) ¢ maior que em Monte Carlo. Neste caso isso ocorreu, pois as fungdes de
distribuicdo da maioria das variaveis aleatérias ndo Gaussianas envolvidas no problema estavam
disponiveis na biblioteca do programa MathCad2000. Porém, nem sempre isso ocorre, ai, entdo, os
métodos aproximados se tornam menos complexos que os métodos exatos.
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Abstract. Structural designs are developed under uncertain fonts. Thus, the safety of a structure can
not be totally guaranteed. However, this designs has to be accomplished and there has to be an
statistic number showing how safe is this project. The estimate of the risk can be used to compare
several project alternatives. The first step to evaluate the reliability of a structure is to decide which
are the considerable variables of loading and resistance Xis, as well as the function that relates
them. After that, apply methodologies to the estimate of such risk, reliability. Several probabilistic
methodologies based on probabilities distributions of the random variables have been developed
and the study of these is the main target of this work. In this paper the Monte Carlo method,
Numerical Integration, FOSM e ASM were implemented and applied in a structural problem
described by eight variables with several probability distributions. For each methodology, the
probability of failure was calculated. Since The Monte Carlo regards of an exact method, it was
used to be compared with the rest of the methodologies. The FOSM method did not obtain good
results, while the ASM method presented a close estimate.

Keywords. 1) Reliability, 2) Monte Carlo, 3) Numerical Integration, 4) FOSM, 5) ASM



