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Resumo. Neste artigo sdo apresentados os principais fenomenos que deram inicio a Mecanica do
Dano Continuo (MDC). Sdo discutidas as principais hipoteses envolvidas na MDC (deformagdo
equivalente, energia potencial eldstica equivalente etc.). Posteriormente ¢ desenvolvida uma
formulagdo de elasto-plasticidade para materiais danificados considerando deformacgoes finitas. A
superficie de elasto plastica de Gurson é utilizada para descrever o comportamento do material no
espac¢o danificado, com a inclusdo de um controle para inicio, desenvolvimento e fim da evolugdo
do processo de deterioro através de uma superficie de dano, baseada na energia de deformagdo
elastica. Esta energia ¢ relacionada ao deterioro do modulo eldstico do material. Baseado nesta
hipotese o sistema de equagoes constitutivo para materiais danificados, em forma incremental, é
desenvolvido. Como resultado desse procedimento espera-se ampliar grandemente a faixa de
aplicabilidade do procedimento de Gurson.
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1. INTRODUCAO

A Mecanica do Dano Continuo evoluiu a partir de um modelo uniaxial inicial, dependente de
uma variavel de dano escalar, at¢ modelos generalizados tridimensionais do presente. Em geral, a
presenca de danos no material pode ser associada a variacdo das propriedades desse material, e
portanto a escolha da varidvel de dano representa uma parte importante do problema. Alguns
mecanismos de formag¢do de dano sdo (Lemaitre et al, 2000): Dano plastico ductil acompanhado de
grandes deformacdes de metais, Dano visco-plastico ductil (fun¢ao do tempo que, para metais em
média e alta temperatura, corresponde a perda de coesdo intergranular acompanhada de deformagao
visco-plastica), Fadiga (causada pela repeticdo de deformagdes e identificada como fungao do
nimero de ciclos). Outros fendmenos que podem ser considerados como dano sdo: o processo de
oxidacao, corrosao, etc.

Podemos construir o nosso modelo imaginando que o material em estudo possua as trés
configuragdes a seguir: C, configuracdo virgem i.e. indeformada e sem dano, C configuracio

danificada e deformada, C configuragio deformada e sem dano i.e. configuragio ficticia obtida a
partir de C removendo o dano (configuracdo equivalente).

O material evolui de C, a C, existindo um mapeamento continuo entre C ¢ C .

Uma vez escolhida a varidvel de dano podemos propor varias hipdteses: Deformagao
equivalente (Lemaitre, 1985) i.e. as deformagdes nas configuragdes C e C sdo iguais, Energia de
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deformacao equivalente (Sidoroff et al, 1981) i.e. as energias de deformagao nas configuragoes C e
C sdo iguais, Tensdo equivalente, i.e. as tensdes nas configuragdes C e C sdo iguais.

A hipétese da deformacdo equivalente prediz a variacdo do moédulo eldstico. Essa pode ser,
inclusive, uma forma de medir o dano no material.

2. FORMULACAO
2.1 Equilibrio

A influéncia do dano comeca, em geral, a ficar importante quando a deformagdao for
consideravel (deformagdo finita). Isso nos leva a considerar equacdes constitutivas envolvendo
grandes deformacdes. Outra consideragao importante ¢ a objetividade. Ela pode ser abordada
utilizando uma formula¢do em forma de taxas, considerando as rotagdes que acontecem no material.
Aqui ¢ utilizada a taxa de Jaumann (derivada co-rotacional).

Na formulagdo que se segue ¢ utilizada a hipotese de Sidoroff de equivaléncia de energia.

2.1.1. Dano : Isotropico e Anisotropico

Suponhamos, inicialmente, que o dano consista de vazios e microfissuras num material. Esses
danos podem ser mais severos numa direcdo que noutra. Teremos entdo danos anisotropicos e
portanto a varidvel de dano ndo pode ser simplesmente determinada por um escalar. Quando a
distribuicao de danos ¢ aleatoria, ¢ bastante util supor uma distribui¢do isotrépica de dano.

Consideremos agora que existe um mapeamento M(D) entre a tensor de tensao o (Cauchy) no

material na configuragio C e a tensor & na configuragdo equivalente C . Teremos entdo a seguinte
relacdo, em forma matricial, (Chaboche, 1981).

6=Moc;, M=M(D) (1)

onde 6 ¢ o tensor de tensdes efetivas, e M ¢ o tensor que mede o efeito do dano.

Aqui o tensor M pode ser um tensor de segunda ou quarta ordem dependendo do tensor de dano
D. Nio existe uma Unica formula¢do matematica para M(D), mas ¢ sempre possivel escreve-lo em
termos das direcdes principais de D (Zhu, Y. e Cescotto, S., 1995). Sabemos que o tensor de
Cauchy o ¢ simétrico, mas o tensor de tensdo efetiva G ndo € necessariamente simétrico. Pode-se
escrever, no entanto, a Eq.(1) na seguinte forma matricial:

—————— T T
[6,,0,,6:,0,,64,0,,] =M|[0,,0,,0:,0,,0;,0,] )

onde os tensores de Cauchy de segunda ordem, sdo degenerados em vetores num espago de seis
dimensdes e as componentes do tensor M sdo dadas por uma matriz 6 x 6 segundo a expressao

M, 0 0 0 0 0]
0 M, 0 0 0 0
Mo 0 0 M, O 0 0 (3)
o o0 0 M, 0 0
o0 0 0 0 M, O
0 0 0 0 0 M|

onde a diagonal da matriz M possui as seguintes componentes
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que depende dos valores principais (autovalores) do tensor de danos D expresso segundo as
dire¢des principais.

2.1.2. Hipotese da energia equivalente

Adotando a hipdtese de energia complementar eléastica equivalente (Cordebois e Sidoroff, 1979),
podemos escrever a seguinte equagao

V.(e,D)=V,(5,0) (5)
que pode ser rescrita como

1 1 = (6)

—6¢'C's=—6"C'o
2

onde C, e C, sdo os tensores que representam as caracteristicas do material virgem e com dano,
respectivamente, e estdo, portanto, relacionados pela seguinte expressao

C'=M'C.'M; (7)

onde devemos lembrar que a matriz M ¢ simétrica.
Da hipdtese da energia complementar equivalente podemos obter uma deformagdo elastica ¢,
no espaco nao danificado, cuja expressao seria

e, =MT¢, (8)
2.2. Energia

O “método do estado local” ¢ utilizado para as consideragdes termodindmicas. Para isso
supomos que o “estado” de um sistema termodinamico possa ser determinado através do
conhecimento dos valores de algumas varidveis num ponto e instante dados, o que ¢ dependente do
ponto escolhido. Tendo em conta que a derivada dessas varidveis ndo aparecem na definicao do
“estado” termodindmico do sistema, resulta que qualquer evolugdo do sistema pode ser considerada
como uma sucessao de estados de equilibrio. O fendomeno fisico pode ser descrito com maior ou
menor precisdo dependendo da escolha das varidveis de estado. As variaveis de estado podem ser
divididas em dois tipos: as varidveis internas e as observaveis. O processo termodindmico a ser
descrito usando o "método do estado local" deve cumprir com a desigualdade de Clausius-Duhem
para garantir que o processo seja termodindmicamente admissivel.

2.2.1. Variaveis de Estado e Forcas Termodinamicas Associadas

Na presente formulacdo, foram escolhidas as varidveis de estado segundo a tabela seguinte, o
que determina a formulacao termodinamica posterior.



Tabela 1. Variaveis internas e forcas termodinamicas associadas

Variaveis de estado Forg¢as termodinamicas
associadas
Deformagao elastica ¢, Tensor de tensdes de Cauchy o

Deformagao plastica acumulada £” | Limiar de encruamento plastico S,

Variavel de dano D Taxa de energia livre de dano ¥
Dano total g Limiar de encruamento por dano B
Temperatura 7 Entropia s

Segundo os comentarios feitos acima, para obtermos uma formulacao coerente podemos utilizar
a funcdo de energia livre de Helmholtz, que ¢ definida como a porc¢ao da energia interna que pode
ser utilizada para realizar trabalho a temperatura constante. Matematicamente esta energia pode ser
expressa como

y=e—sT )

onde e ¢ a energia interna por unidade de volume, s ¢ a entropia por unidade de volume, ¢ 7 a
temperatura do volume elementar.

O balango de energia expresso por meio da primeira lei da Termodinamica pode ser escrito, em
sua forma local, como

0 0 1

10
pe= o' e+q, —divq; g:E (10)

(L+L"); L=gradv

onde p ¢ a densidade, g, € o calor produzido por unidade de volume dentro do sistema, ¢ ¢ o fluxo
de calor pela fronteira, L ¢ o gradiente do vetor de velocidades v. Da mesma forma, a desigualdade
de Clausius-Duhem, relacionada a segunda lei da Termodinamica, pode ser expressa como

r gradT 50 (11)

c'é—p(y+s7)-q 7

sendo que a fung¢ao energia livre pode ser dividida em trés parcelas: elastica, plastica e de dano

p\lj(ge,D,Ep,B):We(ge,D)+\|jp(§p)+\|jd([3) (12)

de maneira que em utilizando a transformacao de Legendre-Fenchel da energia livre em relagdo a
deformacao temos

pH(GaDagp ’ B) = O-Tge - P\I/(Se ,D,€" >B) = GTSe - We (8e ’D) -V, (Ep) —Wy (B) (13)
sendo que a componente elastica da energia livre pode ser expressa como

1

— 14
W, =W,; W:EEZE; We(se,D)=%sZM‘1CeM‘lse=%8£Cese (14

e

I

e

0 que mostra a inclusdo do fenomeno de dano na energia potencial eléstica.
Portanto, a expressdo analitica para a desigualdade de Clausius-Duhem, serd expressa para o
caso isotérmico e rigidamente térmico através da equacao
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que pode ser simplificada, se atentarmos para o fato de que em derivando a Eq.(13) resulta

(16)
e portanto temos uma defini¢cdo para o em termos de y . Substituindo este resultado na Eq.(15)
resulta a seguinte forma simplificada

To . . 0 (17)
_opv D—aewép—apWB+GTsp20
D e op

a partir da qual podemos definir as chamadas for¢as termodinamicas, segundo as igualdades
seguintes

5, =¥, gV, y_ov 1o
oe’ op oD

Assim S, ¢ um escalar que determina o limite da regido elastica no espago das tensdes, B € o

equivalente para a superficie de dano, no espaco determinado pelas componentes principais do

tensor D, e Y pode ser considerado como a “taxa de energia de deformacao eléstica associada com

uma unidade de dano incrementada”. E também chamada de razdo de liberagdo de energia por dano.

2.2.2 Dissipacoes

No caso em que hajam variagdes de temperatura, teriamos a entropia definida em funcdo da
variacdo da energia livre com a temperatura, restricdo em Eq. (15), e assim teriamos expressdes um
tanto mais complexas que as apresentadas aqui. Precisamos entdo de um formalismo adicional para
determinar a evolu¢dao das variaveis internas. Essa ¢ a razdo da introducao do potencial de
dissipagdo. Assim, a partir da Eq. (17)

0 0 . ) 19
qD:GTSp—YTD—SyEp—BBZO (19)

sendo que dissipagdo pode ser dividida em duas partes, uma relativa a dissipacao plastica e a outra a

dissipagao por dano

0 . 0 ) 20
CDP=0'T8p—Sy§p20; ®,=-Y'D-BB>0 (20)

Admitindo a existéncia dos potenciais plastico e de dano, F, e F,; , respectivamente, cada um
deles dependendo de varias variaveis termodinadmicas, com normalidade e convexidade obedecidas,

segundo a expressao

F =F(,D,S,); F,=0 v F,=F(Y,B; F =0 1)



e utilizando o "principio da maxima entropia", teremos o problema de maximizar a Eq.(20) sujeito
as condi¢des dadas acima. O problema de maximizagdo entdo pode ser resolvido introduzindo
multiplicadores de Lagrange sob consideragdes matematicas adequadas sobre a condi¢do de 6timo.
Obtemos a partir das Eqs.(19) e (21) a expressao seguinte

. 0 . oL : 22
® =c"¢,~S " -Y D-Bp-A,F —A,F, (22)

A estacionariedade da fungdo @®" em relacdo as diferentes varidveis termodindmicas envolvidas
dao finalmente a evolugdo das variaveis internas em fun¢do dos potenciais plastico e de dano de
acordo com as igualdades seguintes

0 . OF . . OF 0 . . . 23
gp=A, ——; E" =—A,—"; D=—7»dai; B=—?»dai @)
oc 28, oY oB

3. MODELO ELASTO-PLASTICO COM DANO ISOTROPICO

Um modelo constitutivo para materiais metalicos sob deformagdes inelasticas foi introduzido
por Gurson (Gurson, 1977). Este modelo considera a presenca de vazios distribuidos no material de
base. Localmente consideramos fracdes de volume suficientemente grandes a fim de admitir
homogeneidade para a distribui¢do de defeitos contidos nele e ao mesmo tempo suficientemente
pequenas para evitar grandes variagdes das grandezas de interesse i.e. € feita uma homogeneizagao
em cada elemento de volume considerado. Globalmente teremos as formas conhecidas de
incremento de tensdo, deformagao, etc., adicionando a reologia a evolugao dos vazios.

3.1. Superficie de Escoamento

Seja a fungdo de escoamento, relativa ao comportamento de materiais com vazios internos de
forma esférica, e dada pela expressao

24)

!

2
{31 }y2 3q,1 o':c
F =| 2L | 42q fcosh—=21L |—(1—q.,f>)=0; J,=——; [ =tro; ¢'=0——tio
3 2q, { 2g (1-q,f) 2 > 1 3

p

y y

A Eq.(28) ¢ a fung@o de escoamento de Gurson, onde S ¢ a tensdo de escoamento do material

solido equivalente, J, ¢ o segundo invariante da componente antiesférica do tensor de tensdes, /, ¢
o primeiro invariante do tensor de tensdes, f, (0 < f <1) ¢ a fracdo de vazios no material. Assim
para f =0 a Eq.(24) reduz-se a funcdo de von Mises. Finalmente os parametros g¢,,q,,q; sao
coeficientes que dependem do material e foram introduzidos por Tvergaard.

Assumindo a associatividade i.e. assumindo que o nosso potencial ¢ dado pela Eq.(24), teremos
a seguinte regra de evolucao da deformagao plastica

0 . oF . (25)
8p :)bpa_(:, ﬂp ZO

0
evidentemente que €, nao ¢ dependente apenas da parte hidrostitica do tensor de tensdo. O

encruamento do material ¢ obtido a partir de
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sendo a regra de carregamento/descarregamento dada pela relagdo de Kuhn-Tucker
F <0, A,20; AF =0 27)

3.2. Superficie de Dano

Em forma similar ao caso plastico, podemos propor a existéncia de uma superficie que separa o
dominio danificado do ndo-danificado e considerando que seja associativo, temos entdo a expressao

que segue

F, :qu_B(ﬁ)Q F, =F,(Y,B) (28)

Aqui F; ¢ uma fungdo homogénea de grau dois em relagdo a ¥. A taxa de energia livre de dano
equivalente Y, esta definida na forma seguinte

(29)

] —. — 1L 1 _ !
Y :{—YTJY}Z:{EYTJY}Z; J=

S S ~
S E o
S O
o
IA
=
IA
—_

onde J € o tensor caracteristico do dano.
O tensor J serve para caracterizar a evolucdo ndo linear e anisotropica do dano. O tensor J ¢

0
positivo semi-definido com valor zero na origem e para garantir a condicdo D >0 exigida pela
segunda lei da termodinamica teremos que admitir que as componentes de J como nao negativas.
A evolugdo da deformagdo pléastica do material continuo equivalente, estd dado pela lei de
equivaléncia seguinte

. 0
(1-)S,E, =o€, G0

enquanto que a evolugdo de vazios, englobando nucleacio e crescimento de vazios, esta dada pela
expressao

.. ) 0 ) . 31
f=f +f; f,=(1-g, L f, =Ag, 3D

onde a primeira parcela da Eq.(31) corresponde ao crescimento dos vazios existentes e a segunda a
nucleagdo dos mesmos, sendo I a matriz de identidade, e

N (32)
Jx exp _l(b"p ENJ
SN

SN2 2
N

A=

¢ a distribuicdo normal do estiramento da nucleacdo com valor medio ¢, , desvio padrdo s, €
14

vazios

fracdo de volume de nucleagdo f) , i.e. (fy =7). A integracdo ¢ realizada através de um

esquema de Euler retroactivo (Aravas, 1987).



4. EQUACAO CONSTITUTIVA : FORMA INCREMENTAL

Normalmente a solucao de problemas elasto-plasticos envolvendo materiais danificados, dada a
natureza ndo linear do problema, ¢ resolvido de forma incremental. Nessas circunstancias tensoes
necessitam ser atualizadas de maneira discreta, a partir do conhecimento do incremento de
deformacdes Ae. A partir da equacdo constitutiva, Eq. (19), podemos escrever os incrementos de
tensdo a partir da forma corrotacional desta equagao

0 0 ! 0 o 0 0 0 oM © _ (33)
6=C,M g, +CM 'g; €=¢€.t€ M=6—DD§ e, =C.

sendo que utilizamos a forma corrotacional de Jaumann

R 34
G’ c' ' =6+Qc-6Q (34)

als
Il

Na equacao acima podemos introduzir as diferentes derivadas necessarias, € nos referirmos ao
mapeamento no espago danificado, para escrever os incrementos de tensdo como

Ac = AAe + BAE” + CAf (35)
onde
. . 0 . 36
A=M'CcCM'; B=-M'CcM" ﬁ; c=M'cM" aﬂaf—dC;‘Mc +M™ a—M%c (36)
oo oD oY oD oY

com os tensores degenerados de ordem 3 representados com um trago sob o simbolo.

Da mesma forma, incrementos da razdo de liberacdo de energia eléstica relacionada com o
incremento de dano 'Y , Eqgs. (18), (14) e (6)

0 0 0 (37)
Y=— =—W( . ,D)=———V (c,D
aD(pw) D .(€,,D) D .(c,D)

ou

oM (38)

-Y=0"Zc; Z=MC,—
oD

que podemos escrever em forma incremental, utilizando derivadas corrotacionais, como
AY = DAe + EAE” + FAf 39)

com
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que € entdo um sistema de equagdes que pode ser resolvido a partir dos incrementos em Af, € Af,

of " of (41)
Af, =a—; AG + 68" AE’; Af,=0
T
o = av e Dapr ar 2o

oY of

que entao pode ser resolvido, considerando as expressdes para os incrementos de tensao e energia,
em forma de sistemas de equagdes

42
Ag” [(f fd)( 7, AAs)+C(f" DAg)] 42
dtu oo

Afz—[ (f E)(-aﬁ AAs)+(f" é+ f" )(af" DAg)]

det= oG oo

onde

== éde .y apr 5. 9, _(C %T 5 (43)

det“_(aY F+aB)(ac B+8Sy) (C)(aY E)

Dessa forma as atualiza¢des de tensdes podem ser feitas, desde que um esquema de integragdo
das equagdes constitutivas seja implementado. Condi¢des de carregamento diferente do neutro,
suposto para as superficies de escoamento e dano, podem ser igualmente obtidas como formas
particulares deste desenvolvimento.

5. CONCLUSOES

A formulagao desenvolvida neste trabalho, para materiais elasto-plasticos danificados, pode ser
discretizada e aplicada por meio do uso de elementos finitos na simulagdo do comportamento de
materiais metalicos sob grandes deformagdes, em aplicacdes tipicas de problemas de fabricagdo
mecanica. Essa implementagdo representa a préxima etapa deste projeto.

A formulacdo hora analisada representa um avango com relagdo a proposta de Gurson,
identificada com a evolucdo de danos a partir do inicio do processo de plastificagdo do material. O
atraso no inicio, forma de evolugdo e valores criticos de dano podem ser considerados entdo como
varidveis caracteristicas de cada material, e portanto conformam com os resultados apresentados na
literatura ( Voyiadjis, G. E Kattan, P, 1992)

Na formulag¢ao se evidencia a similitude entre 0 modelamento da evolugdo da superficie plastica
e a superficie de dano, com aderéncia a proposta de controle do processo através da evolugdo da
energia de deformagdo elastica, que pode ser diretamente relacionada a deterioragdo do modulo
elastico do material.

Aspectos computacionais do problema relativos a forma de implementacdo do algoritmo
numérico de solu¢ao das equacdes apresentadas pode seguir um dos varios algoritmos existentes,
em particular o do retorno eléastico (Nagtaal,1985). As varidveis materiais, bem como a forma de
medida das mesmas também terdo que ser analisadas no que segue do trabalho.
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ELASTO PLASTIC FORMULATION FOR DAMAGED MATERIAL
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Abstract. In this paper are presented various phenomena which allowed the development of
Continuum Damage Mechanic (CDM) Are discussed the more important hypotheses using in CDM
(equivalent strain, equivalent energy etc.). After is development a elasto plastic formulation for
damaged material considering finite strain. The Gurson’s elasto plastic surface is using to describe
the material characteristic in the damaged space, with the inclusion of a control to begin, progress
and end of damage process, throughout of damage surface, basing on elastic strain energy. This
energy is connect with the variation of elastic modulus of material. Based in this hypothesis the
system of constitutive equation for damaged materials, in incremental form, is development. As
result of this process is possible to wait a grow of the field of application for the Gurson’s theory.

Keywords: Damage Mechanic Theory, Thermodynamic, Continuum Mechanics.
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