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Resumo. Os métodos de sintese modal séo técnicas bastante utilizadas para a anélise dinamica de
grandes estruturas formadas por subestruturas ou componentes. Essas técnicas reduzem o
tamanho dos modelos e conseqlientemente o tempo e o custo de célculo exigidos, sem perda da
qualidade dos resultados dentro das faixas de freqliéncias de interesse industrial. Existem varios
metodos de sintese modal, diferenciando-se entre si pela forma como o subespaco modal é
construido e quais condigdes de contorno sdo adotadas para a analise modal das subestruturas.
Considerando a complexidade das estruturas (tanto em geometria quanto na presenca de
amortecimento, ndo linearidades e aleatoriedades) deve-se saber selecionar qual o melhor método
a ser aplicado, tanto do ponto de vista de eficiéncia numérica como também de representatividade
do real comportamento das interfaces. Esse trabalho apresenta os métodos classicos de sintese
modal a partir de uma formulacdo generalizante e faz a comparacgao entre eles utilizando como
critério o “nimero de MAC (Modal Assurance Criterion)” para comparacdo de formas modais.
Sao apresentados também os resultados obtidos na comparacdo desses metodos aplicados ao
estudo de placas.

Palavras chave: método de sintese de componentes, subestruturacdo, sintese modal, dindmica de
estruturas.

1. INTRODUCAO

Os métodos de sintese modal sdo variantes do Método de Ritz cujo principio é de transformar a
sub-estrutura do espaco fisico para um sub-espaco modal formado pelos primeiros modos proprios
da estrutura e por outros modos complementares. Esta transformagéo conduz a reducéo da dimenséo
do problema estudado e ainda oferece a vantagem de reduzir o tempo de célculo e o espago de
mem@ria requerido para os problemas de grande dimensao.

A Estrutura é dividida em componentes ou subestruturas que sdo analisadas separadamente para
determinacdo de seus modos e freqliéncias de vibragdo. Em seguida, um modelo reduzido de cada
subestrutura € obtido por meio de técnicas de analise modal numéricas ou experimentais. Por fim, a
sintese modal da estrutura é efetuada acoplando-se as equac¢des modais reduzidas das subestruturas
e calculando-se os autovetores e autovalores da estrutura global, usando o sistema de equacdes
reduzido.

Uma outra vantagem dos métodos de sintese modal é a possibilidade de evitar os calculos
repetitivos no caso das estruturas que possuem varios modulos idénticos. Mesmo com a
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performance dos computadores atuais, que permitem resolver grandes problemas, a sub-
estruturacdo € muito utilizada por permitir a separacdo e tratamento das diferentes partes da
estrutura com diferentes ferramentas e de maneira mais adequada as propriedades de cada uma das
partes. Por exemplo, a sintese modal permite a analise ou otimizacdo das estruturas com parametros
ndo lineares e/ou ndo deterministicas de maneira mais econémica que o método dos Elementos
Finitos (Diniz, 1999).

Os métodos classicos de sub-estruturacdo estdo agrupados em métodos de interface livre
(Goldman, 1969; Hou, 1969 e Rubin, 1975) e métodos de interface fixa (Hurty, 1965; Craig e
Bampton, 1968). Um terceiro método utiliza condicGes hibridas de acoplamento das sub-estruturas
(Gladwell, 1964; MacNeal, 1971, Hale e Meirovitch, 1982 e Diniz, 2001).

Os métodos com modos de interface fixa utilizam os modos de vibracdo obtidos fixando-se a
sub-estrutura na sua fronteira com as sub-estruturas vizinhas. Os métodos com modos de interface
livre usam os modos de vibragdo das sub-estruturas liberados nas fronteiras com as sub-estruturas
vizinhas. Os métodos hibridos utilizam uma combinagdo de modos de vibracdo com interface livre
e fixa e outros modos especiais, como 0s modos estaticos de ligacdo, os modos carregados ou a
flexibilidade residual das sub-estruturas.

2. EQUACOES DE SINTESE MODAL

Todos os métodos de sintese modal se desenvolvem em trés etapas: sub-estruturacdo, analise
modal das sub-estruturas e sintese modal empregando um sistema reduzido de equagdes. Nesta
sec¢do, apresentam-se as equacdes gerais de cada etapa.

As equagdes do movimento de uma estrutura, que foi discretizada por elementos finitos, pode
ser escrita na forma matricial.

[Muice} +[cHuce} +[KKue} { F @ (1)

Onde [M], [C] e [K] sdo as matrizes de massa, amortecimento e rigidez, {u(t)} e {f(t)} sdo os
vetores de deslocamento e carregamento dindmicos respectivamente.

2.1. Sub-estruturacao

Aplicando-se a técnica de sub-estruturacdo, as matrizes estruturais podem ser obtidas a partir da
montagem das matrizes das sub-estruturas.
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Onde o indice “s” indica as matrizes estruturais da s-ésima sub-estrutura. [as] é a transformagéo
Booleana de tamanho (Ns x N) associada a s-ésima sub-estrutura, a qual permite a montagem das
sub-estruturas. Ns é o numero de graus de liberdade (gdl) da s-ésima sub-estrutura e N € o nimero
total de gdl da estrutura. Todas as operacdes [a;] sdo zero, exceto se 0 i-ésimo grau de liberdade da
s-ésima sub-estrutura € o j-ésimo grau de liberdade global da estrutura. Neste caso, o elemento a;; é
a unidade. O indice “m” indica o namero total de sub-estruturas.



2.2. Anélise Modal das Sub-estruturas
Aplicando-se o método de Rayleigh-Ritz apenas os modos de frequiéncia mais baixas sdo usados
como base para o espaco modal generalizado. As formas dos modos da sub-estrutura sao definidas

como a solucéo do auto-problema da estrutura ndo amortecida. Assim para a s-ésima subestrutura
tem-se as seguintes equacfes modais:

(KI-A[MIYat {p  i=12..N, (6)

O deslocamento da s-ésima sub-estrutura € expresso em termos da matriz modal [¢] formada
pelas formas modais de menores freqliéncias:

{u.e} =lefiny com [r]=[¢] (7
Cada matriz [Ts] é formada por poucos modos e seu tamanho é dado por dim[Ts] = NsX Rs, Rs <
Ns. Onde Rs € 0 nimero de modos retidos para s-esima sub-estrutura e {ns} é o vetor de

coordenadas generalizadas da s-ésima sub-estrutura.
Assim, o vetor de deslocamentos da estrutura montada é dado por:

W=t oom  [l=3 b lolled] ®

Onde {n} é o vetor de coordenadas generalizadas da estrutura total (dim{n} = R = X Ry). As
matrizes [as] tém forma e funcdo analogas & matriz [a] para representar a relacdo entre as
coordenadas globais generalizadas e as coordenadas locais generalizadas para a s-ésima sub-
estrutura. [T] (dim[T] = R x N, R < N) ¢é a matriz de transformacdo da estrutura das coordenadas
fisicas {u(t)} para as coordenadas generalizadas {n}.

2.3. Sistema Reduzido de Equacdes

A substituicdo da Eq. (8) na Eq. (1) e a pré-multiplicacdo por [T'] leva as equacdes dinamicas
governantes para toda a estrutura:

M [k +[c ek + < Kk ={r ) (©)
Onde as matrizes globais reduzidas da estrutura completa séo dadas por:
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A matriz de transformacéo [T] leva a reducdo do nimero de equacdes do problema. As matrizes
reduzidas [M'], [C'] e [K] tém dimensdes (R x R).

A matriz de transformacgdo [T], nos métodos de sintese modal, é formada por um conjunto
selecionado de poucos modos de baixa frequéncia e outros modos suplementares. Os diversos
métodos de sintese modal diferem na forma em que a matriz de transformacao [T] é definida. O
método de Craig e Bampton utiliza uma matriz transformacdo formada por modos de interface fixa
e 0s modos estaticos de ligacdo (Craig e Bampton, 1968). O método de MacNeal utiliza os modos
de interface livre e os modos de flexibilidade residual (MacNeal, 1971).

3. METODOS DE SINTESE MODAL
3.1. Método Com Interface Fixa: O Método de Craig e Bampton

A partir do aperfeicoamento do método de Hurty, Craig e Bamtpon propuseram um metodo
simples e pratico que ndo necessita de um tratamento especial para 0s modos de corpos rigidos que
sdo representados por uma combinacdo linear das deformacdes estaticas. Este método tem como
caracteristica uma boa precisdo e é muito utilizado quando os dados das sub-estruturas sdo obtidos
atraves de modelos de E.F.

No método de Craig e Bampton o comportamento dindmico da sub-estrutura é descrito de forma
completa em termos de seus modos de vibracdo proprios, postos em evidéncia engastando a sub-
estrutura pela fronteira com as sub-estruturas vizinhas, e dos modos estaticos de ligacdo, resultantes
da aplicacao de deslocamentos unitarios aos gdl da interface, estando todos os demais gdl fixos.

Na auséncia de forcas de inércia, pode-se entdo definir a transformacédo a seguir para cada sub-
estrutura:

[Ue D: O Ok EEJF

O 0O 14
U O e Wir Ik 1)

(.

Onde:

[®i] € a matriz dos modos estaticos de ligacéo definida como [CD,F] = —[K”] _][ KIF] ;
[Wir] é a matriz dos “R” primeiros modos préprios com interfaces fixas,
SOIUQ&O de ([KII] _/\Ii[M ||]){lrU||i }:{(} ;

{nRr} é o vetor de participacdo modal reduzido aos “R” primeiros modos.
3.2. Método Com Interfaces Livres: Método de MacNeal

O método proposto por MacNeal em 1971 introduziu a correcdo de flexibilidade residual que
conduz & uma precisdo satisfatoria aliada a simplicidade de sua utilizacdo. Esse método permite
também a utilizacdo de modos préprios com condigdes hibridas.

De maneira geral, os métodos com interfaces livres fazem a transformagdo das coordenadas
fisicas “{u}” para as coordenadas modais “{n}” utilizando a matriz “[Gxr ]” dos “R” primeiros
modos proprios da sub-estrutura livre nas interfaces. A contribuicdo dos modos de alta freqiiéncia é
aproximada pela matriz de flexibilidade residual dos modos truncados “[ Gty ]” (MacNeal, 1971).
Para uma sub-estrutura discretizada com “N” gdl temos:

ugt=loglin 1+le: [t (15)

Fazendo a particdo dos gdl da sub-estrutura em gdl de fronteira (indicados pelo indice F) e gdl
internos (indicados pelo indice 1), a Eq. (15) torna-se:
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Escrevendo as forgas atuantes nas interfaces “fe” em funcéo dos deslocamentos “ug” e das
coordenadas generalizadas “n” pode-se escrever os deslocamentos fisicos em funcdo dos gdl de
fronteiras e dos modos préprios da cada sub-estrutura de interfaces livres:

U0 O Ox0u:-0
0 0= 0 a7
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Onde as matrizes Bjr e C\g representam os termos de correcdo em relacdo a flexibilidade
residual:

[BIF] = [GT|F][GTFF] B (18)
[CIR] :[GIR] - [GT,F ][GTFF] _1[@FR] (19)

A matriz de flexibilidade residual das sub-estruturas é calculada usando-se a definicao classica.

4. COMPARACAO ENTRE OS METODOS DE SINTESE MODAL

Com o objetivo de comparar os diferentes métodos de sintese modal no caso de um sistema
linear e ndo dissipativo, apresentam-se aqui os resultados obtidos utilizando os métodos estudados
nos paragrafos anteriores para a montagem de uma estrutura simples.

Como exemplo utilizamos uma placa ndo simétrica engastada exteriormente ao longo de uma de
suas extremidades, Fig. 1(a), e dividida em duas sub-estruturas, como mostrado na figura 1(b).

Os resultados de referéncia séo obtidos pelo método dos Elementos Finitos para a placa da Fig.
1(a) modelada como uma s6 estrutura.

1.0m

i 0,7m

(b) sub-estruturas 1 e 2

Figura 1. Modelamento de placas por E.F. e divisdo em duas sub-estruturas



Para 0 método dos elementos finitos, utilizamos elementos de placa com 3 gdl por né. A placa
possui 193 nds, sendo onze engastados e 8 servindo de interface entre as duas subestruturas. O
modelo E.F. da placa completa possui entdo 546 gdl, sendo 24 gdl na interface e 522 gdl internos.

Em seguida efetua-se a comparacao das freqiiéncias e das formas dos modos de vibracdo. Para a
comparacdo das formas modais sdo utilizadas as matrizes de MAC (Critério de Certeza Modal,
Friswell et all, 1995) calculadas entre os resultados de referéncia, obtidos pelo método dos E.F., e

os resultados obtidos pelos métodos de sintese modal:

@ P
i
VOO, P O,
modos
modos E.F. T
tidos
Modo 1 e FREQ. = 2.6763 [Hz]

MAC = 1.0000

Modo 5 FREQ. = 41.468 [Hz]
MAC = 0.9999
Modo 10 FREQ. = 117.85 [Hz]
MAC = 0.9955
Modo 11 FREQ. = 134.73 [Hz]
MAC = 0D.9083
i
Modo 15 FREQ. = 193.54 [Hz]

MAC = 0.1383

Figura 2. Deformacdes obtidas pelo método de Craig e Bampton com 5 modos engastados para
cada sub-estrutura e 24 modos estaticos de ligacdo



Na comparagdo entre célculos e ensaios dois modos sdo considerados como correlacionados se
0 MAC é superior a 0,75. Para a comparacdo entre formas modais calculadas por métodos
numéricos diferentes, esperam-se valores de MAC superiores a 0,90 para mostrar a eficiéncia do
método testado.

Para 0 método de Craig e Bampton foram utilizados 24 modos estéticos de ligagdo (um para
cada gdl de fronteira), mais, sucessivamente, 5, 10 e 20 modos com interface fixa para cada sub-
estrutura. Para o método de MacNeal foram utilizados, igualmente, 5, 10 e 20 modos com interface
livre. Para a correcdo do efeito dos modos truncados no metodo de MacNeal, foram utilizadas a
matrizes de flexibilidade residual das subestruturas condensadas a interface. Isso implica em
adicionar aos modos livres mais 24 componentes de flexibilidade residual.

modos E_F. modos
Obtidos
Modo 1 FREQ. = 2.6763 [Hz]
MAC = 1.0000
Modo 5 FREQ. = 41 468 [Hz|
MAC = 1.0000
;,
Modo 10 FREQ. = 117.85 |Hz]
MAC = 1.0000 _
S
.
Modo 11 FREQ. = 134.73 [Hz|
MAC = 1.0000
Modo 15 FREQ. = 193.54 [Hz]

MAC = 0.9997

Figura 3. Deformacdes obtidas pelo método de MacNeal com 5 modos livres para cada
sub-estrutura e 24 componentes de flexibilidade residual.



Algumas das formas modais obtidas pela aplicacdo desses dois métodos sdo mostradas nas Figs.
(2) e (3). A Fig. (2) compara as formas modais obtidas pelo método de Craig e Bampton aquelas
obtidas pelo método E.F., enquanto que a Fig. (3) compara o método de MacNeal a solucéo E.F. As
duas figuras mostram os modos 1, 5, 10, 11 e 15 obtidos utilizando, respectivamente, 5 modos
engastados e 5 modos livres para cada subestrutura.

Tabela 1. Freqliéncias préprias das placas montadas por sintese modal

teferéncia || Craig & Pampton - valoves em [Hz] Macleal - valores em [He]

M.EF. 24 modce estaticos 24 componentes de Hexibilidade
Freq. nimete de modos nimero de modcs

[Hz] S modos | 10 modos | 20 modos || 5 modes | 10 maodes | 20 modos
26763 26763 26763 2.6763 2.6763 26763 26763
13,130 13,1317 13,1506 131504 131504 1313504 13,1303
14 560 14,5633 14,5604 14, 5599 14, 5600 14,5559 14,5598
32.642 32.6326 32.6441 32,6423 32,6433 32,6427 32,6425
41 468 41 4981 41 4710 41 4681 41 4683 41 4681 41 4680
65 808 66,1499 734828 65 8156 65 8147 65,8114 65,8093
73237 73,4316 73,2663 732419 T3 2486 73,2417 73.2391
81.261 81.8107 81.3521 812755 81.2970 81.2770 81.2670
103,249 103.9116 | 103.3740 103.3041 [ 103.3320 103.3142 103.3001
117.85 1184899 | 117.9308 117.8654 || 117.8681 117.8582 117.8547
134.73 144.7446 | 1351136 1347583 || 134.7654 134, 7500 134.7363
140,69 1458788 | 141.3485 1407376 | 140,7443 140.7240 140.,6988
159,85 1844957 | 160.6451 1600415 || 159 9088 1598751 1398572
168.74 298.1045 1691028 1687739 || 168 8258 168.7708 168.7533
153,54 3205442 153.9325 153.6106 (| 123.8974 123.6818 193.5913
195,83 369.3196 | 196.6802 1955484 (| 196.2956 196.0254 195 8791
214.76 448.58272 216.5528 214.9512 || 215.3430 214.9635 214.8261
241,61 6153890 | 2442070 2422610 (| 242.0703 241.7743 241 B773
287,86 9578654 | 26943902 2580741 || 258.3147 258.0555 287 6664
281.43 1002142 296.0545 281.6961 || 281.8283 281.6867 281.5060

A Tab. (1) permite comparar as freqiéncias dos modos préprios de vibracdo obtidas com o
método de Craig e Bampton, de uma parte; de MacNeal, de outra parte, aos resultados obtidos com
0 método de elementos finitos. Como esperado, 0 truncamento modal dos métodos de sintese
modal conduzem a freqliéncias proprias mais elevadas que o método de elementos finitos. Essa
diferenca é mais acentuada para o0 método de Craig e Bampton, pois este utiliza os modos fixos de
interface o que enrijece ainda mais a estrutura.

Constata-se que para 0s modos 1 e 5 a interface entre as sub-estruturas deforma pouco e o
método de Craig e Bampton conduz a bons resultados. Por outro lado, no caso dos modos 10, 11 e
15, onde a interface €é sujeita a grandes deformacdes, os resultados obtidos se afastam do método de
.E.F. Os modos estéaticos de ligacao utilizados pelo método de Craig e Bampton sdo, no exemplo em
questdo, pouco representativos da dindmica da estrutura estudada. Nesse caso, para uma boa
representacdo da dindmica da interface o método de Craig e Bampton exige um nimero de modos
superior ao método de MacNeal. Esse fato esta bem ilustrado nas matrizes de MAC mostradas nas
Figs. (4) e (5).

Os valores de MAC mostram a correlagdo entre as formas modais obtidas pelos métodos de
sintese modal e as obtidas pelo M.E.F..A excelente qualidade dos resultados obtidos por sintese
modal é evidenciada pela proeminéncia da diagonal principal com rela¢do as outras componentes da
matriz de MAC.



Na Fig. (4c), pode-se observar que um numero reduzido de modos (5 modos blogueados para
cada subestrutura mais 24 modos estaticos de ligacdo) ndo é suficiente para representar os vinte
primeiros modos de vibracdo da estrutura estudada. Por outro lado, um nimero equivalente de
modos com o método de MacNeal conduz a bons resultados devido a qualidade superior da
corregédo introduzida pelos termos de flexibilidade residual. Essas corre¢cdes fazem com que , no
caso estudado, o método de MacNeal apresente melhores resultados que o método de Craig e
Bampton.

b e s

(a) 20 modos (b) 10 modos (c) 5 modos

Figura 4. Valores de MAC, método de Craig e Bampton com diferentes nimeros de modos de
interface fixa para cada sub-estrutura

b oo

(a) 20 modos (b) 10 modos (c) 5 modos

Figura 5. Valores de MAC para o método de MacNeal com diferentes numeros de modos de
interfaces livres para cada sub-estrutura

5. CONCLUSAO

Observamos, como previsto, que os metodos de sintese modal conduzem a valores proprios
mais elevados que o M.E.F devido ao truncamento modal. Esta diferenca € mais acentuada no caso
do método de Craig e Bampton, pois a relevancia dos modos de interface fixa endurece a estrutura.

Podemos ver também que o método de Craig e Bampton é mais sensivel ao nimero de modos
utilizados que o método de MacNeal, pois o primeiro utiliza os modos estaticos de ligacdo que, no
exemplo em questdo (e infelizmente em um grande nimero de problemas reais), sdo pouco
representativos da dindmica da estrutura. Este fato é bem ilustrado pelas matrizes de MAC
mostradas nas Figs. (4) e (5).

Os valores dos MAC mostram a correlacdo entre as deformacdes obtidas pelos métodos de
sintese modal e as obtidas pelo método dos elementos finitos. Podemos constatar a alta qualidade
dos resultados obtidos por sintese modal observando a diagonal principal que é posta em evidéncia
em relacdo aos outros elementos da matriz.

As matrizes de MAC pelo método de MacNeal ndo apresentam grandes modificagdes para 0s
diferentes numeros de modos utilizados, mas os valores dos MAC para as mais altas fregiiéncias no
método de Craig e Bampton com um pequeno nimero de modos ndo apresentam um bom resultado.
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Abstract. The modal synthesis methods are techniques used in the dynamic analysis of large
structures comprising of substructures or components. These techniques are known to reduce model
size, time and cost of required calculations without any loss of quality in the results within a
frequency array of industrial interests. There are several modal synthesis methods, being each
carcterized through the way the modal subspace is constructed and boundary conditions are
selected for the component modal analysis. Those methods are grouped in free interface methods
and fixed interface methods. Considering the structure complexity (geometry, dumping efects, non-
linearities, random effects) one should be able to select the most suitable method, considering
numerical efficiency and approximation to the interface real behaviour. This paper presents the
classical methods based on a general formulation and compares these methods using the MAC
criteria (Modal Assurance Criterion) for mope shape comparison. Comparison results obtained
from the application of the classical methods to plates are shown as well.

Keywords: component synthesis method, substructuring, modal synthesis, structure dynamics.



