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Resumo 
 
Este trabalho apresenta a análise de vibração livre não amortecida de placas e cascas através 
de um elemento finito do tipo hierárquico baseado no conceito de aproximação p. O primeiro 
nível de aproximação da solução é obtido através do elemento isoparamétrico quadrilateral 
quadrático de 9 nós da família Lagrangeana, formulado a partir da teoria de Reissner-Mindlin, 
com integração numérica consistente. Para outros níveis de aproximação são realizados 
sucessivos refinamentos hierárquicos com o propósito de retirar a característica de rigidez 
excessiva do elemento isoparamétrico na análise de placas e cascas finas. São apresentados 
exemplos numéricos para mostrar a precisão, eficiência e vantagens da presente formulação, e 
os resultados obtidos (freqüências naturais e modos de vibrar) são comparados com os 
disponíveis na literatura. 
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1. INTRODUÇÃO 
 
 A maior parte das estruturas compostas por placas e cascas projetadas atualmente 
requerem algum tipo de análise dinâmica para comprovar sua capacidade de suportar 
carregamentos transitórios. Embora a análise de estruturas compostas por placas e cascas pelo 
Método dos Elementos Finitos já se estenda por mais de três décadas, o estabelecimento de 
um modelo que seja confiável, eficiente e aplicável a qualquer situação (placas e cascas finas 
ou placas e cascas moderadamente grossas) ainda continua a ser objeto de estudo de muitos 
autores. 

Bathe e Dvorkin (1985 e 1986) resumiram os requisitos que devem ser encontrados no 
desenvolvimento de um elemento finito confiável e eficiente para análise de casca: 
1. o elemento deve satisfazer os requisitos usuais de invariância e convergência 

(Zienkiewics, 1977); 
2. o elemento deve ser formulado sem o uso de uma teoria específica, de maneira que possa 

ser aplicável em qualquer situação de placa ou casca; 
3. o elemento deve ser simples, barato e utilizar, considerando a análise de cascas, cinco ou 

seis graus de liberdade por nó; 



4. o elemento deve ser "numericamente seguro", isto é, não deve conter qualquer modo 
próprio nulo, e deve estar livre do efeito de bloqueio; 

5. o elemento não deve ser baseado em fatores de ajuste numérico; 
6. o elemento deve ser relativamente insensível às distorções geométricas; 
7. o elemento deve ter a capacidade de proporcionar soluções precisas e eficientes. 
 A formulação para análise de casca baseada na degeneração de um elemento sólido 
tridimensional através da redução de sua dimensão na direção da espessura tem sido escolhida 
por um grande número de pesquisadores nos últimos anos com o objetivo de satisfazer os 
requisitos acima e, baseado nessa formulação, o elemento de nove nós da família Lagrangeana 
tem sido usado como base para o desenvolvimento de muitos elementos finitos para análise de 
casca. Em parte, isto se deve às seguintes observações: na análise de tensões no plano o 
elemento isoparamétrico de nove nós é menos sensível a distorções geométricas que o 
elemento de oito nós (Cook, 1981 e Verhegghe e Powell, 1986) e, para o caso geral de flexão 
de placas o elemento de nove nós tem um ótimo desempenho se comparado a outros 
elementos quadrilaterais lineares, quadráticos e cúbicos (Pugh et al., 1978). Além disso, os 
elementos de nove nós para análise de cascas são geralmente considerados como vantajosos 
em casos onde existem grandes variações de tensões, onde as deformações por flexão 
dominam a solução, e onde a geometria é curva (Park e Stanley, 1986). 
 Entretanto, é bem conhecido que os resultados obtidos através do elemento de nove nós 
para análise de cascas apresentam diversas deficiências (Oñate, 1992). A integração exata do 
elemento quadrilateral quadrático de nove nós exige 3x3 pontos de integração na quadratura 
de Gauss-Legendre para a matriz de rigidez que contém os termos relativos à flexão e 3x3 
pontos de integração para a matriz de rigidez que contém os termos relativos à cortante 
(integração numérica consistente). Os resultados obtidos são excelentes para situações de 
placas e cascas moderadamente grossas, contudo, com a redução da espessura o elemento 
torna-se excessivamente rígido e os resultados não tendem àqueles da teoria clássica de 
Kirchhoff para placas e cascas finas. A integração numérica reduzida (2x2 pontos de 
integração para a matriz de rigidez que contém os termos relativos à cortante) elimina em 
muitos casos o efeito de bloqueio na análise de placas e cascas finas, mas pode gerar 
elementos com modos próprios facilmente propagáveis em toda malha para várias condições 
de contorno, que distorcem a solução. 
 Este trabalho apresenta  uma formulação do tipo hierárquica, baseada no conceito de 
aproximação p. O primeiro nível de aproximação da solução é obtido através do elemento 
isoparamétrico quadrilateral quadrático de 9 nós da família Lagrangeana, formulado a partir 
da teoria de Reissner-Mindlin, com integração numérica consistente. Para outros níveis de 
aproximação são realizados sucessivos refinamentos hierárquicos (3º, 4º e 5º graus) com o 
propósito de retirar a característica de rigidez excessiva do elemento isoparamétrico na análise 
de placas e cascas finas. 
 No processo de refinamento h a malha de elementos é refinada através da diminuição 
sucessiva do tamanho dos elementos. Neste processo o número e o tipo de funções de 
interpolação sobre cada elemento permanecem fixos. A utilização deste tipo de refinamento 
tende a aumentar o custo da análise (novos nós e elementos têm de ser gerados) e produzir 
erros associados à subdivisão excessiva da malha de discretização. 
 Ao contrário, no processo de refinamento p hierárquico o número e a distribuição de nós 
e elementos sobre a malha discretizada permanecem fixos, no entanto, o número e o grau das 
funções de interpolação são aumentados progressivamente. As matrizes de rigidez produzidas 
nos estágios anteriores àquele da aproximação pretendida reocorrem e não precisam ser 
recalculadas. A qualidade de aproximação da solução e o custo computacional são vantagens 
que a versão p hierárquica de refinamento oferece em relação à versão h. 



2. FORMULAÇÃO 
 
 De acordo com Zienkiewicz et al. (1971), o campo de deslocamento do elemento de 
casca é interpolado a partir das funções de forma ( )ηξ ,iN  quadrilaterais quadráticas, e é dado 
por: 
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onde o deslocamento ( )ζηξ ,,∆
&

 é um vetor coluna de componentes  we , vu  nas direções X, Y 
e Z, respectivamente, de um sistema de referência global associado ao elemento e, da mesma 
maneira ui, vi e wi, as componentes do deslocamento δ i. Neste trabalho o campo de 
deslocamento do elemento de casca será interpolado a partir das funções de forma Ni(ξ,η) 
quadrilaterais quadráticas de nove nós da família Lagrangeana, portanto n=9. 
 O refinamento da expansão quadrática especificada pela Eq.(1) pode ser conseguido 
adicionando-se a ela funções de forma hierárquicas Mpk(ξ,η) de ordem superior a dois 
(Babuska et al., 1981). As funções Mpk(ξ,η) são polinômios de grau p associados a cada um 
dos lados do elemento ( k = 1, 2, 3 e 4) ou são polinômios de grau p, do tipo bolha, associados 
ao elemento ( k = 5, 6, 7, ...). Neste trabalho o refinamento da expansão quadrática foi feito 
adicionando-se funções de forma hierárquicas de 3o ,4o e 5o graus. As funções de forma 
utilizadas foram definidas em termos das integrais dos Polinômios de Legendre 
(Szabo et al., 1991), conforme mostra a Tabela 1. 
 

Tabela 1. Funções de forma hierárquicas de 3o ,4o e 5o graus. 
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 Desta forma o deslocamento 
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∆  dado pela Eq.(1) para o caso do elemento isoparamétrico, 
torna-se: 
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para o caso de elemento paramétrico do tipo hierárquico. Nesta expressão pkδ

&

, de 

componentes apk, bpk e cpk segundo os eixos X, Y e Z do sistema de referência global, é o 



vetor constituído dos parâmetros hierárquicos. As funções Mpk(ξ,η) quando inseridas na 
Eq.(1) não modificam o nível de aproximação do elemento, mas, no entanto, a incógnita pkδ

&

 

deixa de ter o significado físico de variável nodal. Na realidade, as componentes de 
pkδ

&

 são 

parâmetros dependentes das incógnitas nodais iδ
&

, iα  e iβ . 

De uma maneira compacta, a Eq.(2) pode, ainda, ser dada por: 
 

 { } [ ] { }u N a= ⋅  (3) 
 

onde { }u  é uma matriz constituída dos deslocamentos u(ξ,η,ζ), v(ξ,η,ζ) e w(ξ,η,ζ), [ ]N  é uma 
matriz constituída das funções de forma Ni(ξ,η) e Mpk(ξ,η), e {a} é uma matriz constituída 
dos deslocamentos nodais ui, vi, wi, α i e βi e dos parâmetros hierárquicos apk, bpk e cpk. 
 De acordo com as hipóteses básicas da teoria de placa e casca (Timoshenko et al., 1959) 
e em função da solicitação do elemento, um ponto genérico vai apresentar, segundo o sistema 
de referência local ( x′ , y′ , z ′ ), a ele associado, o seguinte estado de deformação específica: 
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ou ainda, 
 
 { } [ ] { }uL ′⋅=′ε  (5) 
 
onde, {ε´} é uma matriz coluna constituída das deformações específicas e distorções em um 
ponto genérico do elemento segundo o sistema de referência local, {u´} corresponde aos 
deslocamentos segundo o sistema de referência local e [L] é o operador linear. 
  Aplicando o Princípio do Trabalho Virtual e o Princípio de D’Alembert, chega-se à 
determinação das matrizes de rigidez e de massa do elemento: 
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onde, [B] é uma matriz que relaciona as deformações específicas com os deslocamentos e as 
rotações nodais, [D’] é uma matriz quadrada, simétrica, constituída das constantes elásticas do 
material, ( )ηξ ,J  o determinante da matriz jacobiano da transformação global-local e ρ a 

densidade de massa por unidade de volume do elemento. De uma forma compacta, pode-se 
escrever a equação que representa o equilíbrio do sistema: 
 
 [ ] { } [ ] { } { }eee faKaM =⋅+⋅ ��

 (8) 

 



onde [M 
e] é a matriz de massa do elemento, { }a��  é um vetor coluna constituído das 

acelerações nodais e dos parâmetros hierárquicos, [K 
e] é a matriz de rigidez do elemento, {a} 

é um vetor coluna constituído dos deslocamentos nodais e dos parâmetros hierárquicos, {f 
e} é 

o vetor de carga. Encontradas as equações algébricas que descrevem as características de cada 
elemento do sistema estrutural, o próximo passo é combiná-las para formar um conjunto 
completo de equações, que governe a reunião de todos os elementos. O procedimento de 
montagem deste conjunto de equações é baseado na necessidade de que o equilíbrio se 
verifique por todo o sistema. Pode-se, portanto, escrever que: 

 
 [ ] { } [ ] { } { }faKaM =⋅+⋅ ��  (9) 

 
Esta equação representa o caso geral de vibração forçada para sistemas não amortecidos e se 
não existem forças atuantes no sistema, tem-se o caso de vibração livre. Admitindo-se 
movimento harmônico a Eq.(9) pode ser reescrita na seguinte forma: 

 

 [ ] [ ]( ) { } { }K M− ⋅ ⋅ =λ φ 0  (10) 
 

onde [ ] [ ]K M e  são as matrizes de rigidez e de massa globais do sistema, respectivamente, e 
λ  o quadrado da freqüência angular. Entretanto, este problema só pode ser resolvido após a 
imposição das condições de contorno do sistema estrutural em análise. Para um sistema 
estrutural com n graus de liberdade podemos escrever que: 

 
 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]K M⋅ = ⋅ ⋅Φ Φ Λ  (11) 
 
onde [ ] [ ]K M e  são as matrizes (n×n) de rigidez e de massa globais do sistema, 
respectivamente, [ ]Λ  a matriz diagonal (n×n) que contém os n autovalores λi e 

[ ] { } { } { }[ ]ni φφφ=Φ ,,,,1 ��  a matriz (n×n) que contém os n autovetores { }φi . 

 O processo de resolução do problema de autovalor generalizado consiste na obtenção das 
matrizes [ ]Λ  e [ ]Φ . Para tanto resolve-se, primeiramente, o sistema isoparamétrico: 
 
 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]isoisoisoisoiso MK Λ⋅Φ⋅=Φ⋅  (12) 

 
 Sendo niso o número de graus de liberdade da análise isoparamétrica, [Kiso], [Miso], [Φiso] e 
[Λiso] são submatrizes (niso x niso) correspondentes ao sistema isoparamétrico. Pode-se fazer o 
refinamento da solução obtida através da primeira reanálise do sistema introduzindo funções 
de forma hierárquicas de terceiro grau: 
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onde as submatrizes correspondentes ao sistema isoparamétrico já foram obtidas 
anteriormente na análise inicial. Sendo nh3 o número total de variáveis hierárquicas 
introduzidas na primeira reanálise, [Kiso,h3], [Miso,h3], [Φiso,h3] e [Λiso,h3] são submatrizes 
(niso x nh3) correspondentes ao acoplamento entre o sistema isoparamétrico e o sistema 
hierárquico relacionado com a primeira reanálise, [Kh3], [Mh3], [Φh3] e [Λh3] são submatrizes 
(nh3 x nh3) correspondentes ao sistema hierárquico para a primeira reanálise. De maneira 



semelhante, pode-se fazer o refinamento da solução obtida através da segunda reanálise do 
sistema introduzindo funções de forma hierárquicas de quarto grau e depois de quinto grau. 
 Como o algoritmo desenvolvido permite que se escolham, independentemente, os lados e 
elementos a serem refinados, os graus das funções de forma hierárquicas a serem 
introduzidas, bem como as variáveis hierárquicas de interesse, pode-se ter tantas reanálises 
quanto se queira. Assim, de uma forma geral, se se pretender fazer a i-reanálise pode-se 
escrever que: 
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onde todas as submatrizes anteriores àquelas relacionadas com a reanálise i já foram obtidas. 
Sendo nhi o número total de variáveis hierárquicas introduzidas na i-ésima reanálise, [Kiso,hi], 
[Miso,hi], [Φiso,hi] e [Λiso,hi] as submatrizes (niso x nhi) correspondentes ao acoplamento entre o 
sistema isoparamétrico e o sistema hierárquico relacionado com a i-ésima reanálise, [Khi], 
[Mhi], [Φhi] e [Λhi] as submatrizes (nhi x nhi) correspondentes ao sistema hierárquico 
relacionado com a i-ésima reanálise. 
 
 
3. RESULTADOS NUMÉRICOS 
 
 A seguir são apresentados alguns resultados numéricos onde a confiabilidade e a 
eficiência, considerando a análise dinâmica de placas e cascas, do elemento finito hierárquico 
proposto são analisadas. Fez-se, além da comparação dos resultados obtidos nas análises 
isoparamétrica (p=2) e hierárquica de 3º grau (p=3), 4º grau (p=4) e 5º grau (p=5), a 
comparação dos resultados obtidos com os elementos finitos 9URI (isoparamétrico 
quadrilateral quadrático de nove nós com integração totalmente reduzida) e Shell93 
(disponível no "software" comercial ANSYS 5.4). 
 Todos os resultados obtidos com os vários elementos finitos descritos acima foram 
comparados com os obtidos analítica ou experimentalmente disponíveis na literatura. Os 
resultados apresentados foram normalizados dividindo-se a freqüência natural calculada pela 
freqüência natural "exata" (obtida na literatura). 
 
3.1 Casca esférica engastada em uma extremidade 
 
 Em função da geometria a casca esférica engastada em uma extremidade (Figura 1a) foi 
modelada com seis malhas de discretização de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos. As 
Figuras 1b, 1c, 1d, 1e e 1f apresentam as cinco primeiras freqüências naturais normalizadas 
(Leissa et al., 1983) para cada malha de discretização e o número de graus de liberdade 
envolvidos na análise do elemento finito proposto com seus refinamentos (p=2, p=3, p=4 e 
p=5) e dos outros elementos finitos comparados (9URI e Shell93). 
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(c) (d) 
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Figura 1. Casca esférica engastada em uma extremidade (a) e suas freqüências naturais 
normalizadas para o 1º modo (b), 2º modo (c), 3º modo (d), 4º modo (e) e 5º modo (f). 

 
 
3.2 Placa quadrada apoiada nos quatro cantos 
 
 Para verificar se o elemento finito com refinamento hierárquico gera elementos com 
modos próprios propagáveis em toda malha foi feito um teste clássico proposto na literatura: a 
análise de uma placa quadrada apoiada nos quatro cantos que é extremamente sensível à 
existência de modos próprios de flexão. 

Em função da geometria a placa foi modelada com malha de discretização regular de 3x3, 
5x5, 7x7 e 9x9 elementos. A Figura 2 apresenta as seis primeiras freqüências naturais 
normalizadas (Leissa, 1969) para cada malha de discretização e o número de graus de 
liberdade envolvidos na análise do elemento finito proposto com seus refinamentos (p=2, p=3, 
p=4 e p=5) e dos outros elementos finitos comparados (9URI e Shell93). 



Os resultados obtidos com o elementos finitos 9URI e Shell93 estão muito distantes do 
"exato" (os modos próprios se propagam em toda malha distorcendo a solução) e por esta 
razão os resultados para este elemento não aparecem na Figura 2. 

Na Tabela 2 são apresentados os seis primeiros modos de vibrar da placa quadrada 
apoiada nos quatro cantos obtidos a partir do elemento finito proposto (HIERÁRQUICO) e do 
elemento Shell93 (ANSYS) com malhas de discretização de 9x9 elementos, estes resultados 
podem ser comparados com os obtidos analiticamente (“EXATO”) por Leissa (1969). 

Pode-se verificar que os modos de vibrar obtidos com o elemento finito proposto são 
excelentes, enquanto que os obtidos com o elemento Shell93 apresentam o problema de 
geração de modos próprios que distorcem a solução. 
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Figura 2. Freqüências naturais normalizadas da placa quadrada apoiada nos quatro cantos 
para o 1º modo (a), 2º modo (b), 3º modo (c), 4º modo (d), 5º modo (e) e 6º modo (f). 



Tabela 2. Modos de vibrar da placa quadrada apoiada nos quatro cantos. 
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4. CONCLUSÕES 
 

A partir dos resultados dos exemplos numéricos, verifica-se que o refinamento da solução 
do elemento isoparamétrico, através da introdução de polinômios de terceiro (p=3), quarto 
(p=4) e quinto (p=5) graus, apresenta os seguintes resultados: 

- excelente convergência com o refinamento da malha; 
- não apresenta os problemas de bloqueio na análise de placas e cascas finas; 
- não gera elementos com modos próprios; 
- com o refinamento da malha os resultados convergem para os obtidos com 

integração reduzida. 
 Enfim, pode-se dizer que o elemento finito proposto, considerando a análise dinâmica, 
atende praticamente todos requisitos que devem ser encontrados no desenvolvimento de um 
elemento finito confiável e eficiente para análise de placas e cascas. 
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Resumo

A madeira tem sido utilizada como material estrutural desde os primórdios da construção
aeronáutica. O recente desenvolvimento de aeronaves de construção mista utilizando madeira
e compósitos deu novo impulso à sua utilização. Nas três últimas décadas foram construídas
mais de 22000 aeronaves leves empregando madeira como material estrutural. Neste trabalho
é apresentada uma metodologia de projeto do reparo de tensores de freijó (Cordia goeldiana)
reforçados com laminados de fibra de vidro em matriz epóxi. Uma análise por elementos
finitos de modelos de tensores típicos, sem e com reforço, foi verificada experimentalmente
para tração e flambagem, esforços típicos desse tipo de componente estrutural. São também
apresentados resultados de ensaios de caracterização das propriedades mecânicas dos
principais materiais envolvidos – freijó e laminados com tecido S2-glass/epóxi.

Palavras-chave: Madeira, Materiais compostos, Reparo estrutural

1. INTRODUÇÃO

       No início da indústria aeronáutica a madeira surgiu como o principal material para a
fabricação de componentes estruturais de aeronaves. Dois fatores vieram posteriormente
modificar essa preferência. O primeiro deles estava ligado à baixa eficiência dos adesivos
para madeira disponíveis na época e o outro associado ao fato que durante a Primeira Guerra
Mundial (1914-1919) a fabricação de dezenas de milhares de aeronaves militares acabou por
gerar escassez de madeira de qualidade aeronáutica no final do conflito. Assim a partir da
década de 30 foi iniciada a pesquisa de novos materiais capazes de substituir a madeira na
fabricação de estruturas de aeronaves. Ligas de alumínio vieram atender essa demanda, com
valores de resistência e rigidez específicas semelhantes às da madeira. Para se obter boa
eficiência nas uniões estruturais de componentes fabricados com essas ligas, foram



utilizados processos de rebitagem. As ligas de alumínio se mantém até hoje como o material
mais utilizado na fabricação de estruturas de aeronaves. No entanto a madeira, ainda que em
menor escala, teve seu uso continuado, sobretudo nas aeronaves de pequeno porte. Nas três
últimas décadas foram produzidas mais de 22000 aeronaves leves com componentes
estruturais em madeira (Kitplanes, 1998). No Brasil existe ainda em operação um número
considerável de aviões de instrução e planadores com estrutura fabricada em madeira. A
espécie de madeira utilizada no Brasil para fabricação de estruturas aeronáuticas é o freijó
(Cordia goeldiana), caracterizada por Brotero (1941) em ensaios de tração, compressão,
cisalhamento e flambagem.
       Um exame da documentação técnica vigente emitida pelos organismos governamentais
reguladores e homologadores das atividades de manutenção de aeronaves revela que os
processos aprovados e recomendados para reparação de avarias estruturais em componentes
fabricados em madeira não sofreram grandes modificações nos últimos trinta anos, segundo
FAA/AC43 (1988), EAA/CAM18 (1988) e FAA/AC65 (1976).

O uso conjunto de madeira e materiais compostos tem sido pesquisado para aplicações
estruturais, tanto em trabalhos experimentais (Triantafillou e Deskovic, 1992) quanto em
análises pelo métodos de elementos finitos (Williamson e Daadbin, 1992) (Avent, 1986).
       Neste trabalho é proposta uma metodologia para reparo de tensores de fuselagem de
aeronaves fabricadas em madeira através da aplicação de reforços fabricados em laminados de
fibra de vidro/epóxi na região avariada.
       Para aeronaves de configuração convencional a atuação do leme direcional produz flexão
simétrica na fuselagem. Já a atuação do profundor produz flexão que será ou não simétrica em
função dos fatores de carga verticais, positivos e negativos, definidos no projeto da aeronave.
Usualmente a relação entre os fatores de carga verticais máximos positivo e negativo é menor
ou igual a 2, segundo regulamentos aeronáuticos vigentes. Assim, os tensores de fuselagem
devem ser dimensionados para suportar cargas de tração e compressão dentro dessa faixa.
Como uma maximização da relação resistência/peso para estruturas de aeronaves é desejável,
são utilizados altos índices de esbeltez nos tensores. Esse fato faz com que a flambagem
apareça como condição limitante no dimensionamento dos mesmos, sem contudo dispensar a
verificação da resistência à tração (Bruhn, 1965). Foram então realizados ensaios de
caracterização para esforços de tração e flambagem em corpos de prova retirados de tábuas de
freijó submetidas aos processos de seleção e secagem usualmente adotados em manutenção de
aeronaves. Os laminados de fibra de vidro/epóxi foram caracterizados através apenas de
ensaios de tração. Os resultados obtidos para esses materiais foram posteriormente utilizados
nos modelos de elementos finitos.

2. METODOLOGIA EXPERIMENTAL

2.1 Ensaios de caracterização de laminados de fibra de vidro/epóxi

       As propriedades mecânicas dos laminados dependem significativamente do processo
empregado na sua laminação, do número de camadas e sua forma de compactação, da
orientação dessas camadas em relação à direção dos esforços e do processo de cura, entre
outros fatores. De modo geral a literatura fornece apenas os dados referentes a laminados
unidirecionais para uma dada relação volume de fibra/volume de resina. Assim definiu-se pela
caracterização dos materiais a serem utilizados nos reforços através de ensaios mecânicos em
corpos de prova fabricados com processos mais próximos daqueles usualmente empregados
em manutenção de aeronaves. Os ensaios de tração foram realizados em máquina Instron tipo
tração/compressão com célula de carga de 100 kN, tendo como base a norma ASTM D 3039
(1989) e utilizando-se uma velocidade de deslocamento de cabeçote de 0,2 mm/min. Foram



ensaiados para cada um das direções, longitudinal e transversal, 5 corpos de prova laminados
a partir de tecidos com fibras orientadas a 0o (warp, longitudinal) e 90o (fill, transversal) e os
resultados são apresentados na Tabela 1. As características dos materiais utilizados para
fabricação dos laminados são  descritas a seguir:
       Reforço: os laminados foram confeccionados com tecidos de fibra de vidro de alta
resistência, do tipo S2-Glass, fabricados pela Hexcel Corporation. O produto utilizado tem o
código de fabricante 4522. Trata-se de um tecido tipo plain, com 53% de filamentos warp e
47% de filamentos fill. A espessura por camada é de 0,10 mm para laminados com relação de
50% de volume de fibra. A gramatura é de 126 g/m2;
       Matriz: foi utilizada a resina epóxi Araldite® LY 5052 BR e o endurecedor HY 5052 BR
fabricados pela Ciba Especialidades Químicas Ltda. com a proporção recomendada de 100 g
de resina para 38 g de endurecedor.

2.2 Ensaios de caracterização do freijó

       Sendo a madeira um material composto natural, optou-se pela utilização da mesma norma
ASTM D 3039 (1989) para a caracterização do freijó em tração nas direções paralela e
transversal às fibras. Essa opção se mostrou adequada já que foram observados modos de
falha típicos, tendo sido obtidos valores de resistência e rigidez esperados para a espécie
(Brotero, 1941) com baixa dispersão dos resultados. Para cada direção foram ensaiados 5
corpos de prova retirados de uma tábua pré-selecionada para uso em construção aeronáutica e
os resultados são também mostrados na Tabela1.

Tabela 1. Resultados dos ensaios de caracterização de materiais  em tração

Tensão de Ruptura (MPa) Módulo de Elasticidade (GPa)Material
Média Desvio Padrão Coef. Variação % Média Desvio Padrão Coef.Variação %

S2Glass – Warp 497 27 5,4 29,72 1,65 5,6
S2Glass - Fill 421 36 8,5 25,54 1,37 5,4

Freijó Tração paralela 117 7 6,2 19,17 1,20 6,3
Freijó Tração transversal 3,9 0,39 9,9 0,7 0,046 6,7

2.3 Ensaios de simulação de reparos

       Visando validar o modelo de elementos finitos criado para análise estrutural de reparos de
tensores, foram realizadas campanhas de ensaios de tração e de flambagem. Nos ensaios de
flambagem foram consideradas conservativamente condições de extremidades bi-articuladas.
Nos dois casos foram ensaiados preliminarmente corpos de prova construídos unicamente em
freijó com dimensões semelhantes às encontradas nos tensores de fuselagem de aeronaves.
Esses corpos de prova são referenciados neste trabalho como “sem reforço” e visam
estabelecer uma referência do comportamento estrutural do tensor original. Posteriormente
foram ensaiados corpos de prova com dimensões idênticas às dos corpos de prova “sem
reforço” cortados ao meio em seu comprimento, de modo a simular uma ruptura. Após
alinhadas suas metades, um reforço fabricado com laminado de fibra de vidro/epóxi foi
aplicado unindo-as de forma eqüidistante a partir do ponto do corte. Como uma das faces do
tensor é colada ao revestimento da fuselagem em aeronaves de madeira, optou-se pelo uso de
um perfil C para o reforço garantindo acessibilidade de colocação do mesmo na área de avaria
sem a necessidade de retirada do revestimento da fuselagem nesse local. Foi proposta uma
geometria para o perfil C com espessura de 1,3 mm e comprimento interno de alma e abas de
10 mm, tendo a sua colagem no tensor sido feita com adesivo Araldite® de secagem normal.
Esses corpos de prova são a seguir referenciados como “com reforço”. Os ensaios foram
feitos em máquina Instron com o uso de extensômetro de 50 mm de abertura inicial fixado aos



corpos de prova nas linhas de referência. Garras-padrão foram utilizadas para os ensaios de
tração e um dispositivo foi fabricado para permitir a simulação de apoio rotulado nas duas
extremidades para os ensaios de flambagem.
       Para os ensaios de tração foram incorporados tabs fabricados em ipê (Tabebuia spp)
colados com adesivo Araldite® nas extremidades das peças de freijó. Na Figura 1 são
apresentados corpos de prova de tração “com reforço”. A geometria dos corpos de prova de
tração “sem reforço” pode ser inferida à partir da Figura 1 retirando-se o perfil C e o corte.
       Os corpos de prova dos ensaios de flambagem são do tipo prismático, sem tabs, com
seção transversal quadrada com aresta de 10 mm e constante ao longo de seu comprimento L.
O comprimento foi variado de modo a varrer a faixa típica de esbeltez verificada em tensores
de fuselagem, situada para valores de índice de esbeltez (L/ρ) entre 80 e 200, onde ρ é o raio
de giração da seção. De modo análogo aos corpos de prova de tração, os corpos de prova de
flambagem “sem reforço” e “com reforço” se diferenciam pela presença do perfil C e do
corte.

Figura 1. Corpos de prova de tração “com reforço”

3. MODELOS

       O programa comercial ANSYS (1997) foi utilizado como plataforma de análise dos
modelos de elementos finitos. Todas as análises efetuadas foram lineares e elásticas. Nos
modelos de corpos de prova “com reforço” a região do reforço apresenta especial dificuldade
na análise pois nela ocorre uma interação entre materiais não isotrópicos e com grande
variação em seus módulos de elasticidade. Modelos numéricos simplificados foram usados
por Avent (1986) e Williamson e Daadbin (1992), para modelar casos semelhantes. Dávila
(1999) sugere estratégias para aumentar a eficiência dessa modelagem. No presente trabalho,
para análise de tensões de tração, foi gerado um modelo de elementos sólidos SOLID45
(ANSYS, 1997) com 8 nós e 6 graus de liberdade por nó, apresentado na Figura 2. O mesmo
tipo de elemento foi utilizado nos dois materiais (freijó e laminado de fibra de vidro/epóxi).
Na definição das propriedades dos materiais foram utilizados os valores apresentados na
Tabela 1. O filme de adesivo não foi representado nesse modelo. De forma a reduzir o número
de elementos foi utilizada condição de simetria. Para modelagem das condições impostas pela
máquina de ensaio adotou-se, como condições de contorno nos nós pertencentes à seção
contida pelo plano de simetria, restrição da translação na direção do eixo X (eixo
longitudinal). Carga unitária foi aplicada nos nós da seção da extremidade, de forma a simular
tensão remota constante e igual a 0,01 MPa.
       Para o caso da flambagem foram gerados modelos com elementos de viga BEAM4
(ANSYS, 1997), bidimensionais, elásticos, com 2 nós e 6 graus de liberdade por nó. Os



valores constantes da Tabela 1 foram também utilizados para definição das propriedades dos
materiais. Na região do reforço foi gerada uma malha composta por elementos distintos
superpostos com propriedades de cada um dos dois materiais, freijó e laminado de fibra de
vidro/epóxi, mesclados através do comando merge (ANSYS, 1997). Esse modelo teve o nó de
uma das extremidades restrito na direção do eixo X (eixo longitudinal), simulando a base fixa
da máquina de ensaios. Na outra extremidade, para simulação do cabeçote móvel, foi imposta
uma translação de compressão na direção do mesmo eixo. Em ambas as extremidades as
rotações foram liberadas para simulação de flambagem de uma peça bi-articulada, enquanto
que as translações na direção do eixo Y (eixo transversal) foram restritas.

Figura 2. Modelo de simulação do corpo de prova de tração “com reforço”

4. RESULTADOS

       Os resultados são apresentados graficamente em curvas típicas tensão vs. deformação
para ensaios de tração e tensão crítica vs. índice de esbeltez (L/ρ) para ensaios de flambagem.
Além disso foram incluídas figuras contendo isocurvas para o modelo de tração. Adotou-se a
seção transversal do tensor “sem reparo” (10 mm x 10 mm) como área de referência para o
cálculo das tensões.

4.1 Tração

       Os resultados dos ensaios de tração apresentaram de modo geral valores de dispersão
típicos para o tipo de material e de solicitação. Os modelos foram capazes de simular
satisfatoriamente a rigidez obtida nos resultados experimentais, conforme mostrado nas
Figuras 3 e 4, respectivamente para tensores “sem reforço” e “com reforço”. Na Figura 3
observa-se discreta tendência do modelo em subestimar a rigidez dos tensores ensaiados. Esse
fato pode ser atribuído à dispersão dos dados na determinação da rigidez utilizada no modelo
(freijó ensaiado na caracterização, da ordem de 6 % segundo Tabela 1).
       Na Figura 5 é mostrado que o modelo aponta para um aumento de rigidez provocado pela
introdução do reforço de fibra de vidro/epóxi na região do reparo. Um exame da Figura 6
indica, no entanto, que essa previsão não foi confirmada pelos ensaios já que seus resultados
mostram uma redução no valor da rigidez de 5 % ao se incorporar o reforço de laminado de
fibra de vidro/epóxi à região de reparo. A não inclusão do filme de adesivo no modelo pode
ser apontada como uma possível explicação para esse comportamento.



       Para tensores reforçados foi observado nos ensaios que a ruptura se deu por cisalhamento
do freijó na região de aplicação dos reforços. Um exame das Figura 7 e 8 mostra que o
modelo foi capaz de identificar concentrações de tensões de cisalhamento e axiais nessa
região. Isso sugere uma redução na resistência do tensor original conforme observado nos
ensaios. As tensões de ruptura dos tensores “com reforço” foram menores em 30 % que as
obtidas para os tensores “sem reforço” (Figura 9). Entretanto, para tensores de fuselagens as
tensões de flambagem são limitantes e, portanto, uma redução da resistência à tração não
implica necessariamente na necessidade de alteração do reparo proposto.
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4.2 Flambagem

       A Figura 10 apresenta os resultados das tensões críticas de flambagem vs. índice de
esbeltez (L/ρ) para os modelo e ensaios de tensores “sem reforço” e “com reforço”. As
simulações das tensões críticas de flambagem pelos modelos correlacionaram com os dados
obtidos experimentalmente de forma satisfatória (Figura 10). Os ensaios demonstraram que a
aplicação dos reparos aumentou em 13 % a tensão admissível à flambagem, o que sugere a
viabilidade de aplicação do reparo proposto.
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Figura 10. Curvas de tensão crítica de flambagem vs. L/ρ para ensaios e modelos



5. CONCLUSÕES

       Foi desenvolvida uma metodologia de reparos de tensores de madeira com a utilização de
reforços de tecidos laminados de fibra de vidro/epóxi. Tal metodologia usa modelos de
elementos finitos como ferramenta de projeto. Ensaios mostraram que a introdução do reparo
induziu perda de 5 % na rigidez e de 30 % na resistência para tração e aumento de 13 % de
resistência na flambagem. Resultados experimentais validaram a utilização dos modelos para
prever a rigidez para tração e a carga crítica para flambagem bi-articulada dos tensores
reparados. Concentrações de tensões foram identificadas no modelo de tração indicando
modos de falha verificados nos ensaios. Trabalhos adicionais devem ser realizados para plena
qualificação da metodologia proposta.
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Resumo

Os sistemas de vigamentos de piso em treliças mistas apresentam maior rigidez e
economia em relação ao sistema convencional de pisos, que são apoiados sobre
elementos metálicos sem interação. Este trabalho é resultado de uma intensa
investigação sobre orientações de projeto e monitoração de um sistema estrutural em
treliça mista. Inicialmente, são apresentados os critérios de dimensionamento da
estrutura com deck-metálico incorporado. Com base nesses procedimentos é
desenvolvida uma análise experimental, em escala real, para estudo do comportamento
da treliça fabricada de perfis de chapa dobrada e conduzida até a ruína. O
dimensionamento considera a ruína controlada pelo banzo inferior sob tensão de ruptura
do material. O modo de colapso foi verificado devido a uma fratura frágil que se
originou na corda inferior.

Palavras-chave: Estrutura de aço, Treliça mista,  Fratura

1. INTRODUÇÃO

As estruturas mistas, face aos avanços conseguidos em nossos dias nas técnicas de
construção e aprimoramento dos materiais empregados, permanecem como solução
estrutural eficiente e, por isto, bastante difundida no meio técnico (Deus, 1993).

Os estudos dos conceitos relacionados à construção mista tiveram evolução
associada historicamente ao desenvolvimento do concreto e do aço como materiais
resistentes em um sistema estrutural.

A utilização de elementos treliçados como elementos resistentes em sistemas de
pisos mistos surgiu na década de 60 na forma de treliças leves mistas ou Open-Web
Steel Joists.

Vários ensaios foram conduzidos por diferentes pesquisadores e fabricantes de
estruturas, que chegaram à conclusão de que este sistema é uma alternativa viável para
sistemas de vigamento em estruturas mistas.

O estudo de Treliças Mistas teve origem com Iyengar  (1973), que testaram treliças
mistas utilizadas em sistemas de pisos para o edifício SEARS TOWER em Chicago.

Bjorhovde (1981), realizou o teste de uma treliça mista com 12000 mm de
comprimento e 850 mm de altura, projetada para um edifício em Edmonton, Canadá. O
colapso da estrutura foi precipitado pela flambagem da diagonal mais comprimida, com
uma carga correspondente a 95% da carga de projeto.



Atualmente, os sistemas estruturais mistos tornaram-se importantes e atrativos para
os projetistas, pois além de reduzir o custo de material e mão-de-obra, fornecem um
sistema com maior rigidez e resistência, apresentando ainda várias vantagens, como:
•  diminuição do peso global da estrutura;  aumento de áreas livres de colunas
permitindo uma maior flexibilidade na utilização da edificação; redução da altura do
vigamento de piso; redução de flechas; utilização eficiente de dois materiais básicos da
construção civil: aço e concreto; padronização dos componentes do sistema estrutural;
eliminação dos escoramentos provisórios pela utilização de deck-metálico auto-
portante; a montagem ganha em rapidez e precisão simplificando o acompanhamento
técnico; utilização de telas soldadas; maior segurança no ambiente de trabalho;
possibilidade de trabalho simultâneo em vários pisos; redução dos custos finais.

As treliças são fabricadas utilizando-se perfis selecionados pelo projetista dentro de
uma larga variedade de seções de aço disponíveis. As cordas e diagonais podem ser
escolhidas entre seções tais como: perfis tubulares de seção quadrada ou retangular,
cantoneiras, tês, perfis de chapa dobrada, entre outros.

Afim de simplificar o processo de fabricação, as diagonais das treliças devem ser
ligadas por soldas de filete diretamente nas laterais das cordas, dispensando o uso de
chapas de ligação (gusset), que encarecem a fabricação e diminuem o espaço disponível
para passagem de tubulações de serviços (dutos de ar condicionado, tubulações,
eletrodutos, etc.).

Entretanto, a eliminação da chapa de gusset acarreta uma redução na área
disponível para execução das soldas nas extremidades das diagonais provocando a
superposição das mesmas quando se procura conservar o ponto de trabalho teórico. Para
que seja possível a execução das ligações sem obstrução, é necessário deslocar o ponto
de trabalho (PT) provocando excentricidades nos nós da treliça. A consideração destas
excentricidades é obrigatória na fase de análise estrutural, de modo que seja possível
garantir a resistência adequada dos elementos e das ligações.

Existem outras considerações de projeto que viabilizam a utilização de estruturas
mistas:
� Projeto nos estados limites;
� Emprego de conectores de cisalhamento;
� Redução das flechas e vibrações devido ao acréscimo de rigidez, quando submetida às
cargas de serviço;

 Este trabalho, salvo indicado explicitamente o contrário, atende às recomendações
da Norma Canadense CAN S16.1- M94, com base no projeto para estados limites
aplicados à treliça leve mista. Como existem poucos resultados referentes a testes de
treliças mistas de maior capacidade de carga, escolheu-se então, analisar o
comportamento de uma treliça mista através de teste em escala real que caracterize as
situações mais comuns de utilização de tais sistemas na prática corrente de profissionais
e engenheiros estruturais.

2. DIMENSIONAMENTO DA TRELIÇA MISTA

O dimensionamento consiste em verificações de resistência do sistema estrutural
durante as seguintes fases de carregamento:
- instalação do deck-metálico, lançamento do concreto e cargas de ocupação.

Durante as fases construtivas, principalmente durante o lançamento do concreto, a
verificação da corda superior se torna imperativa. Isto se deve ao fato da treliça não ser
escorada gerando esforços de compressão consideráveis.



Na última fase do dimensionamento, considera-se que a laje de concreto passa a
funcionar como corda superior da treliça, pois esta já pode ser considerada como um
elemento estrutural plano.

A resistência à flexão de uma treliça mista é obtida quando a seção da corda
inferior escoa em tração, e o concreto atinge sua resistência à compressão efetiva.
Admite-se que existe uma  interação completa e que a linha neutra se situa acima da
nervura da laje (Fig. 1). A força resistente de tração fatorada na corda inferior é dada
por :

Tr = φ As Fy (1)

Sendo: As =  Área da seção transversal da corda inferior e Fy = Tensão de escoamento

do aço.
A resistência à compressão efetiva do concreto é calculada utilizando-se uma área

efetiva de concreto obtida pela multiplicação da largura efetiva por uma espessura
efetiva do mesmo.  A largura efetiva é dada pela cláusula 17.3.2 da S16.1. A resistência
à compressão é calculada pela seguinte equação:

Cr = 0.85 φc fck a be (2)

onde : φc  = 0,60

           fck = Resistência média característica do concreto à compressão;

           a    = Espessura da parte comprimida da laje de concreto;
           be  = Largura efetiva da laje de concreto.

Para que haja equilíbrio, tem-se:

φ As Fy = 0.85 φc fck a be (3)

 A espessura efetiva de concreto que está submetida à compressão é:
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Figura 1.  Momento resistente de uma treliça mista.
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A condição de “a” ser menor que “tc”  indica que a linha neutra permanece no

concreto, obtendo-se com isto uma maior eficiência do sistema estrutural. A área de
concreto em tração é desprezada.

O momento resistente último é obtido através da equação a seguir:

Mrc =  φ As Fy e (5)

onde “e” representa a distância entre o centro de gravidade da corda tracionada ao
centro de gravidade da seção comprimida de concreto.

2.1 Diagonais

As diagonais de uma treliça mista devem ser dimensionadas para suportar o esforço
cortante vertical total. Estas barras são solicitadas por esforços axiais e momentos de
extremidade nas duas direções, momentos estes decorrentes das rotações impostas nas
ligações soldadas pelas deformações da treliça e dos efeitos das excentricidades nodais.
Estas excentricidades são causadas pelos deslocamentos dos pontos de trabalho (PT)
necessários para a execução destas ligações sem necessidade de cortes adicionais nas
extremidades das peças.

 Os momentos provenientes das excentricidades fora do plano da treliça são auto
equilibrados (Fig. 2).

Figura 2.  Momentos originados das excentricidades nodais da treliça.

2.2.  Conectores de Cisalhamento

No dimensionamento de treliças mistas o cálculo dos conectores é efetuado admitindo-
se a interação total entre a laje de concreto e a corda superior da treliça. A força de
cisalhamento horizontal resistida pelos conectores entre os pontos de apoio e máximo
momento fletor é dada por:

Vh = φ Asc Fy  (6)

onde : Asc = Área da seção transversal do conector de cisalhamento.

A Norma Canadense CAN S16.1-M94, admite que os conectores de cisalhamento
devem ser espaçados uniformemente ao longo do comprimento da corda.



2.3. Dimensionamento da Treliça Testada

Para realização do ensaio dimensionou-se uma treliça mista com 11910 mm de
comprimento, com espaçamento de centro a centro entre treliças de 3000 mm. A largura
efetiva da laje foi de 2350 mm, largura esta que foi adotada para o ensaio experimental.
O deck-metálico utilizado foi fabricado pela PERKROM, e usado invertidamente com
76 mm de altura e tensão de escoamento de 250 MPa. A laje de concreto possuía
espessura de 65 mm e f′c de 20 MPa. O concreto foi armado com uma armadura mínima
de tela soldada Q92 (TELCON) e colocado à  96 mm de altura em relação ao fundo do
deck-metálico para controle da fissuração da laje.

As cordas e diagonais da treliça foram formadas por tubos retangulares compostos
de perfis cantoneira de chapa dobrada. As demais diagonais foram compostas por
cantoneiras de chapa dobrada. O aço estrutural adotado para as cordas e diagonais foi  o
SAC 41. Todas as peças de aço foram padronizadas com uma espessura de 6.35 mm.
Adotou-se a configuração tipo Warren com 8 painéis, com as diagonais inclinadas
aproximadamente a 45°, observando um modo adequado para a determinação de
espaços livres para a passagem de dutos das instalações. A altura compreendida entre a
superfície de concreto e a face inferior da corda inferior foi de 720 mm.

A treliça mista foi projetada para uma carga permanente total WD    correspondente a
11.7 kN/m e sobrecarga de ocupação WL   de 5.0 kN/m. De acordo com a Norma
Canadense S16.1 (CANM, 1989),  seções 7.2.2 e 7.2.3 o valor da carga total fatorada
Wf é dado por :

Wf  =  αDWD +  αLWL  ,                  sendo  αD = 1.25  e  αL = 1.5   (7)

Os esforços máximos calculados utilizados no pré-dimensionamento dos elementos
da treliça, foram obtidos a partir do valor de Wf correspondente a 263.4 kN, resultando

um momento fletor fatorado Mf  de 392 kN.m  e um esforço cortante fatorado Vf de 132

kN. O momento resistente Mrc calculado foi de 441 kN.m,  1.13 vezes o valor de Mf.

Com o objetivo de simular este carregamento, projetou-se a treliça para suportar
quatro cargas concentradas,  equivalentes  a carga distribuída total, aplicadas em quatro
nós como mostra a figura 3. A flecha devido à carga correspondente a fase construtiva
de lançamento do concreto da laje mista, foi estimada com um valor de 20 mm. A flecha
máxima para o carregamento total imposto foi de 13.3 mm, menor que o máximo valor
recomendado pela S16.1 de L/360 ou 33 mm.

Figura 3. Diagrama de carregamento.

A treliça mista foi dimensionada para que a corda inferior atingisse não mais a tensão de
escoamento, mas sua tensão de ruptura (Fu), ou seja:

Tr  =  φ  As Fu (8)



2.4. Triangularização da Treliça

Entre as configurações conhecidas para treliça escolheu-se a tipo Warren, pois ela
permite maiores espaços livres entre as diagonais para instalação de dutos e serviços
(Fig. 4).

As diagonais  da treliça são conectadas diretamente nas cordas por meio de soldas
de filete. Devido a este tipo de conexão torna-se necessário a introdução de
excentricidades nodais devido ao deslocamento do ponto de trabalho (PT). Esta medida
evita  cortes adicionais nas extremidades das diagonais que dificultam e aumentam o
custo de fabricação (Fig. 5).

Figura 4. Detalhamento das barras e nós da treliça.

  

Figura 5. Detalhe A e seção A-A da figura 4.

2.5. Modelagem Para Análise Estrutural

De posse dos desenhos de detalhes (desenho de fabricação) são elaborados os
modelos estruturais para serem analisados por computador. O primeiro modelo
corresponde à treliça isolada (Fig. 6), onde são consideradas as fases construtivas de
colocação do deck-metálico e do lançamento do concreto e não há nenhuma interação
entre a laje mista e a treliça. O modelo 2 corresponde à treliça mista (Fig. 7), ou seja,
situação em serviço em que há uma interação entre a laje mista e a treliça, sendo
analisado sob cargas fatoradas de ocupação superpostas com as cargas permanentes
(peso próprio). Neste método, considera-se a fração comprimida da área da seção
transversal da laje de concreto como uma área equivalente em aço, transformada pela
razão entre os módulos de elasticidade dos dois materiais (n = Es / Ec). As ligações

entre os elementos que compõem a laje e a corda superior, são feitas por pequenos
segmentos denominados "shear-links".

        
   Figura 6.  Modelo 1 -  treliça isolada
   (construção não mista).

        Figura 7.  Modelo 2 - Treliça Mista



3. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Neste estudo procurou-se investigar vários aspectos do comportamento da treliça,
que são:
                   � deflexão da treliça na fase não mista devido ao peso próprio do concreto
no sentido de avaliação do  desempenho em construções não escoradas;
                   � deflexão e tensão nos membros devido à retração do concreto em um
período de 90 dias;
                   � teste da treliça mista até a fase de ruína;
                   �  flecha máxima da treliça mista e possíveis modos de ruína do modelo;
                   �  distribuição de tensões no concreto na região central da treliça;
                   �  comportamento dos conectores de cisalhamento ;
                   �  estado de fissuração longitudinal do concreto;
                   � determinação dos esforços nas cordas e diagonais.

Ensaios de resistência dos conectores de cisalhamento, foram executados antes do
teste destrutivo do modelo para se definir a distribuição dos conectores ao longo da
corda superior da treliça. A qualidade do concreto foi avaliada através de testes de
compressão de corpos de prova cilíndricos. Antes da ruína ser atingida, o conjunto foi
devidamente instrumentado para a determinação da freqüência natural da treliça mista.
Isto teve como objetivo principal avaliar o aspecto de conforto humano relativo a
vibração devido ao  impacto de calcanhar ("Heel Drop" Test).

3.1. Instrumentação

As medidas das deflexões foram executadas com o uso de um deflectômetro
mecânico, com precisão de 0,01 mm e curso máximo de 25 mm, localizado no centro da
treliça e tendo como nível de referência a face inferior da corda tracionada. As leituras
das deformações nas barras foram efetuadas por  60 extensômetros elétricos de
resistência (Strain Gauges) tipo KYOWA e SHOWA com comprimento de resistência
de 5 mm, resistência de 120 Ohms e fator de 2,10 ±1% (gauge factor). Sua distribuição
na estrutura está mostrada na figura 8.

Figura 8. Posicionamento dos extensômetros elétricos na treliça mista.

3.2. Teste Final

Examinando a figura 9, pode-se observar  o comportamento da estrutura desde a
pré-carga até a ruína, onde a carga aplicada é plotada versus deflexões ocorridas no
centro da treliça.

Para a carga de 55 kN foi obtida a tensão de escoamento fy da corda inferior .

Quando a carga total era de 240 kN, ouviu-se grandes estalos simultâneos,  ocorrendo
uma  ruptura brusca, quase sem aviso, da treliça mista, sendo esta seccionada em sua
região central. Houve uma ruptura frágil da solda de união das duas metades da treliça
metálica. Antes da queda foi possível a percepção do seccionamento da corda inferior.



Os ruídos que antecederam a queda foram originados da ruptura da solda. A carga de
ruptura foi então de 60 kN/atuador. A deflexão total no instante que antecedeu a queda
da estrutura foi de 55 mm.
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      Figura 9. Gráfico carga versus deslocamento no centro da treliça mista.

4. CONCLUSÃO

O estudo experimental desenvolvido neste trabalho possibilitou observar o
comportamento de uma treliça mista, em escala real, utilizando perfis leves de chapa
dobrada, quando solicitada por quatro cargas concentradas nos quartos de vão.

Para as condições impostas de temperatura e umidade, constatou-se que
praticamente não houve retração considerável na laje mista, ocorrendo formação de
fissuras com uma abertura média na ordem de 0,2 mm . As deflexões e deformações
variaram de forma lenta e contínua num período de 70 dias até estabilizar um valor
máximo de 2,8 mm. A consideração especial do uso de tela soldada na laje de concreto
contribuiu no controle do fissuramento devido à retração do concreto e variações
termohigrométricas.

Uma vez reforçadas as diagonais e demais componentes da treliça para tensões
correspondentes a Fu da corda inferior, não verificou-se mais a falha de nenhum

componente a não ser da solda existente na corda inferior, que devido ao modo pela
qual foi executada, tornou-se o ponto mais fraco levando a estrutura à ruína.

Para as emendas de topo soldadas das cordas da treliça, deve-se adotar medidas que
possam garantir uma penetração total através do emprego de juntas pré-qualificadas da
AWS. Uma análise posterior desta solda demonstrou uma falta de penetração e um alto
índice de porosidade.
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Resumo

Existe farta literatura para a determinação das tensões em feixes de molas semi-elípticas,
utilizando equações elementares de resistência dos materiais, mas não foi encontrada, na
literatura formal, trabalho que quantificasse, experimentalmente, as tensões nas lâminas
internas de um feixe de molas, dificuldade esta encontrada, devido ao contato entre as lâminas,
impossibilitando a introdução de instrumento de medição. Este trabalho tem o objetivo de
apresentar o desenvolvimento do processo utilizado para a medição das tensões atuantes nas
lâminas internas de um feixe de molas semi-elípticas, e apresentar os valores encontrados com
o ensaio experimental, no feixe de molas semi-elípticas, utilizando 24 extensômetros de
resistência elétrica, distribuídos nas cinco lâminas de molas; estes valores foram comparados
com valores calculados, encontrados através da aplicação da Norma ABNT NBR8567 (1984).
Os resultados mostraram discrepância entre os valores medidos e calculados, e que a Norma
Brasileira não é indicada para determinar a tensão atuante em qualquer ponto de qualquer
lâmina do feixe de molas, mas devido a sua simplicidade e rapidez do processo apresenta boa
precisão para o pré-desenvolvimento do produto.

Palavras-chaves: molas semi-elípticas; molas planas; análise de tensões.

1. INTRODUÇÃO

A denominação de mola semi-elíptica surgiu devido ao uso, nas carruagens, de um par de
feixes de molas, um feixe sobre o outro, unidos pelas extremidades, sendo, o feixe inferior, a
imagem do superior; devido à curvatura das lâminas, necessária para proporcionar o vão livre
para o deslocamento ou movimentação, a forma resultante é muito parecida com uma elipse,
originando este nome (BASTOW; 1990).

Vários trabalhos, na indústria, já foram feitos medindo-se a tensão atuante na primeira
lâmina do feixe de molas, mas, não foi encontrado nenhum trabalho que determinou as tensões
nas lâminas internas do mesmo.

O fato de que as últimas lâminas de um feixe são as primeiras a apresentar falas (quebras)
é conhecido, tanto pelos fabricantes de veículos pesados como pelos fabricantes de molas, fato
também mencionado por WACHTEL et al. (1987).

O objetivo deste trabalho tecnológico é  criar  um  método  eficiente  para medir  a  real
tensão atuante em todas as lâminas de um feixe de molas semi-elípticas, e realizar comparações entre os
resultados teóricos obtidos através da aplicação da Norma ABNT NBR 8567 (1984) e resultados de ensaios



obtidos através de extensômetros de resistência elétrica; para tanto, foi escolhido um feixe de molas existente no
mercado, composto por cinco lâminas, as quais receberam 24 extensômetros de resistência elétrica.

2. MATERIAIS

2.1. Feixe de Molas

O elemento em estudo é o feixe de molas semi-elípticas, também chamado feixe de molas
planas.

Visando uma aplicação direta da pesquisa, escolheu-se trabalhar com o feixe de molas da
suspensão dianteira dos caminhões da marca Mercedes Benz, utilizado em vários modelos. As
lâminas foram numeradas de 1 a 5, de acordo com as Normas ABNT -NBR 8567 (1984).

Como um dos pontos menos conhecidos em feixes de molas é o efeito da variação da
tensão, devido ao escalonamento das lâminas no feixe, decidiu-se escalonar a segunda lâmina,
isto é, cortar uma parte de cada extremidade, tirando o efeito da segurança do veículo, mas,
aumentando o número de escalonamentos, de três para quatro lâminas.

O feixe em estudo é um feixe simétrico, sendo que os meios comprimentos das lâminas
dos feixe são: lâmina número 1 - 859,0 mm;  lâmina número 2 - 734,5 mm; lâmina número 3 -
615,0 mm; lâmina número 4 - 419,0 mm;  lâmina número 5 - 226,0 mm.

No feixe em estudo, as espessuras das lâminas são diferentes, tendo a primeira e a segunda
lâminas espessura de 17 mm, e da terceira à quinta lâminas, espessura de 18 mm. Todas as
lâminas do feixe possuem largura de 70 mm com raio de arredondamento lateral.

O módulo de resistência à flexão, calculado, para as lâminas números 1 e 2 foi de
3.050mm3, e 3.400 mm3 para as lâminas números 3, 4 e 5; desta forma os valores dos
momento de inércia da seção foi de 25.925 mm4 para as lâminas números 1 e 2, e 30.600 mm4

para as lâminas números 3, 4 e 5.
Deve ser ressaltado que estes valores não são válidos para as extremidades das lâminas

números 3, 4 e 5.
A boa concordância entre o raio das laterais e as superfícies planas da lâmina de mola,

melhora a eficiência, nessa região, do tratamento da superfície pelo processo “shot peening”, já
que as trincas, por fadiga do material, geralmente, têm início na linha de encontro de
superfícies (bordas), conforme PASTOUKHOV & VOORWALD (1995) e PETERSON
(1974).

Embora a Norma ABNT NBR 5678 (1984) indique o valor do módulo de elasticidade (E),
196.000 MPa e VLACK (1984) o valor médio de 205.000 MPa, neste trabalho foi utilizado o
valor de E = 204.048 MPa, valor este, usualmente utilizado pelas Industrias do ramo.

2.2. Elementos para a Medição das Tensões

Neste trabalho, para a medição da tensão em pontos pré estabelecidos da superfície das
lâminas do feixe, foram utilizados extensômetros elétricos de resistência para medição da
deformação em uma direção; estes extensômetros apresentavam resistência de 119,8 ± 0,2Ω (a
24ºC, 50% RH), os quais foram ligados a uma caixa comutadora, com capacidade para 24
canais, e a um medidor de micro-deformação. Os extensômetros foram ligados em meia ponte
de Wheatstone, com compensador de temperatura.

A aplicação da força foi feita por uma prensa hidráulica e o valor da carga aplicada foi lido
em um anel dinamométrico, com capacidade de 98.100 N (10.000 kgf).



3. MÉTODO

O procedimento para aplicação das cargas e determinação do deslocamento do feixe foi
baseado nas mesas de ensaio, encontradas nas indústrias especializadas, isto é, prensa
hidráulica e carrinhos para deslocamento das extremidades; conforme ilustrado pela figura 1.

Figura 1. Banco de ensaios destinados à medição das deformações nos pontos pré-
estabelecidos dos feixe de molas (as extremidades da Segunda lâmina não
correspondem às condições ensaiadas)

3.1. Método para a Medição da Tensão-Deformação

Considerando o objetivo final do trabalho, que é estudar o comportamento da tensão no
feixe de molas semi-elípticas, foi necessário colar extensômetros em determinados pontos de
todas as lâminas do feixe.

No feixe de molas semi-elípticas existe a inconveniência de que as lâminas trabalham
encostadas uma à outra, impossibilitando a colagem dos extensômetros nas superfícies internas
das lâminas do feixe, sem danificá-los.

O procedimento desenvolvido para a medição da deformação-tensão em pontos das
lâminas internas do feixe, consiste na utilização de uma lâmina espaçadora entre as lâminas de
molas.

Estes elementos espaçadores são de alumínio, material escolhido devido a sua elevada
resistência à deformação por compressão e baixa resistência à flexão, influindo o mínimo
possível nos resultados. A figura 2 ilustra uma parte de uma lâmina espaçadora.

A deflexão (deslocamento) do ensaio foi 110 mm, valor obtido da condição de trabalho do
feixe de molas no veículo.



Figura 2. Croqui de uma lâmina espaçadora de alumínio, onde é mostrado o recorte para
posicionamento dos extensômetros elétricos.

3.2. Pontos Analisados

A análise da variação das tensões no feixe de molas foi feita em 24 pontos, sendo
distribuídos da seguinte forma: dez pontos na primeira lâmina, cinco pontos na segunda lâmina
e na terceira, quarta e quinta lâminas, três pontos em cada uma; a justificativa desta
distribuição será detalhada a seguir.

Para a verificação da variação da tensão nas lâminas do feixe em uma mesma seção
vertical, procurou-se fazer o alinhamento vertical dos pontos em análise, tomando como
referência o centro do feixe.

Para uma visualização mais geral, a figura 3 mostra um esboço dos pontos analisados em
cada lâmina.

Figura 3. Pontos em estudos do feixe de molas.

A posição de cada ponto em análise foi determinada tendo como base: o efeito da carga
externa, o efeito das forças nas extremidades das lâminas em contato e o alinhamento vertical.

Desta forma, o ponto 1 é utilizado para calibrar o banco de ensaios.
Para a análise da variação da tensão nas seções de mesma posição, em relação ao centro

do feixe de molas, formaram-se os seguintes alinhamentos verticais: pontos 3 e 11; pontos 4 e
12; pontos 7, 13 e 16; pontos 9, 14, 17 e 20 e os pontos 10, 15, 18, 21, e 24; cada conjunto de
pontos alinhados, relaciona diferentes números de lâminas, sendo que o conjunto mais
interessante é o que analisa todas as lâminas.

4. RESULTADOS E INTERPRETAÇÃO

A tensão atuante no material é, geralmente, o elemento mais importante da análise
estrutural do projeto, merecendo cuidados especiais para sua determinação. O método de
medição da deformação do material é o mais recomendado para estes casos, pois é analisada a
própria peça física, dentro do sistema a que pertence e nas condições de trabalho.

espessura = 2,0 mm



4.1. Resultados Experimentais

Os resultados dos ensaios obtidos, através de uma ponte amplificadora, foram em micro
deformações, sendo realizados com duas repetições, e as diferenças encontradas mantiveram-
se entre zero e 20 µSt (0 a 4 MPa).

Como o usual na engenharia é o tratamento dos resultados utilizando a tensão, os valores
mostrados são convertidos em tensão, aplicando a lei de HOOKE (matemático inglês
ROBERT HOOKE, 1635-1703), os quais estão mostrados no item seguinte.

4.2. Análise da Distribuição da Tensão no Feixe de Molas Utilizando a Norma ABNT
NBR 8567 (1984)

Para análise dos resultados, será assumido que, os valores das tensões medidas pelos
extensômetros (σext), em cada ponto das lâminas do feixe, serão os valores reais, sendo os
mesmos usados para a determinação da diferença ou erro, na comparação com os valores
obtidos através dos processos teóricos, indicados pela Norma ABNT NBR - 8567 (1984).

A Norma em tela, traz uma equação específica para o caso de feixe de molas com
espessuras de lâminas diferentes, a qual, não pode ser aplicada diretamente, pois as seções das
lâminas não são retangulares, sendo formadas por composições de formas. A situação pode ser
contornada mantendo-se constante a espessura da lâmina estudada (hi) e determinando-se a
largura média (bn) suficiente para proporcionar o módulo de resistência à flexão da seção
analisada; assim, como resultado obtém-se:  b1* e b2* = 63,32 mm  e  b3*, b4* e b5* = 62,96
mm; onde: bn* é a largura média da lâmina de mola, necessária para produzir o módulo de
resistência à flexão da mesma.

Estes valores da largura média, são aplicados na equação indicada pela Norma, que,
retrabalhada, é representada pela equação 1.
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Para a determinação da tensão teórica (σt), calculada em cada ponto por esta Norma, o
comprimento “lP” é tomado como sendo a distância entre o ponto de aplicação da força até o
ponto em análise; o valor da força ”P1”, que é a carga atuante no olhal da primeira lâmina, é a
metade do valor lido no dinamômetro do banco de ensaio, para o deslocamento de 110 mm, a
qual apresentou o valor de 11.473,5 N; o número de lâminas na seção transversal do feixe de
molas é simbolizado por “Ne”.

Conhecendo-se o valor da tensão real (σext ), medida no ponto, e a tensão teórica (σt),
calculada no mesmo ponto, pode-se determinar a diferença entre elas; será chamado de “Erro”
esta diferença em porcentagem.

Para o ponto número 1, este “Erro” é:
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A análise de cada ponto está mostrada na tabela 1.



Tabela 1. Valores das tensões reais (σext) e teóricas (σt), produzidas pelo deslocamento de 110
mm, utilizadas para determinação do Erro decorrente da aplicação da Norma
ABNT - NBR 8567 (1984).

Ponto
Número

Distância
(lP) [mm]

Largura da lâmina
(b*) [mm]

Espessura da lâmina
(hn) [mm]

Tensão teórica
(σt) [MPa]

Tensão real
(σext) [MPa]

Erro
[%]

1 59 63,32 17 222,0 220,4 0,72
2 126 63,32 17 474,0 476,5 -0,51
3 182 63,32 17 342,3 493,8 -30,67
4 233 63,32 17 438,3 497,9 -11,97
5 260 63,32 17 429,7 502,0 -14,39
6 333,5 63,32 17 474,7 516,2 -8,04
7 426,5 63,32 17 504,5 532,6 -5,27
8 455 63,32 17 485,3 540,7 -10,25
9 646,5 63,32 17 516,8 565,2 -8,57
10 807 63,32 17 547,9 581,5 -5,78
11 180 63,32 17 338,6 200,0 69,31
12 232,5 63,32 17 437,3 402,0 8,79
13 427 63,32 17 505,1 493,8 2,29
14 621 63,32 17 535,7 553,0 -3,12
15 806 63,32 17 547,2 589,7 -7,20
16 427 62,96 18 534,8 553,0 -3,29
17 621 62,96 18 567,3 585,6 -3,14
18 806 62,96 18 579,4 597,9 -3,09
19 493 69,33 13,3 357,8 267,3 33,86
20 621 62,96 18 567,3 591,7 -4,14
21 805 62,96 18 578,7 614,2 -5,78
22 682 67,9 13,7 420,1 263,2 59,59
23 738,5 64,93 16,1 503,0 444,8 13,07
24 806 62,96 18 579,4 620,3 -6,59

5. DISCUSSÃO

Analisando os valores dos Erros, nota-se que, nos pontos 1 e 2, devido à simplicidade do
sistema, os Erros são os menores; nos pontos mais próximos das alterações de seções, pontos
números: 3, 5, 8, 9, 11, 19, 22 e 23, os valores dos Erros são os maiores; deve ser observado
que, nos pontos 5, 8 e 9, mesmo não estando próximos da extremidade da primeira lâmina,
sofrem influência da entrada de mais uma lâmina, no caso, a terceira a quarta e a quinta
lâminas, respectivamente. Os três maiores valores do Erro foram encontrados nos pontos mais
próximos das extremidades das lâminas a que pertencem, e são eles, os pontos números: 11, 19
e 22.

Os pontos mais distantes das alterações de seção (pontos: 7, 13, 14, 16, 17 e 20),
apresentam valores dos Erros que estão dentro da faixa de +2,3 a -5,3%.

No alinhamento de pontos mais próximos ao centro do feixe de molas, são encontrados
valores do Erro que estão dentro da faixa de - 3,1% a -7,2%, partindo do valor –5,8% (na
primeira lâmina), crescendo até 7,2% (na segunda lâmina), atingindo o mínimo valor da faixa,
na terceira lâmina e decrescendo, novamente, até a quinta lâmina.

O método utilizado nesta Norma é simples e rápido; todavia, deve ser observado que
apresentou uma tensão teórica pouco menor que a tensão real, nos pontos de maior
solicitação, fato este, contra a segurança.

A variação do Erro, em função do comprimento de cada lâmina, é representada pela figura
4.
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Figura 4. Variação do valor do Erro ao longo do comprimento das cinco lâminas, pela
comparação entre os valores obtidos no ensaio e os valores calculados, aplicando a
Norma ABNT NBR 8567 (1984).

6. CONCLUSÕES

Do exposto, conclui-se que após aprofundada revisão do literatura, foi constatada a
ausência de um processo para a medição das tensões atuantes em todas as lâminas de um feixe
de molas semi-elípticas; daí surgui a necessidade de se criar um método para essa
quantificação.

De acordo com os resultados obtidos, após os ensaios, a metodologia desenvolvida
mostrou ser inovadora, eficiente e de rápida execução, podendo ser aplicada em condições
estáticas, dinâmicas e mesmo com o veículo em reais condições de trabalho.

Outro objetivos, foi a determinação da distribuição da tensão ao longo de cada lâmina do
feixe de molas, através da extensometria. Os resultados foram apresentados, representando a
condição de trabalho.

Aqueles resultados, denominados de tensões reais (σext), foram comparados com os

valores das tensões calculadas (σt), segundo a recomendação da Norma ABNT NBR 8567
(1984). A conclusão desta comparação foi uma discrepância entre os valores da tensão, em
cada ponto, devido, possivelmente, a utilização de uma formula simplista para analisar um
sistema complexo.

Tomando como referência as tensões reais obtidas no ensaio com o feixe de molas (σext) e

comparando-as com as tensões calculadas (σt), e fazendo um alinhamento das tensões nas
seções analisadas mais próximas do centro do feixe de molas (pontos 10, 15, 18, 21 e 24,
pertencentes, respectivamente, às lâminas números, 1 a 5), pode-se notar a discrepância dos
valores encontrados, que é mostrada pelo gráfico da figura 5.

Com as fórmulas indicadas pela Norma, as tensões calculadas são iguais nas seções
alinhadas das lâminas de mesma espessura; isto ocorre devido aos valores numéricos,
empregados na equação 1, serem iguais; assim, as tensões nos pontos alinhados: 10 e 15
(lâminas 1 e 2), e 18, 21 e 24 (lâminas 3, 4 e 5), diferem somente pela variação da distância
entre o ponto de aplicação da força e o ponto analisado (Tabela 1).

Como na região deste alinhamento das seções ocorre o maior nível de tensão registrada,
com base no exposto recomenda-se que, após os cálculos das tensões, estas sejam aumentadas
em 6% (seis por cento) para o método de cálculo. Este percentual é baseado no fato de que,



no processo de cálculo das tensões, estas foram menores que as reais, com diferenças da
ordem de 5,7%.
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Figura 5. Comparação entre as tensões reais e as tensões calculadas nos pontos números: 10,
15, 18, 21 e 24 (primeira a quinta lâminas), do feixe de molas.

Na determinação da distribuição da tensão do feixe de molas, o “Erro” variou entre 34 e
70% (Tabela 1), nas lâminas inferiores, após aumento do pacote de lâminas (pontos: 11, 19 e
22); nas lâminas superiores, que sofrem aumento da espessura do pacote, o “Erro” também é
significativo, 30,7% no ponto número 3; 14,4% no ponto número 5; 10,3% no ponto número 8
e 8,6% no ponto número 9. As vantagens da utilização das Normas citadas, são a simplicidade
e a rapidez do processo, apresentando boa precisão a qual, entretanto, é bastante influenciada
pela distância do ponto analisado à seção com variação na espessura do pacote do feixe,
quanto maior esta distância, melhor a precisão; como desvantagem, não é recomendada a sua
utilização na análise da distribuição da tensão ao longo de todo o feixe de molas,
recomendando a sua utilização para o pré-desenvolvimento do produto.
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Resumo

As estruturas de aço apresentam uma diversidade de configurações, meios e dispositivos de
ligação. É praticamente impossível obter-se um engastamento perfeito entre vigas e pilares,
observando-se que as ligações induzem efeitos locais e imperfeições capazes de induzir um
comportamento global não-linear das estruturas, além de proporcionar uma rigidez parcial das
ligações. A falha de elementos mecânicos é um processo que pode assumir distintas formas,
dependendo, por exemplo, do tipo de aplicação, do material e das condições ambientais. Neste
trabalho, apresenta-se um estudo de falhas nas ligações viga-coluna de aço e um código de
cálculo LVC (Ligação Viga- Coluna), considerando resultados experimentais elaborados para
determinação e classificação de ligações, sendo também apresentados os resultados obtidos.

Palavras-chave: Estruturas de Aço, Ligações de Aço, Falhas Estruturais.

1. INTRODUÇÃO

Uma análise estrutural convencional considera um conjunto de elementos interligados e
durante muito tempo considerou-se as ligações como pontos nodais. Os comportamentos
dessas ligações eram idealizados como nós rígidos ou rotulados, relacionados com as rotações
relativas e com a transmissão do momento fletor entre os elementos.

Os nós considerados rígidos eram aqueles que permitiam uma perfeita continuidade
rotacional, onde o ângulo formado pelos elementos estruturais interligados permaneciam o
mesmo após o carregamento da estrutura e permitiam a total transmissão do momento fletor.

Para o  caso das ligações rotuladas era determinado que não deveria ocorrer continuidade
rotacional entre os elementos e, portanto, não deveria ocorrer transmissão do momento fletor.

Através de vários estudos e pesquisas verificou-se que esta abordagem era inadequada,
uma vez que vários fatores influenciam no comportamento das ligações de uma estrutura,
qualquer que seja o sistema estrutural ou materiais utilizados. As estruturas de aço apresentam
uma diversidade de configurações, meios e dispositivos de ligação.

Atualmente, considera-se nas etapas de análise e no dimensionamento estrutural que as
ligações apresentem um comportamento semi-rígido, o que permite a aplicação de modelos
mais aproximados do comportamento de uma estrutura.

Um outro aspecto a ser considerado é a falha nessas ligações. Os problemas relacionados
à fratura em estruturas de um modo geral preocupam os projetistas desde à antigüidade.
Apesar das obras do antigo Egito e dos Césares Romanos serem testemunhas da capacidade
dos engenheiros e arquitetos daquela época, com certeza muitos outros projetos tiveram
menos sucesso e resistiram muito menos tempo (Deus, 1997).



A falha de elementos mecânicos é um processo que pode assumir distintas formas,
dependendo, por exemplo, do tipo de aplicação, do material e das condições ambientais. De
modo geral, uma falha pode ser definida como a ausência de capacidade do elemento quando
se trata em corresponder à demanda que lhe é exigida, ou melhor, a capacidade é inferior a
demanda.

Um ponto inicial para realização de um projeto estrutural deve ser o estabelecimento dos
critérios quanto a definição dos diferentes tipos de carregamentos que podem ocorrer, assim
como a definição dos níveis admissíveis de solicitação para o material. O tempo de utilização
da estrutura pode afetar a falha de elementos caracterizada por algum tipo de envelhecimento
ou desgaste do material.

Pode-se dizer que as ligações são a origem de descontinuidades geométricas e mecânicas
que devem ser observadas e tratadas com cuidado, onde o seu comportamento deve ser
analisado da forma mais precisa possível. Um estudo minucioso do seu comportamento
estrutural é de grande importância e pode conduzir a uma grande economia final.

2. CONSIDERAÇÕES GERAIS E CLASSIFICAÇÃO DAS LIGAÇÕES

No dimensionamento de uma estrutura metálica considera-se uma idealização do
comportamento das ligações, situando-as em duas classes extremas: ligações rígidas (ou
engastadas) e ligações flexíveis (ou rotuladas). Entretanto, uma vez que vários fatores
influenciam o comportamento das ligações, surge um tipo intermediário: ligações semi-rígidas
(Ribeiro, 1998).

As ligações flexíveis são aquelas nas quais as rotações relativas entre os elementos
conectados não são restringidas ou admitem uma restrição no máximo igual a 20% da rotação
relativa teórica, verificada sobre condição de rótula ideal.  As ligações rígidas são aquelas nas
quais é garantida a continuidade da estrutura, onde as rotações relativas são totalmente
restringidas, ou admitem restrição no mínimo igual a 90% da rotação teórica, verificada sob
condição de rótula ideal.

As ligações semi-rígidas serão, portanto, aquelas correspondentes às ligações cujo
comportamento situa-se entre os limites estabelecidos pelos tipos anteriores.

É difícil, porém,  avaliar o quanto uma ligação é rígida ou flexível, o que nos conduz a
adotar, na prática, concepções estruturais simplificadas como forma de viabilizar a análise
estrutural.

Os parâmetros que mais influenciam na execução de uma ligação são: tipo de ligação,
configuração geométrica, grau de padronização, tipo de junta e dimensão das soldas, ajuste de
furos e soldas de campo.

Outro fator importante para o avanço das pesquisas sobre o comportamento das ligações
foi o desenvolvimento verificado na área da computação. O engenheiro estrutural quase nunca
dispõe da possibilidade de testar as ligações que pretende adotar em uma determinada
estrutura. Portanto, criou-se métodos de análise mais eficientes capazes de representar e
prever o comportamento das ligações com maior precisão, sendo estes calibrados através de
testes de laboratório.

A observação de trabalhos experimentais torna evidente que o comportamento momento–
rotação (M - θ) das ligações é predominantemente não-linear, podendo contribuir de forma
significativa para o comportamento global da estrutura, incluindo limites de resistência e
considerações de deslocamento. A rigidez de uma ligação em determinado ponto é dada pela
diferencial da curva M - θ naquele ponto.

Considerando-se as ligações teoricamente rígidas, o momento nos apoios de uma viga
será dado por:



(1)

Porém, considerando-se que a ligação não se comporta como perfeitamente rígida, a
redução do momento fletor na ligação será dada por:

(2)

Portanto, o momento real nos apoios será obtido através da soma algébrica dos dois
valores, obtendo-se:

(3)

Assim, para uma ligação teoricamente rígida, tem-se θ = 0 e M = qL2/12, enquanto para
uma ligação teoricamente flexível, M = 0 e θ = qL3/24EI.

As propriedades estruturais relevantes são a resistência, a rigidez e a capacidade de
deformação. A maioria das ligações típicas pertencem à terceira categoria (semi-rígidas).

2.1. Suportes Rígidos

Seja o caso de uma viga prismática conectada a duas colunas tão rígidas que a rotação
nos apoios seja devido apenas à viga (veja Fig.1). Considerando apenas o comportamento
elástico da viga, a adoção de ligações rígidas não seria conveniente, uma vez que o momento
fletor nas extremidades seria o dobro do momento no meio do vão. Em outras palavras, as
ligações deveriam ser capazes de transmitir, sem apresentar rotação significativa, um
momento fletor superior ao que solicita a viga.

Figura 1. Diagrama de viga com apoio rígido.

Para ligações flexíveis, o momento fletor no meio do vão é o triplo do caso anterior e as
ligações não transmitirão momento fletor, porém devem apresentar grande capacidade
rotacional.

A utilização de qualquer ligação semi-rígida proporciona o desenvolvimento de
momentos máximos, menores que os produzidos nas situações limite. Portanto, uma ligação
ótima é aquela que proporciona rotações suficientes para equilibrar os momentos fletores no
meio e nas extremidades da viga.
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Uma aproximação para a situação representada anteriormente seria admitir que a relação
momento-rotação fosse linear, ou seja:

(4)

onde α é uma constante de proporcionalidade que representa a rigidez da ligação.
Para o caso de uma viga com carregamento uniformemente distribuído tem-se  (Fig.2):

 (5)

Figura 2. Diagrama – Momento x Rotação.

onde MF é o momento de engastamento perfeito MF = qL2/12 e θfl representa a rotação para o
caso de ligações flexíveis, sendo:

(6)

Deste modo, o momento fletor nas extremidades da viga deverá satisfazer,
simultaneamente, às equações (4) e (5), obtendo-se:

M = k MF (7)

onde:

 (8)

O parâmetro k representa a porcentagem do momento fletor de engastamento perfeito que
a ligação é capaz de transferir, ou seja, representa o grau de rigidez da ligação (veja Fig. 3). A
condição de igualdade entre os momentos nas extremidades e meio do vão da viga é obtida
quando k for igual a 0,75. Portanto, quando k > 0,75 o momento máximo deve ocorrer nas
extremidades da viga; caso k < 0,75 o momento máximo ocorre no meio do vão.

No Eurocode – 3 (1993), encontra-se as diversas representações do diagrama momento -
rotação dependendo dos efeitos de rigidez das ligações.
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Figura 3. Modelo representativo de ligação viga–coluna.

2.2. Suportes Flexíveis

Para o caso de apoios flexíveis considera-se o efeito das rotações relativas da linha elástica da
viga e da coluna, ou seja (Fig. 4):

Figura 4. Rotação em suporte flexível para comportamento linear.

2.3. Caracterização das Falhas nas Ligações

Quando se considera o problema de falha estrutural pode ser feita uma associação com a
perda de rigidez da seção danificada. Esta associação também pode estar relacionada com a
perda de rigidez (K) de uma mola capaz de idealizar o sistema desejado. Para a simulação do
comportamento de uma ligação através de uma mola ou um sistema de molas tem-se situações
complexas, principalmente quando se considera o comportamento não–linear. No presente
estudo considera-se apenas o regime elástico para fins de dimensionamento estrutural.

A figura 5 apresenta o modelo proposto que consiste na adoção de molas para representar
o comportamento da ligação, considerando-se  a flexibilidade da união viga-coluna. As molas
K1 representam a ação dos momentos transmitidos pela viga, enquanto as molas K2

representam o cisalhamento transmitido à alma da coluna.
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Figura 5. Modelo de molas representando o comportamento da ligação.

O momento de plastificação resultante na ligação será dado por (Höb, 1994):

 (9)

onde Ae é a área efetiva da ligação da viga à alma da coluna (regime elástico), considerando-
se espraiamento 1:1 da espessura da mesa da viga. A constante momento-rotação da mola K1

é obtida pela seguinte expressão:

(10)

sendo Acis é a área de cisalhamento da seção considerada na coluna e cE um coeficiente que
depende do tipo de perfil utilizado. Para o caso de perfis laminados europeus cE = 1200
kN/mm.

3. RESULTADOS OBTIDOS

Os resultados apresentados a seguir foram obtidos através do código de cálculo - LVC
(Ligação Viga-Coluna) desenvolvido em Delphi no DEM (Depto. de Engenharia Mecânica –
UFC), para determinação e classificação de ligações e tem como base os princípios
apresentados anteriormente.  A figura 6 apresenta um exemplo de pórtico plano utilizado nos
casos gerais de dimensionamento de estruturas de aço. Portanto, para determinados valores de
θ é possível classificar o tipo de ligação . Os resultados obtidos com o programa LVC estão
apresentados nas figuras 7, 8, 9 e 10.

Figura 6. Pórtico exemplo utilizado no programa LVC.
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Condição: ∆ ≤ _L_
                               360

Para L = 2m

∆ ≤  _2_ = 0,0056m
        360

 tg θ1 = 0,0056 ⇒   θ = 0,32o

Considerando:     θ1 = 0o; θ2 = 0,11o; θ3 = 0,16o; θ4 = 0,32o.

Para θ1 → M = 5,33kN.m   - Ligação Rígida

Figura 7. Valores de M para θ = 0.

Para θ2 → M = 1,76kN.m  - Ligação Semi-Rígida

Figura 8. Valores de M para θ = 0,11.

Para θ3 → M = 0,13kN.m  - Ligação Flexível

Figura 9. Valores de M para θ = 0,16.
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Para θ4 → M = -5,07kN.m  - Análise fora do regime elástico

Figura 10. Valores de M para θ = 0,32

4. CONCLUSÃO

Inicialmente foram relacionadas as principais abordagens sobre o estudo do
comportamento de ligações, considerando-se as recomendações de procedimentos para
dimensionamento. Foram analisados os principais critérios com o objetivo de tornar claro para
quem projeta que o tipo de ligação semi-rígida oferece uma situação mais real. Devido as
hipóteses simplificadoras antes adotadas, os elementos de ligação eram dimensionados
separadamente, a partir dos esforços de extremidade dos elementos estruturais. De uma forma
geral, os resultados obtidos com o Programa LVC permitem um direcionamento para os
projetistas de estruturas,  fornecendo dados suficientes para escolha do tipo de ligação que o
mesmo possa utilizar.  Estes resultados são teóricos e obtidos segundo as recomendações
anteriormente apresentadas neste trabalho para cada tipo de ligação.
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projeto. Deve-se ressaltar que ao utilizar os fatores de omissão de sensibilidade, independente
do uso de qualquer esquema de superfície de reposta adaptativa estabelecido a qualidade dos
resultados será menor.
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Figura 2. Comportamento dos fatores de sensibilidade das variáveis de projetos X1 e X2,
aplicando-se os esquemas adaptativo e não adaptativo.

Figura 3. Comportamento do fator de sensibilidade da variável de projeto X3 e do índice de
confiabilidade, aplicando-se os esquemas adaptativo e não adaptativo.

Na análise de confiabilidade realizada utilizou-se o algoritmo HL-RF. O número de
iterações foi maior para o esquema adaptativo, porém o número de iterações utilizando as
informações geradas pela superfície de estado limite real foi inferior ao esquema não
adaptativo.

4. CONCLUSÕES

A análise de sensibilidade aplicada ao problema de confiabilidade estrutural na
determinação do índice de confiabilidade de Hasofer-Lind mostrou que o emprego das
medidas de sensibilidade em problemas que apresentam a superfície de estado limite explícita
em termos das variáveis de projeto possibilitou reduzir o custo computacional além de indicar
a tendência do processo solução.

A utilização dos fatores de sensibilidade e omissão de sensibilidade não apresentou
resultados relevantes, quando aplicada a uma superfície de estado limite aproximada, pois o
ajuste conduz a resultados que podem apresentar um desvio significativo em função do grau
de não linearidade do problema ou da regularidade da região onde encontra-se ponto de
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O fator de omissão de sensibilidade utilizado nesse exemplo possibilitou estabelecer a
solução com um número de iterações menor, conforme mostrado na figura 1 comparando-se
com as soluções obtidas pelos outros métodos de busca. Isto implica a diminuição do número
de avaliações da superfície de estado limite e do esforço computacional.

Figura 1. Fator de omissão de sensibilidade da variável de projeto X1.

3.2 Exemplo 2

Uma haste de seção transversal X2 é solicitada por uma carga axial X1. A falha é
caracterizada quando a tensão axial atuante é maior que a tensão de escoamento X3,

as variáveis de projeto são normais e correlacionadas, µX = {1000 2 600} e σX = {33 0,1 20}
cuja matriz dos coeficientes de correlação é dada por,

Tabela 2. Resultados em termos do ponto de projeto e índice de confiabilidade.

Tipo de Análise X1 *(N) X2 *(m2) X3 *(MPa) βHL Pf (x10-3) NI

Adaptativa (CRA) 1007,33 1,78771 563,515 3,16670 0,7780 16
Não Adaptativa (CRA) 1008,39 1,79246 562,573 3,16776 0,7682 10
Referência (Maymon, 1994) 1008,01 1,79354 562,014 3,16804 0,7674 16

Os fatores de sensibilidade não apresentam o mesmo comportamento para os esquemas
adaptativo e não adaptativo, porém a resposta em termos de índice de confiabilidade apresenta
resultados satisfatórios conforme pode ser observado nas figuras 2 e 3.
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2.5 Análise de confiabilidade adaptativa

Quando o comportamento da superfície de estado limite é conhecido em termos das
variáveis de projeto o índice de confiabilidade de Hasofer-Lind é determinado com eficiência.
Porém na maioria das aplicações de engenharia não é possível estabelecer pelos processos
analíticos conhecidos o comportamento estrutural em relação ao vetor de projeto.

A análise de confiabilidade adaptativa propõe que as informações obtidas nas simulações
anteriores sejam utilizadas para realizar uma aproximação do comportamento da superfície de
estado limite e do vetor gradiente. Estabelecido o processo adaptativo, as informações
necessárias para a determinação do ponto de projeto são provenientes da superfície de estado
limite aproximada.

Na análise de confiabilidade adaptativa foram empregadas as técnicas de superfície de
resposta (Lumb & Li, 1985) sendo que os comportamentos da superfície de estado limite e do
vetor gradiente, foram modelados por

2
iiii0 XcXba(X)g ++=

−
  (14)

2
iiii0j, XcXba(X)g ++=

−
  (15)

sendo, a0, bi, ci coeficientes da aproximação, g(.) e g,j(.) a superfície de estado limite
aproximado e a j-ésima componente do gradiente da superfície de estado limite. Foi utilizada
a técnica dos mínimos quadrados (Bucher & Bourgund, 1989) para estabelecer os coeficientes
das aproximações propostas. Conforme novos pontos de projeto são determinados, ocorre a
atualização dos coeficientes das Equações (14) e (15).

3. RESULTADOS

Com o objetivo de avaliar a eficiência da formulação apresentada, propõe-se a resolução
de dois exemplos apresentados em (Maymon, 1993) e (Maymon, 1994), utilizando o código
computacional desenvolvido.

3.1 Exemplo 1

Uma haste de seção transversal circular é tracionada por uma carga conhecida T = 5 kN,
tendo como variáveis randômicas o diâmetro (X1) e a tensão de escoamento (X2). As variáveis
normais possuem comportamento probabilístico, gaussiano e não são correlacionadas.
Admite-se que a falha, para caso estático, ocorre quando a tensão axial atinge a tensão de
escoamento do material da haste.

g(X)
X X

T1
2

2=
π

4
−   (16)

Tabela 1. Ponto de projeto.

Ponto de projeto CRA Der Kiureghian, Lin & Hwang, 1987
X1* (mm) 27,5881 28,0500
X2* (MPa) 8,3647 8,0900



O tamanho do passo definido pela Equação (10) é determinado pelo comportamento da
função de mérito e pelas restrições impostas no seu domínio de existência.

2.3 Determinação da probabilidade de falha

Na aproximação de primeira ordem, o comportamento da superfície de estado limite é
modelado por hiperplanos, sendo que a probabilidade de falha depende apenas da norma do
vetor de projeto no ponto de projeto (Hasofer & Lind, 1974),

Pf H L= Φ −β( )   (11)

sendo Pf a probabilidade de falha, Φ(.) a função de probabilidade normal padrão acumulada.
Essa aproximação fornece resultados satisfatórios quando a superfície de estado limite é
topologicamente regular nas vizinhanças do ponto de projeto.

2.4 Análise de sensibilidade

Na análise de sensibilidade clássica as medidas de sensibilidade estão baseadas no
comportamento do sistema em relação a uma variação dos parâmetros, em torno de seus
valores nominais. Ao tratar o problema de confiabilidade estrutural o enfoque utilizado na
metodologia convencional da análise de sensibilidade poderá inserir erros nas avaliações, por
não comportar na sua estrutura o modelamento das dispersões inerentes às variáveis de
projeto.

Geralmente nos problemas de confiabilidade estrutural somente algumas variáveis
influenciam significativamente sobre o valor total da probabilidade de falha. Como a
eficiência numérica decresce, com o aumento do número de variáveis, é importante diminuir
esse número, sem causar perda da qualidade dos resultados.

As medidas de sensibilidade exprimem a tendência das variáveis de projeto sobre o
comportamento da superfície de estado limite nas regiões investigadas pelo processo solução.
Estas medidas possibilitam a redução do número de variáveis sem aumento o custo
computacional, por serem estabelecidas, a partir das informações correntes.

O fator de sensibilidade representa a derivada do índice de confiabilidade, em relação às
variáveis de projeto no espaço normal padrão,

i
i u

â

∂
∂=α   (12)

é utilizado quando o nível de confiabilidade é especificado.
O fator de omissão de sensibilidade fornece o erro relativo no índice de confiabilidade de

Hasofer-Lind, quando admite-se que uma ou um conjunto de variáveis de projeto modifica o
seu comportamento de randômico para determinístico, (Madsen, 1993). Definindo-se o fator
de omissão de sensibilidade como a razão entre os índices de confiabilidade de Hasofer-Lind,

( )
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iHL
i â

kuâ
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==   (13)

considerando-se que a variável de interesse possua comportamentos determinístico e
randômico respectivamente.



sendo Γ uma matriz triangular inferior, obtida da decomposição de Choleski da matriz dos
coeficientes de correlação e ΣX a matriz de desvio padrão das variáveis de projeto.

A transformação aplicada às variáveis de projeto deve ser atualizada a cada iteração, pela
modificação dos parâmetros das funções densidade de probabilidade normal equivalente das
variáveis de projeto.

2.2 Processo de busca do ponto de projeto

A escolha da técnica de otimização dependerá de critérios baseados nas propriedades de
convergência local e global, na capacidade de resolver problemas não convexos e da taxa de
convergência. O algoritmo HL-RF, proposto inicialmente por (Rackwitz & Fiessler, 1978),
tem mostrado-se eficiente em relação aos critérios de seleção, além de comportar na sua
estrutura informações probabilísticas das variáveis de projeto. A seqüência de pontos é
estabelecida por,
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Com a finalidade de aumentar a convergência global do algoritmo se introduziu uma
função mérito para monitorar a seqüência de convergência do método, passando a ser
conhecido como HL-RFM (Der Kiureghian & Liu, 1991).
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No HL-RFM, a atualização do vetor de projeto, é dada pela seguinte expressão

sendo dk o vetor que determina a direção de pesquisa, definido por

onde, p é o parâmetro que determina o tamanho do passo

p = {p ∈  Rn/ 0 ≤ p ≤ 1}   (9)

Ao utilizar o HL-RFM coloca-se como opção o ajuste do tamanho do passo é definido por
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análise de confiabilidade adaptativa (Madsen, 1988). Para avaliar a formulação e a
metodologia empregada desenvolveu-se um código computacional, CRA – Component
Reliability Analysis.

2. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DE CONFIABILIDADE ESTRUTURAL PELO
MÉTODO DOS MOMENTOS

O problema de confiabilidade estrutural pelo método dos momentos consiste em
minimizar a distância entre o ponto de projeto, sobre a superfície de estado limite e a origem
do espaço normal padrão. O ponto de projeto é a configuração que o vetor de projeto assume
na qual está associada a maior probabilidade de falha, segundo um critério de falha
estabelecido. A determinação do índice de confiabilidade de Hasofer-Lind pode ser formulada
como um problema de otimização, cuja a função objetivo

sujeito a

g(u*) = 0     (2)

onde βHL índice de confiabilidade de Hasofer-Lind e g(.) representa o critério de falha
utilizado para avaliar o estado de falha de um componente segundo determinado modo de
falha e u* o ponto de projeto.

Pela análise dos trabalhos de (Ang & Tang, 1984), (Bjerager, 1990), (Der Kiureghian, Lin
& Hwang, 1987), (Enevoldsen, 1994) e (Shinozuka, 1983) pode-se constatar que a abordagem
pelo método dos momentos envolve a transformação das variáveis de projeto, processo de
busca do ponto de projeto, determinação da probabilidade de falha, análise de sensibilidade e
análise de confiabilidade adaptativa.

2.1 Transformação das variáveis de projeto

As variáveis de projeto representam as características geométricas do componente,
propriedades mecânicas dos materiais e a intensidade do carregamento. O comportamento
probabilístico desses parâmetros pode ser caracterizado por funções densidade de
probabilidade objetivando melhorar a representação das dispersões do vetor de projeto.

A solução do problema de confiabilidade estrutural é estabelecida num espaço onde o
comportamento probabilístico das variáveis de projeto é caracterizado por uma função
densidade de probabilidade normal padrão conjunta. As transformações aplicadas nas
variáveis de projeto permitem operar com um vetor randômico de projeto normal com
componentes correlacionadas (Der Kiureghian & Liu, 1986) e (Ditlevsen, 1981). A
transformação aplicada às variáveis no espaço de projeto é representada da seguinte forma,

{ }XìXJU −= (3)

U é vetor de projeto no espaço normal padrão, {X - µX} é o vetor que representa a translação
no espaço normal padrão, µX é o vetor média equivalente e J é a matriz jacobiano, que realiza
a rotação dos eixos no espaço normal equivalente, sendo definida por

J = Γ ΣX 
-1      (4)

HLmin β (1)
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Resumo

O trabalho propõe o emprego da análise de sensibilidade na determinação do índice de
confiabilidade de Hasofer Lind para componentes mecânicos. Os fatores de sensibilidade e
omissão de sensibilidade são empregados para indicar as variáveis de projeto significativas e
as direções factíveis do processo solução. Na determinação da probabilidade de falha
emprega-se o método dos momentos, com aproximação de primeira ordem aliado às técnicas
de superfície de resposta, análise de sensibilidade e a análise de confiabilidade adaptativa. As
medidas de sensibilidade são discutidas quando empregadas conjuntamente com o processo
adaptativo. Um código computacional foi desenvolvido, onde estão implementadas as
transformações das variáveis de projeto, os métodos HLRF e HLRFM e um interpretador
simbólico para leitura da função de falha nas aplicações propostas.

Palavras chaves: Confiabilidade estrutural, Análise de sensibilidade, Confiabilidade
adaptativa

1. INTRODUÇÃO

A análise de sensibilidade é uma ferramenta de aplicação crescente no desenvolvimento e
avaliação de sistemas. Uma das aplicações usuais da análise de sensibilidade na tarefa de
projeto está na indicação da influência das variáveis de projeto em relação ao fenômeno
observado. Esta observação é determinada por medidas de sensibilidade baseadas no
comportamento do sistema em relação a variações das componentes do vetor de projeto, em
torno de seus valores nominais. Essa a definição para as medidas de sensibilidade não é
adequada quando aplicada à estrutura da análise de confiabilidade estrutural. Isto se deve por
esta não comportar, na sua metodologia o modelamento das dispersões inerentes das variáveis
de projeto. Para eliminar esta fonte de erro propõe-se que análise de sensibilidade realizada,
trate adequadamente as variabilidades presentes no vetor de projeto.

O objetivo desse trabalho é a determinação da confiabilidade em termos da probabilidade
de falha e do índice de confiabilidade de Hasofer-Lind (Hohenbichler & Rackwitz, 1981) para
componentes mecânicos. Foi necessário o desenvolvimento de uma formulação para tratar o
problema de confiabilidade estrutural, utilizando o método dos momentos (Shinozuka, 1983),
com aproximações de primeira ordem da superfície de estado limite e da probabilidade de
falha. No estabelecimento da solução empregaram-se os algoritmos de busca HL-RF e HL-
RFM (Der Kiureghian & Liu, 1991) associado a uma regra para o ajuste automático do
tamanho do passo e análise de sensibilidade através dos fatores de sensibilidade e omissão de
sensibilidade. Através das informações geradas durante o estabelecimento da solução o
comportamento da superfície de estado limite foi aproximado com a finalidade de realizar a
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Resumo

O presente trabalho propõe uma metodologia para avaliar a integridade de estruturas com base
na resposta dinâmica representada pelas frequências naturais e Redes Neurais. A resposta
dinâmica de uma estrutura é modificada a partir da presença de falhas na mesma, desta forma
foi possível avaliar a integridade estrutural através da comparação entre a resposta dinâmica
de uma estrutura com falha e sem falha. Utilizou-se o toolbox de Redes Neurais do Matlab 4.0
como ferramenta para identificar e quantificar o estágio de dano em que se encontrava a
estrutura. O trabalho inclui a construção do modelo experimental que permitiu comparar as
frequências teóricas e experimentais, bem como ajustar os parâmetros do modelo. A
eficiência da metodologia empregada é mostrada através de gráficos que comparam as saídas
desejadas (teóricas) e saídas obtidas através da Rede Neural.

Palavras-chave: Estrutura, Integridade, Frequências Naturais, Rede Neural

1. INTRODUÇÃO

        A sociedade mostra-se mais consciente e exigente no que se refere aos fatores de
segurança, confiabilidade e qualidade. Com base nesta preocupação que é reflexo do
desenvolvimento natural da nação, surge a necessidade de uma ação mais efetiva no que se
refere a um programa de monitoramento e supervisão de estruturas com base em novas
técnicas de detecção de falhas. O objetivo deste programa é estender à vida útil das estruturas;
dando um suporte necessário para elaboração de um plano de manutenção preventiva, que
venha a evitar catástrofes e altos custos provenientes de grandes perdas humanas e de
materiais. Freire et al. (1994) apresentaram alguns exemplos recentes de monitoramento de
estruturas civis com extensômetros de resistência elétrica e transdutores de deslocamento para
mostrar como testes simples e econômicos possibilitam um melhor conhecimento da resposta
sob carregamentos reais. Freire et al. (1994) propõem uma terminologia teórica básica para
ser usada em Avaliação de Integridade Estrutural (AIE) de equipamentos e estruturas.
Ghaboussi et al. (1992) utilizou as RNA na detecção de danos em estruturas. Doebling et al.
(1996) identificou danos em estruturas e sistemas mecânicos em função da característica da
resposta dinâmica. Kaminski (1997), projetou um sistema de diagnóstico de falhas estruturais
baseado em medidas de vibração e RNA. Alves (1997), utilizou as frequências naturais e
RNA para detecção de defeitos em estruturas. Cunha et al. (1998) realizou um trabalho de
identificação de danos em estruturas usando RNA.



2. DESCRIÇÃO DO MODELO

Na escolha do modelo levou-se em consideração uma estrutura que representasse um
maior número de casos possíveis, que fosse de fácil construção e que permitisse modificar a
resposta dinâmica da estrutura em função da rigidez. A forma da construção desta estrutura
possibilitou analisar a integridade de cada grau de liberdade separadamente. Neste trabalho
procurou-se canalizar as atenções para avaliar a integridade estrutural do primeiro grau de
liberdade.

O modelo em estudo representa um sistema de dois graus de liberdade, onde o primeiro
grau é constituído de quatro lâminas (Kawasa) de aço inox, graduadas e com 12” (polegadas)
de comprimento. As mesmas estão engastadas em uma das extremidades, enquanto as outras
extremidades (superiores) estão fixas a uma massa (m1). O segundo grau de liberdade é
representado pela lâmina 5 (Kawasa) também de aço inox, graduada e com 6” (polegadas) de
comprimento (Fig. 1). As lâminas por serem graduadas facilitaram o deslocamento da massa
sobre a mesma, permitindo desta forma um maior dinamismo na variação de rigidez da
estrutura e consequentemente uma maior facilidade na obtenção dos dados para treinamento.
A fixação da massa sobre as lâminas é feita através de parafusos allen (n°4). As massas foram
fabricadas a partir de chapas de aço 1020 e tem os respectivos pesos: m1 = 2,983 kg e m2 =
0,10910 kg.

Figura 1 –  Sistema de 2 graus de liberdade

3. MODELAMENTO MATEMÁTICO

A resposta dinâmica está diretamente associada a integridade da estrutura, e a mesma é
modificada em função dos parâmetros: massa, amortecimento e rigidez. Considerando que a
massa dificilmente é modificada e que o amortecimento tem uma parcela de influência
pequena em relação a rigidez. Foi possível associar a integridade estrutural com a variação da
rigidez.



Fazendo o equilíbrio de forças sobre a lâmina 1 (Fig. 2), quando a mesma esta excitada
por uma força (P), chega-se a seguinte representação (Thomson, 1978).

L

x
PL M1

P

Figura 2 – Diagrama de corpo livre da lâmina 1

Fazendo o equilíbrio de forças sobre a lâmina 1, tem-se que a deflexão máxima (x=L):

       Onde: Y1 = Deflexão máxima;
      P = Carga aplicada;
      L = Comprimento útil da lâmina;
      E = Módulo de elasticidade;
       I = Momento de inércia

Através da Eq. (2), é possível relacionar a deflexão máxima com a rigidez.

Desta forma, tem-se através da Eq. (3) que a rigidez varia inversamente proporcional ao
comprimento da lâmina. Como o 1° grau de liberdade é formado por 4 lâminas que estão em
paralelo, o valor da rigidez equivalente é dado pelo somatório da rigidez de cada lâmina
separadamente, conforme a Eq. (4).

Para cada lâmina foi feito o ajuste experimental do módulo de elasticidade através da
regressão linear dos pontos obtidos no gráfico (Deformação x Tensão), onde o módulo de
elasticidade (E) é dado pela inclinação da reta. As cargas aplicadas para a obtenção das
deformações foram baseadas no limite elástico do material (Aço Inox).

As secções das lâminas foram medidas separadamente através de um micrômetro de
precisão para cálculo do momento de inércia (I).

A frequência natural teórica para um sistema de 1 grau de liberdade é dada pela Eq.(5).
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Através da modificação do comprimento útil das lâminas, foi possível simular vários
níveis de falha na estrutura [0-50% de falha], permitindo a geração de um banco de dados
para treinamento da RNA.

4. OBTENÇÃO DA RESPOSTA DINÂMICA (EXPERIMENTAL)

Para a obtenção das frequências naturais experimentais, utilizou-se transdutores de
resistência elétrica (strain-gauges), sistema de aquisição composto de ponte dinâmica e placa
de aquisição. A estrutura foi excitada aleatoriamente, e o sinal de vibração foi gerado pelo
strain-gauges e gravado na placa de aquisição. Posteriormente foi feito o tratamento off-line
deste sinal, através do Software (Snap-Master) que baseia-se nas Transformadas de Fourier
(FFT) para determinação das frequências naturais (Fig. 3).

Figura 3 – Diagrama de bloco para obtenção das frequências naturais

5. COMPARAÇÃO ENTRE AS FREQUÊNCIAS TEÓRICAS E EXPERIMETAIS

O intervalo em estudo compreendeu entre 0 à 50% de falha na rigidez da estrutura. Como
a rigidez é inversamente proporcional ao comprimento da lâmina, foi possível simular falhas
estruturais modificando a resposta dinâmica em função do comprimento das lâminas. A
Tabela 1, mostra o erro entre as frequências naturais teóricas e experimentais em função do
percentual de falha na estrutura.

Tabela 1 – Relação entre as frequências experimentais e teóricas em função do percentual de
falha na estrutura

Percentual de falha
na estrutura

Frequência
Experimental (Hz)

Frequência
Teórica (Hz)

Erro percentual
entre as frequências

0 11,54 ±  0,2 11,78 2,03
5 11,17 ±  0,2 11,4 9 2,78

10 10,87 ±  0,2 11,18 2,77
15 10,62 ±  0,2 10,87 2,30
20 10,37 ±  0,2 10,54 1,61
25 9,91 ±  0,2 10,21 2,93
30 9,62 ±  0,2 9,86 2,43
35 9,16 ±  0,2 9,50 3,57
40 8,96 ±  0,2 9,13 1,86
45 8,50 ±  0,2 8,74 2,74
50 8,20 ±  0,2 8,33 1,56



6. PRÉ-PROCESSAMENTO DAS ENTRADAS DA REDE NEURAL ARTIFICIAL

A RNA caberá o aprendizado da relação causa e efeito que existe entre a presença dos
defeitos e a variação da resposta dinâmica de maneira que não será necessária a obtenção de
uma equação que represente este comportamento da estrutura. Esta informação será repassada
a RNA durante a fase de treinamento.

O pré-processamento das entradas da RNA pode melhorar de forma significativa a
eficiência das mesmas (Kovács, 1997), podendo ser uma simples normalização ou até
cálculos mais complexos, vai depender do problema em estudo. Neste trabalho
especificamente, o vetor de entrada foi formado pelas frequências naturais experimentais
normalizadas e o vetor de saída pelos respectivos níveis de falhas existentes na estrutura. A
normalização das frequências naturais evitou problemas de saturação junto a função de
transferência.

Tabela 2 – Relaciona a falha estrutural e as frequências naturais experimentais normalizadas

PERCENTUAL DE FALHA
ESTRUTURAL

FREQUÊNCIAS NATURAIS
NORMALIZADAS

0 1
5 0,96

10 0,94
15 0,92
20 0,89
25 0,85
30 0,83
35 0,79
40 0,77
45 0,73
50 0,71

7. ANÁLISES E RESULTADOS

       Após o treinamento da RNA foi feito o teste de generalização com dados não
pertencentes ao conjunto de treinamento, para efetivamente determinar a configuração mais
adequada. Isto é conseguido através da comparação dos erros obtidos pelas diferentes RNA. É
importante lembrar que todas as configurações testadas apresentaram convergência no
treinamento, pois, caso isto não ocorra não teria sentido o teste de generalização.
       Os parâmetros utilizados pela RNA, estão mostrados no Apêndice 1. Os resultados são
apresentados na Fig. 4, através de um comparativo entre as saídas desejadas (teóricas) e as
saídas obtidas pela RNA.



Figura 4 – Comparação das saídas desejadas e as saídas obtidas para 1 grau de liberdade

8. CONCLUSÃO

       Com base nos resultados obtidos para o sistema com 1 grau de liberdade é possível
afirmar que a metodologia utilizada é viável na avaliação de integridade de estruturas. Ou
seja, a RNA conseguiu identificar o estágio de dano em que se encontrava a estrutura, em
função da resposta dinâmica.
       Os dados coletados podem ser utilizados na elaboração de um plano de manutenção
preventiva, que permitirá fazer uma avaliação segura da viabilidade técnica e financeira para
recapacitação desta estrutura.
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APÊNDICE 1

       Parâmetros utilizados pela Rede Neural Artificial

¾ Treinamento supervisionado;
¾ 3 camadas escondidas, com 5 neurônios em cada camada;
¾ A função de transferência logística;
¾ O algoritmo de treinamento utilizado foi o de retro-propagação dos erros;
¾ Outros parâmetros de treinamento foram:
¾ Número de épocas para apresentação no display = 2;
¾ Número máximo de épocas = 100;
¾ Erro a ser atingido = 0,00001;
¾ Valor do mínimo gradiente = 0,002;
¾ Valor inicial para o momento = 0,001;
¾ Fator de crescimento do momento = 4;
¾ Fator de decrescimento do momento = 0,01;
¾ Valor máximo para o momento = 1e5.
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Resumo

Tubos em PVC com paredes nervuradas são usados em obras enterradas para escoamento de
fluídos no regime de conduto livre. O processo de obtenção de tais tubos consiste no
enrolamento de um perfil nervurado. Estudos prévios mostraram que a resistência à
flambagem é o parâmetro crítico de projeto. A flambagem ocorre quando do enrolamento da
lâmina, na fabricação do tubo. Neste trabalho é apresentado um estudo teórico analítico do
problema de flambagem no enrolamento dos tubos bem como simulações, por elementos
finitos, da flambagem. Para tanto são usados conceitos desenvolvidos inicialmente para o
cálculo da resistência à flambagem de perfis monosimétricos.

Palavras chave: Flambagem, Nervuras, Lâminas

1. Introdução

Tubos com a parede reforçada, como os vistos neste trabalho, são produzidos pelo
enrolamento de um perfil estrudado, formando uma hélice. O fechamento do tubo é feito por
uma junção do tipo macho-fêmea e com o uso de soldagem química por meio de adesivo. Este
tipo de tubo destina-se a obras enterradas, tais como sistemas de drenagem de águas pluviais e
devem aliar baixo peso com alta rigidez. Esta é conseguida por meio do nervuramento, como
o apresentado na figura 1.

A elevada rigidez é necessária para que, uma vez sujeito ao carregamento externo, o tubo
sofra a menor deformação possível. Tal fato é importante tanto para garantir a vedação quanto
para minimizar os efeitos de fluência do material do tubo.

Um mesmo perfil pode ser enrolado em diferentes diâmetros e portanto ficará sujeito a
tensões diferentes durante o processo de enrolamento. Considerando que o perfil fica sujeito à
flexão pura, tem-se que o momento fletor, M, aplicado no enrolamento do tubo é dado por:

id

EI2
M = (1)

Na equação (1) foi inicialmente adotado módulo de elasticidade, E, constante. Sendo que,
I é o momento de inércia do perfil e di é o diâmetro de enrolamento do tubo. A equação (1)
indica que para menores diâmetros de enrolamento o perfil estará sujeito a maiores esforços.

O estudo da flambagem das nervuras pode ser feito considerando apenas uma delas e
levando em conta que parte da lâmina também faz parte do perfil (Kaminski & Laterza,
1999). Feita esta consideração é possível aplicar parte da teoria desenvolvida para a
flambagem lateral por torção de vigas sujeitas a flexão.



Figura 1. Perfil do tubo nervurado

2. Flambagem Lateral por Torção de Vigas Sujeitas a Flexão

A flambagem lateral de vigas sujeitas a flexão é objeto de alguns textos clássicos
(Timoshenko & Gere, 1961), (Den Hartog, 1952), considerando apenas perfis bi-simétricos,
p.ex. seção transversal retangular. O equacionamento apresentado nestes textos não é
aplicável a casos gerais (Bleich, 1952). O mecanismo de flambagem envolve a torção, quando
a rigidez torcional da viga é muito menor que a rigidez à flexão (Bleich, 1952), sendo esta
uma característica de seções abertas de paredes finas, tais como o perfil usado nos tubos
nervurados. Este fenômeno foi inicialmente equacionado por Wagner (1936) e,
posteriormente, estudos complementares foram feitos por Goodier, (1942). Trabalhos
posteriores (Trahair & Anderson, 1972), (Kitipornchai & Trahair, 1980) aplicaram os
resultados mais antigos ao caso de vigas com monosimetria.

Na figura 2, são apresentados os deslocamentos do perfil sujeito a flambagem. Na
mesma, também aparece o sistema de coordenadas adotado. Os deslocamentos referentes à
flambagem são a translação u e a rotação φ. As equações de equilíbrio, segundo Trahair e
Anderson (1972), são apresentadas a seguir. E e G são os módulos de elasticidade e de torção,
respectivamente. Mx, My, Mz, são os momentos solicitantes fletores (Mx e My) e de torção
(Mz), atuantes na seção transversal. Iy é o momento de inércia em torno do eixo y, It o
momento de inércia a torção e Iw é o momento de inércia ao empenamento da seção

Figura 2. Sistema de coordenadas e deslocamentos
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Onde βx é uma propriedade da seção transversal que leva em conta os efeitos devidos ao
fato do centro de cisalhamento não ser coincidente com o baricentro da seção transversal. A
expressão de βx é dada por:

( ) oA A

32

x
x y2dAyydAx

I

1 −+⋅=β ∫ ∫ (4)

Na expressão (4) yo é a coordenada do centro de cisalhamento, tomada em relação ao
baricentro da seção. Notar que para seções com simetria em relação ao eixo x (ver figura 2),
βx é nulo.

Figura 3. Viga bi-apoiada sujeita a momentos na extremidade

Conforme a condição de carregamento e vinculação é possível encontrar soluções
analíticas fechadas para as equações (2) e (3). Para a condições de viga bi-apoiada, de
comprimento L, onde as extremidades estão impedidas de torcer mas não de empenar, sujeita
a momentos concentrados nas extremidades, conforme a  figura 3, as condições de contorno
são:

p/ z = 0, 0
dz
d

u 2

2

=φ=φ= (5)

p/ z = L/2, 0
dz
d

dz
du =φ=

Sabe-se ainda que quanto aos momentos solicitantes tem-se:

Mx = M (6)
My = Mz = 0

Com as condições de contorno dadas por (5) e os esforços solicitantes por (6) a solução
das equações (3) e (4), em termos de momento crítico de flambagem, Mc, é dada por:
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Onde o parâmetro de monosimetria, δ, é dado por:

GJ

EI

L
yxβ=δ (8)



Outras condições de vinculação e carregamento levam a soluções analíticas fechadas ou
soluções numéricas (Trahair & Anderson, 1972). A solução acima apresentada será
empregada para validação dos modelos de elementos finitos usados na determinação de
carregamentos críticos com outras condições de contorno mais adequadas ao problema
estudado.

3. Modelos em Elementos Finitos

A aplicação de elementos finitos a problemas similares ao que é visto neste trabalho tem
sido estudada segundo diversos aspectos, principalmente quanto a proposição de elementos
específicos para as condições encontradas neste tipo de problema, isto é, não-linearidades
devidas às grandes deformações e deslocamentos (Chin et al., 1994).

No entanto, neste trabalho foram empregados elementos padrão do tipo shell, disponíveis
em qualquer programa comercial de elementos finitos. A razão para tal escolha deve-se a
necessidade de manter a metodologia proposta o mais aplicável possível.

Deve ser lembrado que a carga de flambagem calculada pela solução analítica leva em
conta uma série de hipóteses que na prática não são aplicáveis. Entre elas pode-se citar:
homogeneidade da estrutura quanto as propriedades geométricas e de material, aplicação
precisa do carregamento numa posição e direção. Em geral esta carga é maior do que a
existente na realidade, mesmo quando são feitos experimentos controlados (Trahair &
Anderson, 1972). Com modelos de elementos finitos, algo semelhante ocorre, justamente por
se utilizar um modelo para a estrutura com uma série de condições idealizadas, como por
exemplo os vínculos.

O primeiro modelo montado serviu para verificar a adequação da escolha do tipo de
elemento, frente aos resultados analíticos disponíveis. A figura 4 apresenta o modelo
montado, composto por 160 elementos do tipo shell63, disponível no programa ANSYS versão
5.3. As condições de contorno são as mesmas especificadas no item anterior. As dimensões da
estrutura modelada estão apresentadas na figura 4. A espessura dos elementos foi definida
como sendo igual a 0,8 mm.

O método de solução aplicado pelo programa consiste na obtenção de auto-valores e
auto-vetores referentes à carga crítica de flambagem e a forma da estrutura após a flambagem.
(SAS IP – Inc., 1996).

O carregamento é aplicado de tal forma que a flange de menor largura seja aquela sujeita
a tensões normais de tração.

As propriedades do material (PVC) são:
E = 2800 N/mm2 (Módulo de elasticidade)
v = 0,3 (Coeficiente de Poisson)
G = 1077 N/mm2 (Módulo de cisalhamento)



Figura 4. Dimensões básicas do modelo adotado. (em milímetros)

Na tabela 1 estão apresentados os resultados obtidos, em termos de momento crítico de
flambagem. Na figura 5 está representada a estrutura deformada.

Tabela 1. Comparativo de resultados analítico e por elementos finitos

Elem. Finitos AnalíticoMc
(Nmm) 1701 1790

Figura 5. Estrutura Deformada (modelo 1)

O segundo modelo tem por objetivo representar parte de um dos perfis de tubo. Neste
caso, para que a rigidez da chapa seja atuante, foi considerado no modelo em que os nós
referentes a superfície onde foi feito o corte da seção analisada (ver figura 6) têm os
deslocamentos na direção X restritos, bem como as rotações em torno do eixo Z. Além disso,
foi simulado numa extremidade o fato do perfil ser contínuo ao longo do comprimento. Logo,
os nós da seção A (ver figura 6) também tem os deslocamentos na direção Z e as rotações em
torno de X restritos. O carregamento aplicado consiste num momento concentrado na



extremidade livre. As dimensões e propriedades do material são as mesmas do modelo
anterior, bem como o tipo de elemento. Entretanto, neste modelo foram empregados 500
elementos. Isto foi necessário para que fosse possível obter as deformações da flange de maior
largura.

Figura 6. Vínculos do modelo 2

Para este modelo o momento crítico encontrado vale 2404 Nmm. Na figura 7 está
representada a estrutura deformada

Figura 7. Estrutura deformada (modelo 2)

4. Comentários e Conclusões

Os resultados do modelo 1 mostram que elementos do tipo plano para a modelagem de
cascas (shell), disponíveis em qualquer programa de elementos finitos, podem ser utilizados
na modelagem do problema estudado, desde que não se deseje uma precisão elevada nos
valores obtidos para a carga crítica. Este resultado não é trivial uma vez que, para problemas
similares pode vir a ser necessário o uso de elementos específicos, desenvolvidos para a
modelagem de problemas com grades deslocamentos e deformações (Chin et al. 1994).  Já foi
observado neste trabalho que tal precisão nos resultados numéricos não tem grande utilidade
na prática, uma vez que várias hipóteses simplificadoras são empregadas tanto para a



obtenção dos resultados analíticos quanto para a construção dos modelos em elementos
finitos.

Uma maneira de verificar os resultados é quanto a forma da estrutura depois da
flambagem. Esta é uma característica própria de cada estrutura para uma determinada carga
crítica. Logo, a comparação entre as formas da estruturas flambadas é um meio de verificação
dos resultados obtidos, tanto pelos modelos analíticos quando para os de elementos finitos.

O método descrito no parágrafo anterior foi empregado no segundo modelo. As condições
do problema (vínculos e carga) foram simuladas e os resultados obtidos são compatíveis com
o observado no enrolamento deste tipo de tubo nervurado.
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Abstract 
 
 In this work computational tools are developed to carry out sizing optimization of truss 
under static and free vibration conditions. To do that an automatic procedure is implemented 
on MATLAB environment. Different types of algorithms such as gradient-based SQP 
methods and GAs are used. Some benchmark examples are analyzed. 
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1. INTRODUCTION 
        

The analysis and design of trusses has been a classical problem in structural optimization. 
Typical designs of trusses require a minimization or maximization of a stated objective 
function and simultaneous satisfaction of several design constraints. For several decades a 
great variety of methods have been developed to find the size of the elements that optimize 
trusses under statics loading with a given geometry and topology. 
 The nonlinear programming algorithms such as sequential quadratic programming (SQP) 
investigated here are gradient-based and requires the first derivative of the objective function 
and constraints with respect to the design variables.  
 The SQP algorithm is extremely efficient in locating a relative optimum closest to the 
starting point in the design space. In design applications where the design space is known to 
be multi-modal, the optimum may be obtained by starting the search from several initial 
points in the design space (Hajeta,1990). However, even then, there is no guarantee of 
obtaining the global optimum. To overcome the possibility of local optima in the present 
study, we investigate here a stochastic method based on genetic algorithm. 

Genetic algorithms (GAs) are search procedures based on the mechanics of genetics and 
natural selection. Although computationally simple, GA-based methods are very powerful in 
their search for improvement and they are not limited by restrictive assumptions above the 
search space. They overcome the possibility of local optima in the solution process. In truss 
optimization GAs  are very versatile as they accept both discrete and/or continuous design 
variables. The genetic algorithm developed by D. Goldberg, described in (Goldberg, 1989) is 
implemented here. Such algorithm have been applied to a wide range of engineering 
disciplines and has proven to give very good results in several applications. 

In this work both SQP and GA algorithms are employed to carry out the optimization of 
trusses under static and free vibration conditions. For comparisons purposes with SQP 
algorithm, only continuos design variables are considered in our applications. 
 
 
2. GENERAL PROBLEM FORMULATION 



The standard mathematical formulation of an optimization problem is: 
 
minimize or (maximize) F(s)  subject to:  JJi(s) ≤ 0  i = 1...nc  (1) 

s k
l  ≤  s k  ≤  s k

u  k = 1...ndvab 
  Where s is the design variable vector, ndvab is the total number of design variables 
F(s) is the objective function, JJi is a typical constraint and  sl  and  su are side constraints to 
the design variables. Typical objective functions and constraints considered in this work are 
shown in figure 1. 
 

 
TRUSS OPTIMIZATION 

 
Problem type 1: weight minimization 

  
  Objective function - W(A) 
 
  Constraints:  σ i / σmax - 1 ≤ 0   i = 1...m 
    
     uj / umax - 1 ≤ 0   j = 1...n 
     
    Amin ≤ A(i) ≤  Amax  i = 1...m 
 

Problem type 2: Fundamental frequency Maximization 
 
  Objective function - ω(A)  
  
  Constraints:  V = V0 

 

    Amin ≤ A(i) ≤  Amax  i = 1...m 
 

Figure 1 - Types of problems considered in this work: objectives and constraints. 
 
3. THE TRUSS OPTIMIZATION PROCEDURE 
 

In this work an integrated procedure is developed and implemented on MATLAB 
environment. SQP and GA algorithms are employed to obtain optimum designs. When 
dealing with GAs the procedure automatically integrates geometry definition and 
discretization, FE analysis and method of optimization solution, when SQP is used instead, a 
part from those, a sensitivity analysis procedure is incorporated in the process. Details of each 
integrated module can be found elsewhere (Afonso and Horowitz, 1998).  
 
4.  THE SEQUENTIAL QUADRATIC PROGRAMMING ALGORITHM 
 
 The SQP algorithm generates a search direction d at each iteration solving the definite 
quadratic subproblem, below: 
 

Minimize (or maximize):   ∇  Fk
T d + ½ dTBkd     (2) 

Subject to:    ∇ gk
T d + JJk ≤ 0     (3) 

    ∇ hk
T d + hk = 0     (4) 

 
where Bk is a positive definite approximation to the Hessian matrix of the Lagrangian function 
of the original problem (Han, 1976). 

 



≤( s, λ, µ) = F +λT
JJ + µTh        (5) 

  
The approximation to the Hessian is obtained using a Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno 

(BFGS) scheme which maintains symmetry and positiveness. 
 Once direction d is found a line search is performed using a penalty function as the 
merit function in order to find the next iterand thus balancing the objective function while 
maintaining feasibility.   

There are several implementations of such algorithm. Two fundamental differences exit 
among them: the procedure used to solve the quadratic subproblem and the merit function 
used on the line search. In this work the SQP version existing in the MATLAB optimization 
toolbox is used. Such version uses some form of Gill et al projection method to solve the 
quadratic subproblem while the exact penalty function "", is used as merit function 
(Mathworks, 1995). 
 
5. THE GENETIC ALGORITHM 
 

GAs  are search procedures based on mechanics of natural selection and natural genetics. 
They combine the artificial survival of the fittest with genetic operations to form a robust 
search mechanism. An initial population is randomly generated from the individuals bits in a 
fixed-length binary string bs. Successive generations are produced in which new solutions 
replaces some of the older ones. For a particular iteration k a GA maintains a population of 
potential solutions of individuals or chromosomes which contain all of the necessary 
information about the individuals they represent (the structural designs here). 
 A selection operator identifies the fittest individuals of the current population whereby 
pair of parents are chosen for the next generations. In the present context, the fitness function 
might be weight, strain energy or the fundamental frequency. 
 During reproduction ‘crossover’ and ‘mutation’ mechanisms are used to produce new 
population. The incidence of mutation and crossover is controlled by the user through 
prescript probabilities pc and mp respectively.  
 After each cycle of selection, crossover and possibly, mutation, the fitness of each family 
is again obtained by converting the binary strings to decimal digits (decoding) and evaluating 
the objective function. The whole process then continues into the next generation until a 
stopping criteria is met. 
 Figure 2 presents a simplified version of the algorithm. Details concern to the procedure 
implemented here can be found in (Goldberg, 1989). 
 
5.1. Constraints Handling 
 

In general structural designs involve several constraints related to stress, displacements, 
geometric dimensions and other variables. In GA these are conveniently handled by a penalty 
function. Using such function, constraint violations are penalized to avoid the future use of 
the set of parameters. The fitness function of the genetic algorithm is a combination of the 
objective function and penalty term. There is no unique way to define the penalty  term. The 
fitness function considered here was proposed by Ghasemi and Hinton and al (Ghasemi and 
Hinton, 1996). We briefly describe their approach in the following.  

Considering ��i,j a normalized constraint for a particular population j such is ��i,j = ci,j  - 1 
and ci,j = JJi,j  / JJi,all  in which JJi,all is the allowable value of that constraint. The constraint ��i,j is 
satisfied if ��i,j ≤ 0. 
 If ��i,j ≥ 0 the objective function is penalized. In this case we define the following 
parameters  pv,i = (ci,j)

k in which k is related to constraint violation  (Ghasemi and Hinton, 



1996), and ��i,j = pc pvi (JJi,j)
2 when pc is the ‘penalty coefficient’ After all the constraints be 

penalized another parameters øi,j is calculated such that 
                 nc  

 øi,j = ∑ ��i,j           (6) 
                i=1 

Finally the penalized objective function F*
j is obtained such that F*

j = Fj( 1 +øj) where Fj 
is the original objective function (without penalization). 

In GA, F*
j has to be transformed into fitness values in such that the best design has 

maximum fitness. For minimization problems, in order to guarantee such aim and also 
positive values for the fitness, the following expression is considered for fitness. 
 

F’j = (F*
max + F*

min) - F
*

j        (7) 
 

In which F’j is the fitness of design j and F*
max and F*

min are the maximum and the 
minimum values of F*

j in the population of a particular generation j. It is recommended also 
to scale fitness function (Goldberg, 1989).  
 
5.2. Convergence Criteria 
 

Several termination criteria can be possibly used. Three convergence criteria for the 
present truss optimization are used: 
 
1. The number of generations: A fixed number of generations can be provided by user. The 

GA algorithm will stop when the allocated number is reached.  
2. Design changes: If the best design for the last 20 generations has not changed then 

iterations will stop. 
3. Objective Function norm: It the variation of the objective function in a population is 

smaller than a very small given value crate thus if  ( F – Fj(best) ) /  F  .100 ≤ crate were 
     F is average value, the algorithm will stop. 

 
 

GENETIC ALGORITHM PROCEDURE 
1. Read data 
2. Randomly generates initial population (generation 1) 
3. Perform a generation loop  

for each generation do: 
3.1. A design loop 

  for each design do: 
-  Design variables decoding 
-  Calculate original objective function 
-  Compute fitness function 

3.2. Check the convergence : if found stop 
otherwise: 
3.3. Store best individual into next generation 
3.4. Proceeds genetic operations: solution, crossover and mutation to create 

 population of new generation and go to step 3.1. 
 

Figure 2 - Basic  GA 
 
 
 
 



6. EXAMPLES 
6.1. Static Applications 
 

The three and ten bar 2D trusses are considered in this section for optimization using both 
GA and SQP algorithms described in this article. The objective is to minimize the weigh of 
the structure by constraining the element stresses at each truss member. 
a) Three bar truss  
 

Problem definition: Figure 3 shows the tree bar truss to be optimized. Two cross sectional 
area design variables are considered: X1 = A1 = A2 and X2 = A3. The material properties are 
Young’s modulus E = 2.07 . 108 and material density ρ = 1. The units are consistent. 

Here the allowable tensile stress is 20, and the allowable compressive stress is 15. Table 1  
presents the GA solution parameters adopted in this study. The bounds of the design variables 
are 0.1 and 1.0. 

 
Table 1 – GA parameters for all problems presented here. 

  GA parameters 

Condition Truss lc ps ng pc mp crate 

3 bar 6 10 100 10 1.0 1e-6 
static 

10 bar 8 200 150 10 1.0 1e-3 
3 bar 10 300 100 10 1.0 1e-6 free 

vibration 9 bar 10 400 200 10 1.0 1e-6 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3 – Three bar truss 
 
Discussions of results: Table 2  shows the optimal solutions for the present problem, 

obtained here and also the results reported in reference (Ghasemi and Hinton, 1996). As can 
be observed, all results are within an acceptable range when comparing with the exact 
solution. The optimum GA solution is achieved at the 2nd generation and remains unchanged 
afterwards. 

 
Table 2 – Results of 3 bar truss  

Design Variable Present (SQP) Present (GA) Hinton (SQP) Hinton (GA) Exact 
X1 0.7887 0.7429 0.789 0.814 0.789 
X2 0.4082 0.4143 0.408 0.343 0.408 

Optimum Weight 263.9247 251.5403 263.896 264.600 263.9 

 
b) Ten bar truss 



Problem definition: The ten bar truss problem shown in figure 4 is the second example used in 
this section. The design variables are the cross-sectional areas of the ten elements. The upper 
and lower bounds of the design variables are respectively  10 and 0.1. The material properties 
considered in this case are: E = 107, ρ = 0.1. For element 9 the allowable stress is σall = ± 75 
while the remaining elements the stress allowable is σall = ± 25. Again all units are consistent. 
The GA solutions parameters used are given in table 1. 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

Figure 4 – Ten bar truss 
 
Discussions of results: The optimization results obtained are listed in Table 3 together 

with the exact solution and those reported in reference (Ghasemi and Hinton, 1996). As can 
be observed the final objective value when using either GA or SQP are within acceptable 
range of the exact value. However, some of the optimum design variables differ from each 
other for the different methods investigated. 

 
Table 3 - Results of 10 bar truss 

Design Variable Present (SQP) Present (GA) Hinton (SQP) Hinton (GA) 

X1 7.9 7.518 7.90 7.518 
X2 0.1 0.458 0.10 0.458 
X3 8.1 8.430 8.10 8.430 
X4 3.9 3.544 3.90 3.544 
X5 0.1 0.100 0.10 0.100 
X6 0.1 0.460         0.10 0.460         
X7 5.7983 6.287 5.80 6.287 
X8 5.5154 4.992 5.51 4.992 
X9 3.677 3.350 3.68 3.350 
X10 0.1414 0.645 0.14 0.645 

Optimum Weight 1497.6 1516.0 1497.0 1516.0 

 
 

6.2. Free Vibration Applications 
 
 In this section we carry out optimization under free vibration conditions. A three bar and 
a nine bar benchmark examples are analyzed. In these structure the objective is to maximize 
the fundamental frequency whilst simultaneously keeping the structure weight constant. 
a) Three bar truss 



Problem definition: The three bar truss illustrated in Figure 5 is considered first. Two cross-
sectional areas are taken as design variable: X1 = A1 = A2 and X2 = A3 with a lower bound of 
0.00005 and an upper bound of 0.001. The material properties are: the Young’s modulus E = 
2.0 . 1011 and material density ρ = 7860. All units are consistent. The solution parameters 
used in the GA solution are shown in Table 1. 

Figure 5 – 3 bar truss under free vibration conditions. 
 
  Discussion of results: Table 4 compares the optimal solutions for the present example 
obtained here and in reference (Alkhamis, 1996). The solution in terms of the optimum 
objective function matches perfectly while some difference is found in terms of the design 
variables value (GA solutions). GA solution comes with some constraint violation (0.07%) 
 

Table 4 - Results of 3 bar truss under free vibration 
Design Variable Present (SQP) Present (GA) Alkhamis (SQP) Alkhamis (GA) 

X1 6.3984.10-4 3.230.10-4 6.398.10-4 3.230.10-4 

X2 1.3982.10-3 6.824.10-3 1.389.10-3 6.824.10-3 

Optimum Frequency 547.77 Hz 547.853 Hz 547.77 Hz 547.853 Hz 

 
b) Nine bar truss 

Problem definition: The second example studied in this section is the nine bar truss shown 
in Figure 6. The material properties used are the same of the previous example. The nine 
cross sectional area of the bars are taken as design variables. The lower and upper bound 
values are respectively 0.0005 and 0.5. Table 1 shows a list of parameters adopted in GA. 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Figure 6 – 9 bar truss under free vibration conditions. 
  
Discussion of results: The results for the different algorithms are provided in Table 5. Again 
good comparisons are obtained for the objective function, while the optimum design variables 
values obtained using GA presents some differences.  
 
 
 
 



 
Table 5 - Results of 9 bar truss under free vibration 

Design Variable Present (SQP) Present (GA) Alkhamis (SQP) Alkhamis (GA) 

X1 0.2721 0.317 0.272 0.317 
X2 0.3253 0.308 0.325 0.308 
X3 0.1429 0.181 0.143 0.181 
X4 0.0341 0.044 0.034 0.044 
X5 0.1008 0.079 0.101 0.079 
X6 0.1522 0.159 0.152 0.159 

X7 0.0327 0.026 0.031 0.026 
X8 0.2711 0.266 0.271 0.266 
X9 0.3063 0.260 0.306 0.260 

Optimum Frequency 37.3782 Hz 37.148 Hz 37.38 Hz 37.148 Hz 

  
7. CONCLUSIONS 
 
 In this work to carry out truss optimization two methods were considered here: the SQP 
and the GA. Both optimizers gave an excellent results and compared well. Although not 
explored in this paper, GA method allows the option of choosing a set of design variables 
from a certain specified catalogue. 
 Other main advantage using GA are: 

- very simple calculations are involved; complex problems can be solved reasonably 
reliably; problems that have many local optima can be solved; and it is easy to interface 
the GA method to existing simulations and models. 

 One of the major disadvantages of using method is that the CPU time is high, however 
the use of parallel computations helps to circumvent this problem. This topic is current under 
our investigation. 
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Resumo

O telescópio MASCO é um instrumento capaz de obter imagens do céu em raios-x e raios
gama de baixa energia através do emprego da técnica de imageamento conhecida como
Máscara Codificada. O objetivo deste trabalho é apresentar a análise estática do tubo
prolongador com a finalidade de verificar sua integridade estrutural, considerando-se duas
situações críticas em que o mesmo estará submetido : o tubo fica na posição horizontal; e o
tubo sofre uma desaceleração correspondente ao instante em que a gôndola é desacoplada do
balão. A estrutura do tubo prolongador é composta por dois cilindros de mesmas dimensões,
unidas por juntas aparafusadas e reforçada por 16 nervuras fixadas radialmente em cada
extremidade dos cilindros. O tubo prolongador foi modelado utilizando o método dos
elementos finitos através do uso do software comercial MSC/NASTRAN. Para a modelagem do
cilindro, assim como para as nervuras e flanges, foram utilizados elementos de casca.

Palavras-chave: Elementos Finitos, MASCO, MSC/NASTRAN.

1. INTRODUÇÃO

       O projeto MASCO ( MÁScara COdificada ) (Souza et al, 1997) é um telescópio,
desenvolvido no Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais – INPE, com o objetivo de
investigar raios-x e raios gama de baixa energia através do emprego da técnica da Máscara
Codificada MURA (Modified Uniformly Redudant Array) (Villela, et al, 1995 , Gottesman et
al, 1989).
       O telescópio voará dentro de uma gôndola suspensa (figura 1) por um balão
estratosférico, uma vez por ano, numa altitude de 42 Km e deverá permanecer em vôo de 15 à
48 horas, seguido por uma fase de descida suspensa por um pára-quedas. O mesmo será
montado numa plataforma capaz de, durante os vôos, apontar o telescópio para alvos
astrofísicos e manter esse apontamento independente dos movimentos do balão. Entre outros
alvos a serem observados encontram-se o Centro Galáctico, binárias de raios-x, pulsares e
candidatos a buraco negro. O tubo prolongador do telescópio servirá de suporte para a
máscara codificada, que é um dispositivo que traduz os sinais provenientes do feixe de raios-x
(ou gama) que incide na superfície do detector.
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Figura 1. O telescópio MASCO

2. MODELAGEM DO SISTEMA ESTRUTURAL DO TUBO PROLONGADOR

       O objetivo desta etapa do trabalho é a realização de uma análise estática no tubo
prolongador, com a finalidade de verificar sua integridade estrutural, considerando duas
situações críticas em que o mesmo estará submetido : o tubo na posição horizontal e o tubo
submetido a uma desaceleração correspondente ao instante em que a gôndola é desacoplada
do balão.

2.1 Análise Estrutural do Tubo Prolongador do Telescópio MASCO

       A estrutura do tubo prolongador é composta por dois cilindros de mesmas dimensões,
unidos por juntas rebitadas e reforçado por 16 nervuras fixadas radialmente em cada
extremidade dos cilindros, como pode ser observado na figura 2. Cada cilindro possui 1 m de
altura e 0,90 m de diâmetro. São fabricados a partir de chapas de alumínio de 0.8 mm de
espessura, costuradas por meio de união rebitada.

Figura 2. Detalhe do cilindro do tubo prolongador
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2.2 Modelo de Elementos Finitos

       A equação de movimento de um sistema estrutural discretizado em elementos finitos,
considerando-se n graus de liberdade envolvidos, pode ser escrita como:

K X=F                                                                                                                                       (1)

onde X é o vetor de deslocamentos e rotações nodais; K é a matriz de rigidez e F é o vetor de
forças nodais.
       O tubo prolongador foi modelado utilizando o método dos elementos finitos através do
uso do software comercial MSC/NASTRAN. A figura 3 mostra o modelo do tubo prolongador
em elementos finitos. Para a modelagem do cilindro, das nervuras e das flanges foram
utilizados elementos de casca. A união entre as várias partes da estrutura foi modelada
utilizando-se elementos rígidos. O material utilizado para análise foi o Alumínio AA 1200-
H14 cujas propriedades mecânicas são:

E = 66400 MPa                                    σadm = 65,5  MPa
ν=0,33                                                  τadm = 32,75 MPa

       Os dois cilindros do tubo prolongador, feitos a partir de uma chapa de alumínio de
0,8 mm, foram modelados utilizando elementos de casca quadrilateral (CQUAD4) definidos
por 4 nós. O tubo sustenta a máscara do telescópio e serve de condutor, dos raios captados
pela máscara, para o decodificador.

X

Y

Z

1800.

V1

L3

C1

Figura 3. Modelo do Tubo Prolongador em Elementos Finitos

       As flanges foram modeladas com elementos de casca quadrilateral (CQUAD4) e, estão
presentes nas extremidades dos dois tubos (figura 4). São utilizadas para dar maior rigidez às
extremidades e para facilitar a montagem. São usinadas e fabricadas em alumínio de 8,0 mm
de espessura. A união dos cilindros é feita através das flanges utilizando-se 16 parafusos.
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X

Y

Z

V1

L3

C1

G2

Figura 4. Flange

       A estrutura tubular é reforçada por 12 nervuras fixadas radialmente nos cilindros e
montadas nas suas duas extremidades. Elas unem o cilindro à flange por meio de parafusos
que são representados por elementos rígidos ( RBE2 ). Esses elementos simulam juntas com
rigidez infinita em direções pré-estabelecidas, em quaisquer dos seis graus de liberdade. A

nervura, mostrada na figura 5, é fabricada a partir de chapa de alumínio de 
16

3
 in (4,8 mm).

X

Y

Z

V1

L3

C1

G3

Figura 5. Nervura

2.3 Condições de Carregamentos do Telescópio

       O telescópio estará submetido a quatro tipos de carregamento durante as fases de
lançamento e operação: (1) na fase de pré-lançamento o telescópio está montado e colocado
na posição horizontal. Nesta situação a estrutura é solicitada, além do peso próprio, por uma
carga concentrada na extremidade de 1800 N devido a massa da máscara; (2) quando a
gôndola está suspensa pelo balão o tubo prolongador sofre uma carga estática de 1g no sentido
ascendente; (3) quando o pára-quedas abre (carregamento transiente correspondente a 5g no
sentido ascendente); (4) quando o telescópio toca o chão (carregamento transiente
correspondente a 5g no sentido descendente).
Neste trabalho serão analisados os casos (1) e (4).
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2.3.1 Condição de Carregamento 1
       Quando o telescópio se posiciona horizontalmente, conforme mostrado na figura 6, a
massa da máscara solicita a estrutura tubular de modo a flexionar a mesma. Dessa forma, a
análise estática realizada nessa situação consiste na verificação da região mais crítica, e
analisa sua integridade estrutural em relação a resistência das uniões rebitadas.

X

Y

Z

1800.

V1

L3

C1

Figura 6. Tubo submetido a condição 1

       Para representar o peso correspondente à massa da máscara (180 kg) do telescópio, foi
aplicada numa extremidade do tubo uma força de 1800N na direção X em relação ao sistema
de coordenadas global do modelo (figura 3). Considerou-se também os efeitos da gravidade
sobre o tubo aplicado na mesma direção. Na outra extremidade foram colocadas restrições à
translação nas três direções. O resultado dessa análise, mostrado na figura 7, é :
elemento mais crítico : ID = 682
tensão de Von Mises: 43,05 MPa

X

Y

Z 399

495

398

591

494

397

687

590

493

783

492

686

589

491

588

782

685

490
3983

4234

587

684

781

489

586
3982

4233

488

683

780

877

487

585

682 3981

4232

584

779

876

583

681

778

4231

680

875

679

777

874

776
775

873

872
871

969

968
967 4.254E+7

3.988E+7

3.723E+7

3.457E+7

3.191E+7

2.925E+7

2.659E+7

2.393E+7

2.127E+7

1.861E+7

1.596E+7

1.33E+7

1.064E+7

7.979E+6

5.32E+6

2.661E+6

2378.

V1

L3

C1

Output Set: NASTRAN Case 1

Contour: Plate Top VonMises Stress

Figura 7. Detalhe da região de maior solicitação de tensões (elemento 682)
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       Com a intenção de investigar melhor a região crítica, refinou-se a malha na região de
maior concentração de tensão, conforme pode ser visto na figura 8:
elemento mais crítico : ID = 4257
tensão de Von Mises: 67,0 MPa

Figura 8. Refinamento da malha na região crítica de tensões.

2.3.2 Condição de Carregamento 4

       Para representar o carregamento dinâmico que a estrutura tubular sofre no instante em
que toca o chão, estimou-se um carregamento equivalente à cinco vezes o peso da máscara do
telescópio e dividiu-se o mesmo em todos os nós da flange superior, de modo a representar o
carregamento da forma mais uniforme possível.

nó

N

nós

kgsm
P eequivalent 66,30

288

180)/(81,95 2

=××=

       A figura 9 mostra o carregamento aplicado nos nós da flange superior.

Figura 9. Tubo submetido a condição de carregamento 4.

ID 4257
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       A figura 10 mostra um detalhe das regiões de maior solicitação de tensão como resultado
desta análise. Essas regiões estão localizadas nas extremidades das nervuras, como ocorreu no
acaso do carregamento 1.
elemento mais crítico : ID = 3209
tensão de Von Mises: 31,0 MPa

X

Y

Z

2.412E+7

2.261E+7

2.111E+7

1.96E+7

1.809E+7

1.658E+7

1.508E+7

1.357E+7

1.206E+7

1.056E+7

9.049E+6

7.542E+6

6.035E+6

4.528E+6

3.021E+6

1.514E+6

7066.

V1

L3

C1

Output Set: NASTRAN Case 1

Contour: Plate Top VonMises Stress

Figura 10. Detalhe das regiões de maior solicitação de tensão

2.3.3 Verificação do Modelo Numérico

       Após a etapa de modelamento da estrutura do telescópio, alguns testes foram realizados
para verificar a exatidão do modelo. Estes testes, sugeridos pela NASA (GIRD, 1994), têm o
objetivo de detectar a existência de alguns dos erros mais comuns no modelamento numérico
de estruturas.
1o Teste : Aplica-se uma carga gravitacional unitária na direção de cada um dos três eixos da
estrutura. O modelo deve estar livre de quaisquer outros carregamentos externos. Através de
uma análise estática verifica-se se a resultante das reações de apoio na direção do
carregamento aplicado é igual ao peso da estrutura. Este teste detecta a existência de possíveis
restrições não especificadas.
2o Teste : Uma análise modal é feita no modelo livre-livre da estrutura. As seis primeiras
frequências obtidas devem ser inferiores a 1,0E-2 Hz e o modelo deve ser capaz de
representar os seis modos de corpo rígido da estrutura.
3o Teste : Retirados todos os carregamentos externos do modelo, deixa-se ele apoiado em
apenas um nó. É aplicado um deslocamento unitário nos três graus de liberdade de
deslocamento deste apoio (translação ao longo dos três eixos x, y e z), um de cada vez. Na
análise estática, deve-se constatar que o deslocamento em todos os nós da estrutura é igual ao
dado no nó restrito. Este teste indica se há algum nó preso indevidamente.

3. Conclusões

       Observa-se que no caso 1 a tensão de Von Mises é igual a 43,05 MPa. Quando refina-se a
malha na região mais crítica a tensão de Von Mises aumenta para 67 MPa. O valor admissível
de tensão de tração/compressão do material utilizado é 65,5 MPa, existindo um fator de
segurança embutido neste valor. As tensões solicitantes ultrapassam um pouco a tensão
admissível apenas em pontos localizados, isto é, pontos de concentração de tensões. Como
critério de verificação pode-se admitir que esta situação seja aceitável para poucos ciclos dos
carregamentos estáticos equivalentes analisados.



8

       A resistência dos rebites da estrutura ao cisalhamento também deve ser verificada. Os
rebites das nervuras e das flanges não apresentaram a segurança desejada e foram substituídos
por parafusos.
       Tratando-se de um equipamento de alta precisão e para garantir toda margem de
segurança do projeto, foi decidido reforçar o tubo, conforme ilustra a figura 11, adicionando
tiras de alumínio nas regiões mais críticas, reduzindo assim os picos de tensões, e substituindo
os rebites existentes na estrutura por parafusos. A próxima etapa do trabalho é a verificação da
segurança à fadiga.

Figura 11. Solução de reforço da estrutura tubular
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A análise aqui executada permite, com base nos exemplos aqui apresentados, recomendar
que o dimensionamento das lajes lisas de concreto, com índice de esbeltez usuais, obedeça
aos seguintes critérios:

Para as solicitações dinâmicas associadas aos motores elétricos, é desaconselhável o
dimensionamento das lajes de concreto, para valores do parâmetro de freqüência situados nos
intervalos 1,30 > β > 0,50, devido a ações dinâmicas muito elevadas que ocorrem na região do
10 pico, β=1, dos espectros de resposta, Figuras 6 e 7, e que não estão de acordo com a
realidade da prática de projeto.

Com relação às solicitações dinâmicas associadas ao impacto de objetos, os espectros de
resposta, permitem observar que, a faixa de trabalho mais condizente com a realidade de
projeto está situada nos intervalos β > 1,70, para a placa apoiada, e β > 1,50, para a placa
engastada, evitando, dessa forma, as amplificações excessivas que ocorrem na região do 10

pico, β=1, dos espectros de resposta, Figuras 8 e 9.
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A primeira impressão ao se observarem esses espectros, mostrados nas Figuras 6, 7, 8 e 9,
é a de que eles apresentam um trecho distinto, com efeitos dinâmicos bastante acentuados,
correspondendo a valores do parâmetro de freqüência, β, indicativo de igualdade entre a
freqüência de excitação, ω, associada aos motores elétricos e a queda de objetos, e a
freqüência fundamental, ω0, das placas em estudo; a discussão segue:

Neste caso, a freqüência de excitação, ω, em todos os casos estudados, associados aos
motores e ao impacto de objetos, aproxima-se da 1a freqüência natural das lajes de concreto
protendido, apoiadas e engastadas, β=1. Tal situação encontra-se bem caracterizada nos
espectros de resposta, Figuras 6, 7, 8 e 9.

Destaca-se, também, que o trecho do 10 pico, β=1, é absolutamente preponderante com
relação aos demais trechos dos espectros de deslocamentos e esforços. Pode-se dizer, ainda,
que existem outros picos, sem maior expressão, que ocorrem para freqüências superiores das
placas em questão, correspondentes aos modos de vibração mais elevados, abrangidos
somente pelos gráficos referentes às Figuras 8 e 9, associados à queda de objetos.

Os espectros de resposta, associados à excitação dinâmica proveniente dos motores
elétricos, Figuras 6 e 7, permitem concluir o seguinte:

É totalmente desaconselhável o dimensionamento das placas em estudo, apoiadas e
engastadas, para valores do parâmetro de freqüência situados nos intervalos 1,30 > β > 0,50,
devido a amplificações bastante elevadas que ocorrem na região referente ao 10 pico, β=1, dos
espectros de resposta, Figuras 6 e 7, e que não condizem com a realidade da prática corrente
de projeto.

Com relação ao carregamento dinâmico associado ao impacto de objetos, os espectros de
resposta, Figuras 8 e 9, permitem observar que:

Neste caso, a faixa de trabalho mais condizente com a realidade de projeto está situada
nos intervalos β > 1,70, para a placa apoiada, e β > 1,50, para a placa engastada, evitando,
dessa forma, as amplificações excessivas que ocorrem na região referente ao 10 pico, β=1, dos
espectros de resposta, Figuras 8 e 9.

5. CONCLUSÕES

Este trabalho apresenta uma metodologia de análise para avaliação do comportamento
dinâmico linear em serviço de lajes lisas de concreto protendido, com índices de esbeltez
usuais, submetidas a solicitações dinâmicas correntes, tais como aquelas provenientes de
motores elétricos ou de impacto de objetos, a partir de uma análise numérica extensa, com
base no método dos elementos finitos, utilizando-se para tal o programa ANSYS [1].

De forma geral, em todos os exemplos analisados, em quantidade muito além do que a
apresentada neste trabalho, por limitação de espaço, foi constatada a ocorrência de ações
dinâmicas de intensidade bastante elevada. Dessa forma, conclui-se da necessidade de maior
rigor no dimensionamento de lajes lisas de concreto, considerando-se esses efeitos dinâmicos
ao longo do projeto.
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Figura 7. Espectro de resposta. Motores elétricos. Placa engastada.

Figura 8. Espectro de resposta. Queda de objetos. Placa apoiada.

Figura 9. Espectro de resposta. Queda de objetos. Placa engastada.



Figura 5. Modo fundamental de vibração. Placa engastada.

Com o objetivo de avaliar quantitativa e qualitativamente os resultados obtidos, segundo
a metodologia de análise proposta, são produzidos espectros de resposta. Assim sendo, varia-
se o parâmetro de freqüência, β, definido pela relação ω/ω0, onde ω representa a freqüência
da excitação, referente aos motores elétricos ou impacto de objetos, e ω0 é a 1a freqüência
natural da placa em estudo.

Os espectros de resposta são traçados para a resposta dinâmica das placas, associada aos
deslocamentos translacionais verticais, sob a ação das cargas dinâmicas referentes aos
motores e queda de objetos, em termos do fator de amplificação, FA, definido pela relação
v/vest, na qual v representa o deslocamento obtido na análise dinâmica e vest é o deslocamento
estático, ambos, nos espectros de resposta, associados ao nó central das lajes. As figuras 6, 7,
8 e 9, apresentam os espectros de resposta para as lajes de concreto protendido apoiada e
engastada, respectivamente.
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Figura 6. Espectro de resposta. Motores elétricos. Placa apoiada.



4. EXEMPLOS

São consideradas neste trabalho, por questões de limitação de espaço, as solicitações
dinâmicas referentes aos motores elétricos e ao impacto de objetos sobre a placa, descritos
detalhadamente no item 3. Com a finalidade de simular a situação mais desfavorável, os
carregamentos em questão são aplicados no ponto central da laje, nó central, representando
assim solicitações simétricas.

Escolhe-se como modelo uma laje lisa de concreto protendido com dimensões máximas
de 8,40m x 7,80m e espessura de 0,20m. A placa apresenta um módulo de elasticidade
E=5x107kN/m2, coeficiente de Poisson ν=0,20, e densidade ρ=1,8kN/m3. Os resultados são
obtidos a partir de uma análise numérica extensa, com base no método dos elementos finitos,
mediante a utilização do programa ANSYS [1].

A tabela 1 apresenta os valores correspondentes as freqüências naturais da placa
modelada como simplesmente apoiada e, em seguida, como engastada.

Tabela 1. Freqüências naturais da placa.

Placa Apoiada Placa EngastadaFreqüências
Naturais (rd/s) (Hz) (rd/s) (Hz)

f01 92,51 14,72 170,36 27,11
f02 221,34 35,23 330,37 52,58
f03 242,17 38,54 361,17 57,48
f04 367,93 58,56 508,17 80,88
f05 435,87 69,37 581,49 92,55

As figuras 4 e 5 apresentam os modos fundamentais de vibração referentes às lajes em
estudo, apoiada e engastada.

Figura 4. Modo fundamental de vibração. Placa simplesmente apoiada.



Na equação (1), P0 e ω representam o peso e a freqüência do motor, respectivamente, e t
representa o tempo. A Figura 1 apresenta a função senoidal empregada para simulação do
carregamento dinâmico associado aos motores.

Figura 1. Carregamento de motores elétricos.

3.2 Queda de objetos

A queda de objetos é simulada através de um pulso triangular com um tempo de queda
superior ao tempo de crescimento, seguido de uma função constante com amplitude
equivalente ao peso do objeto. Admite-se um tempo de contato, t1, da ordem de 5x10-2s e uma
amplitude máxima, P0, de 200kN. A figura 2 mostra a função proposta para representação
desta solicitação dinâmica, referente à queda de objetos.

Figura 2. Carregamento referente à queda de objetos.

3.3 Salões de festa e ginástica

A excitação correspondente a salões de festa ou de ginástica é semelhante àquela
correspondente aos motores. Considera-se uma carga, P0, de 2,1kN/m2 e freqüências
correspondentes ao intervalo entre 1Hz e 4Hz. Adota-se para este tipo de carregamento um
comportamento harmônico, essencialmente positivo e com valor inicial nulo. A equação que
reproduz esta característica é mostrada na expressão (3).

)]tcos(1[
2

P
)t(P 0 π+ω+=     (3)

Na equação (3), P0 representa a carga, em kN/m2, ω é a freqüência da excitação e t
representa o tempo. A figura 3 apresenta a função associada a este tipo de carregamento.

Figura 3. Carregamento referente a salões de festa ou de ginástica.
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utilização, principalmente quando as mesmas são submetidas a solicitações dinâmicas como
as descritas anteriormente.

Neste trabalho, é desenvolvido um estudo acerca do comportamento dinâmico linear em
serviço de lajes lisas de concreto protendido, com índices de esbeltez usuais, submetidas a
solicitações dinâmicas correntes, a partir de uma análise numérica extensa, com base no
método dos elementos finitos, utilizando-se para tal o programa ANSYS [1].

São determinados os espectros de resposta para lajes protendidas com diversas condições
de continuidade submetidas a excitações dinâmicas. Finalmente, com base nas conclusões
alcançadas, pretende-se alertar os projetistas para certas distorções que ocorrem em
determinados casos, bem como desenvolver atitudes e recomendações de projeto.

2. ESBELTEZ DAS PLACAS

Existe uma certa concordância entre alguns autores quanto à faixa econômica de
utilização das lajes lisas de concreto protendido. Um fator preponderante nessa definição é o
índice de esbeltez, η, definido pela relação h/L, na qual h é a espessura da placa e L o maior
vão da mesma. A determinação da faixa de variação da esbeltez, η=h/L, dessas placas é
diretamente influenciada pelo comportamento das mesmas frente a excitações dinâmicas
correntes.

Segundo o manual “Recomendações para Cálculo de Lajes em Concreto Protendido”,
publicado pela STUP [2], considera-se que placas com índices de esbeltez superiores a 1/48
para pavimentos correntes e 1/52 para coberturas atendem à necessidade de controle das
vibrações e deformações excessivas nas mesmas. Esses valores encontram-se em consonância
com manual semelhante publicado pela VSL [3], sendo ambos baseados nas recomendações
de [4], que admite h/L=1/48 quando realizada verificação quanto ao nível das vibrações em
serviço na laje. Deve-se ressaltar que a norma brasileira, NBR 7197 [5] é absolutamente
omissa a esse respeito. Diante do exposto, adota-se neste estudo uma variação do índice de
esbeltez, η, no intervalo 1/35 ≤ η ≤ 1/52.

3. SOLICITAÇÕES DINÂMICAS

Com base no trabalho desenvolvido por [6], são propostos modelos para alguns tipos de
carregamentos dinâmicos, de forma a reproduzir suas características preponderantes através
de funções simples e conhecidas. Os modelos empregados neste estudo são descritos na
seqüência.

3.1 Motores elétricos

Adota-se uma função senoidal com freqüências correspondentes a motores elétricos que
trabalham entre 1500rpm (25Hz) e 3500rpm (58Hz), figura 1. Considera-se como modelo um
motor com peso de 1kN. Desta forma, pretende-se cobrir a maior parte dos motores utilizados
para serviços de acabamento e em pequenas oficinas. Buscando-se simular o caso mais
desfavorável, o motor será posicionado no ponto central da laje, obtendo-se, assim, um
carregamento simétrico. A equação que representa este carregamento dinâmico é definida
pela expressão (1).

P(t) = P0 sen(ωt)     (1)



COMPORTAMENTO DINÂMICO DE PLACAS

José Guilherme Santos da Silva
Francisco José da Cunha Pires Soeiro
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, UERJ, Faculdade de Engenharia, FEN,
Departamento de Engenharia Mecânica, MECAN, Rua São Francisco Xavier, N0 524, Sala
5016, Bloco A, 50 Andar, CEP 20550-013, E-Mail: jgss@uerj.br/soeiro@uerj.br

Resumo

As placas em função de suas características geométricas exigem um cuidado maior do
engenheiro projetista no que tange ao seu dimensionamento. A esbeltez dessas placas pode,
em determinados casos, comprometer a segurança e prejudicar a sua utilização,
principalmente quando as mesmas são submetidas a solicitações dinâmicas. Assim sendo,
solicitações como as geradas por vibrações de motores e impacto de objetos ganham
importância singular na análise do comportamento deste tipo de estrutura. Neste trabalho,
procede-se à análise dinâmica de placas, com índices de esbeltez usuais, submetidas a
solicitações dinâmicas correntes a partir de uma análise numérica extensa, com base no
método dos elementos finitos, utilizando-se para tal o programa ANSYS. São determinados os
espectros de resposta para placas, com diversas condições de continuidade, submetidas aos
carregamentos dinâmicos descritos anteriormente. Pretende-se, ainda, com base nas
conclusões alcançadas, alertar os projetistas para certas distorções que ocorrem em
determinados casos, bem como desenvolver atitudes e recomendações de projeto.

Palavras Chave: Análise Dinâmica, Placas, Solicitações Dinâmicas, Espectros de Resposta.

1. INTRODUÇÃO

As placas de concreto protendido têm sido muito utilizadas pelos projetistas estruturais
como uma solução economicamente bastante interessante à demanda por maiores vãos livres
e menores tempos de execução. Tal aceitação está respaldada em um conjunto de vantagens
técnicas e econômicas da solução em concreto protendido, dentre as quais pode-se citar a
esbeltez elevada e a ausência de fissuras quando em regime de serviço.

Como decorrência das características citadas no parágrafo anterior, as lajes em concreto
protendido apresentam baixos valores de freqüências naturais e amortecimentos, sendo,
portanto, sensíveis às excitações dinâmicas inerentes à sua utilização.

Assim sendo, solicitações como as geradas por academias de ginástica, salões de festa,
pequenas oficinas, vibrações de motores, impacto de objetos e até mesmo o caminhar de
pessoas, ganham importância singular na análise do comportamento deste tipo de estrutura.

As placas protendidas, em função de suas características geométricas, exigem um cuidado
maior do engenheiro projetista no que tange ao seu dimensionamento. A esbeltez desse tipo
de  estrutura  pode,  em  determinados  casos,  comprometer  a  segurança  e  prejudicar  a  sua
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�-	''� ��	 	3��'�)

	�c| � 	2c| � 	| � ;><

�-	 �	'����� � � ��	� 0�� � .�2	� !��	���' �� �	���,	� ,/ ��� �	���'	 ���.��!+ ��$
-�2��. �-�� ���.��! ��� 4��1��. �-	 2�'�	 	 �� �� �����,'	 �� �	�	�!��	 �-	 2�'�	 �0 �+

�-	 �/��	! 0��!	� ,/ �3�+ ;=<$ ;�<$ ;F< ��� ;>< �� '��	� ,/ �-	 ���	��������� �	'������
�0 	�- �-	'' !��	���'$ ��� ��� ���	� ��'����� �� 2	�/ 	��/$ ��� �� ,	 ��!�'��-	� ,/
����. ��!�'	 ��!	���' �'�'����� ���	��$ �� 1�'' ,	 ������	� �-	 �� �	6� �	����+



3( �����*�	����	 � 
�� �������� ���4�

�� �-�� ��	�$ �-	 !��� �,@	��2	 �� �-	 �	�	�!������� �0 �-	 ���.��! �	'����. �-	 .��
��	����	 �} 1��- �-	 �����' 	'��.����� �� �0 �-	 -�!,	�+

7�� �-�� ������	$ �-	 .	�!	����' ����!	�	�� �0 �-	 �-	''� ;�$ ��$ �2<$ �-	 �2	��.	
�	!�	�����	� �0 �-	 �-	''� ;��$ �2<$ �-	 �-	�!��!	-����' ����	���	� �0 �-	 �-	'' !��	���'�
;��$ �2 ��� �-	�� ���	��������� ��2	�< ���	�������. �� �-	�� �2	��.	 �	!�	�����	�$ ���
�-	 �	0	�	�	 �	!�	�����	 �J ��	 .�2	�+


�����. �� �-	 ��	�	�� !	�-��$ 0�� �	8������ �0 	�- ����� �0 �-	 �'�'����� ���.��!
�� �		����/ �� ,	 �	� 2�'�	� �0 �-	 �����' 	'��.����� ��+ �-	� �-	 ���	�������. ����'
������ 	|$ �-	 !	-����' ������� 	� ��� 	2$ �-	 -��� ���	��	� �� ��� �2$ ��� 8��''/ �-	
���	���' ��	����	 �} �-�� �����8	� �� �-	 	3������ �0 	3��'�,���!$ �3+ ;=<$ ��	 �'�'��	�+

�-	 �'�'����� 1�'' ,	 ����	� ��� �� �-	 0�''�1��. �	3�	�	)

�+ �	� �-	 2�'�	 �0 �����' 	'��.����� ��B

�+ ��'�'��	 �-	 ����' -��� ������ 	|)

	| �
��

�
�

=+ ��'�'��	 �-	 !	-����' -��� ������� 	� ��� 	2 ����. �3�+ ;�< ��� ;F<)

	� � 	| � ����� � 	2 � 	| � �2��2 �

�+ 7��� �-	 ���	��	� �� ��� �2 ����. �-	 ���	��������� ��2	�)

�� � ���	�� � �2 � �2�	2� �

F+ ��'�'��	 �-	 .�� ��	����	 2�'�	 �} 0��! �3+ ;=<)

�} �
���� � �2�2

�
�

9	�	����. �-�� ���	���	 �� 	���.- ��!,	� �0 ��!	�$ ��	 �� �,���� � �	��	� �0 2�'�	�
�}$ ���	�������. �� �-	 ��	���,	� 2�'�	� �0 ��$ 1-�- �''�1� �� ������� �-	 ������
�����	 ���.��! 1-	�	 �} �� ��� �'��. �-	 �6�� �0 �������	� ��� �� �� 	| �'��. �-	 �6�� �0
�,������+ �-�� ���.��! 1�'' ,	 ��	� 0�� �-	 �	�	�!������� �0 '�!����. ��	����	 �}c� ���
���	�������. ��0	�/ 0���� 
$ 1-�- ��	 �-	 ��,@	� �0 �-	 �	6� �	����+

5( ��*���	
 �������� �	� ����� �����


0�	� �-	 ��'����� �0 �-	 ��	�������' ���	�� �	���,	� �,�2	$ 1�'' �	��'� �-	 �'��
'��	� ���.��! �0 �-	 �	'����� �} � �}����$ 1-��	 � �/���' �	��	�	������� �� .�2	� �� 7�.+
�$ 1-	�	 �-	 ������ �$ � ���  ��	 ������ �� 1-�- �-	 ��2	 ��	�	��� �-	 .�	��	�� '��'
��2����	�+

E� �-�� ��2	 ��	 !��� 8�� �-	 ������ �0 1��4��. ��	����	 �S ��� �0 '�!����. ��	����	
�}c�$ ��� �	�	�!��	 �-	 ��0	�/ 0���� ,/ �-	 '��� ���/��. �����/ �0 �-	 �-	''�+

�-	 �����  �� ��2	 �} � �}���� �0 7�.+ ���$ 1-	�	 �-	 �����.-� '��	 ���1� 0��!
�-	 ���.�� �0 ��������	� �� ���.	�� �� �-	 ��2	$ !��� ,	 �����	� ���+ �� �	�	�!��	�
�-	 ,	.�����. �0 �-	 '��.	� �-	'' �	0��!������$ 1-�- ��	 ���.	���� 1��- �	��	� �� �-	



7�.��	 �) �/���' .�� ��	����	 ��2	 ��� '�!����. ��	����	 �	�	�!�������) ;�< 8��� !	�-��B
;,< �	��� !	�-��+

-��.	 �� .	�!	����' ��!	������ �0 �-	 �-	''$ �� 1	'' �� �� ��� ���	�.�-+ �-	 ��	����	
���	�������. �� �����  1�'' ,	 �-	 �� �''	� '�!�� ��	����	 �}c�+


'�	�����2	'/$ �-	 '�!����. ����� �� ,	 �	�	�!��	� ,��	� �� 2�'�	 �0 �-	 ��.'	 �0
��'������� �0 �-	 ���.	�� �� �-	 ��2	 �} � �}����+ �0 �-�� ��.'	 �� �!�''$ �-	 �	0��!������
���	 3��4'/$ ����!��. ����!����,'	 2�'�	�+ 
�����. �� 7	�����	2 ;��>=<$ �-	 '�!����.
����� �� �-�� ��	 1-	�	 �-	 ���.	�� �0 �-	 ��.'	 �0 ��'������� �0 �-	 '��	 ���.	�� �� �-	
��2	 �� 	3��' �� � -�'0 0��! ��� .�	��	�� 2�'�	 �� �-	 �	.!	�� � ;�		 7�.+ ��,<+

�-	 2�'�	� .�2	� ,/ �-	�	 �1� !	�-��� �� ��D	� �'�.-�'/$ ,�� �-	 8��� !	�-�� ��
��!�'	� ��� 	���	� �� �������	 �� � �!���	� ���.��!+

�-	 ��0	�/ 0���� ,/ �-	 '��� ���/��. �����/ �0 �-	''� �� �-	 ����� �0 �-	 '�!�� .��
��	����	 �}c� �� �-	 1��4��. ��	����	 �S)


 �
�}c�

�S
�

G���''/ �� �����	� � 2�'�	 �0 ��0	�/ 0���� �� '��� ���/��. �����/ 1��-�� �-	 ���.	

 � ��� � � � ��	 + �� ��	 �0 �������0����/ ���	�.�-$ �� �� �		����/ �� -��.	 �-	 �-�4�	��
�� �-	 !��	���' �0 �-	 ���	� �-	''+

6( ������������	 ���4��

�� ���	� �� �������	 �-	 �	'����� � � ��	� �� �-	 �'�'����� 0��!�'��$ �����6�!����.
���'/�� �	��	�	�������� �0 ���	��������� ���.��!$ �� �	���,	� ,	'�1$ 1�'' ,	 ��	�+

�� �� ������	� �-�� �-	 !��	���' ��	�	��� �� 	'������'���� ,	-�2���$ �+	+$ �� �� � !��	���'
�� 1-�- ,��- 	'���� ��� �'���� ������� ��	 ��	�	��B �������-���	���. !�/ �� !�/ ��� ,	
����!	� �	.'�.�,'	+ %	���	�$ ��!	 !��	'� �� ��	�	�� ���.��! 1��- �� ��	� �0 /�	'���.+

������ �,����� +������� #��0 ��.��� 0��%�.�.7

� �

+
� 	 0�� 	 � 	+
�+ �� �	� 	+� 0�� 	 � 	+

�

1-	�	 � ��� � ��	 �-	 ��.�'�� �	C�	��� �0 �-	 �����.-� �	.!	��� ;�� .	�	��'$ � ��
���-	� '	��	� �-�� �$ �-	 !���'�� �0 	'������/<B �+ ��� 	+ ��	 �-	 /�	'���. '�!�� ��� ���
���	�������. ������+ �-	 �	C�	�� � �� ,	 	���!��	� ,/)

� �
�� � �+

�
� � � 	� � 	+ �



1-	�	 �+ ����''/ �� �-	 !��	���' /�	'���. '�!�� �f�2B �� �� �-	 !��	���' ���	�.�-B 	+ ��� 	�
��	 �-	 ���	�������. �������B ��� � �� �-	 �	�����' ������ �� ������	+

������ �,����� +������� #��0 .$.��.��� 0��%�.�.7

� �

+
� 	 0�� 	 � 	+
�� K

Sn0
0�� 	 � 	+

�

1-	�	 �$ � ��� � ��	 ����!	�	�� �,����	� ,/ ��2	 8����. ���	�� �0 	6�	��!	���' ����+

������ �,����� .$.��.��� +�������

� � �	6 �

1-	�	 � ��� � ��	 �������� -��	� �� ��- 1�/ �� .	� � .��� �	��	�	������� �0 	6�	���
!	���' ����+

��.��� ������ �,����� #��0 .$.��.����0��%�.�.7 +�������

� �

+
� 	 0�� 	 � 	+
�	6 0�� 	 � 	+

�

1-	�	 � �� �-	 !���'�� �0 	'������/ �� �-	 	'���� ����B 	+ �� �-	 /�	'���. ������B � ���
� ��	 �������� 0�� �-	 ���'��	�� ���� �0 �-	 ��2	+

������ �,����� .$.��.��� +������� #��0 ����$.�� ������$.�0�,

� �
�� � 	

� � � 	� � 	2
�

1-	�	 �$ �$ � ��� � ��	 �������� �,����	� �0 � �������' 0������ 8����. �0 	6�	��!	���'
����+

H��	 �-�� ��-	� ��	�'�&������ �� ,	 !��	 ��� ���������	� �� �-	 ���'/���$ ,�� �-	�	
!��	'� ��	 �-��	 �0 !��� ������' ��	$ 0��! �-	 ���������� �0 !��-	!����' ��!�'���/$
0�� �-	 ��	�	�� ���4+ 7���''/$ �� �-��'� ��4	 ���� �����	������ �-�� !��� �0 ��		'� -�2	
���	��������� ���.��!� �-�� �� ,	 �	��	�	��	� ,/ �1� ��2	 �	.!	���+

8( ���
��* �� ����������	 � ���� ������	
 ��������

�-	 �'�'����� �0 �-	 '��� ���/��. �����/ �0 �-	 -�!,	� ,	.��� �0�	� ��'�����
�0 �-	 �	��.� ��� �'�'����� �0 �-	 ��'��. �/��	!$ 0��! 1-	�	 �'' �	� �0 �-	 ������' ����
��	� �� �-	 �'�'����� ��	 4��1�+


 �!���	� ���.��! 0�� 	���!��	 �-	 '��� ���/��. �����/ �0 /'������' ���� �0
� �!,������ -�!,	�$ 1��-��� ��4��. ���� ����� �-	 �6��' 0��	�$ 1�� �	2	'��	� ��
;E'�2	���$ ����<$ ,��	� �� �-	 �,�2	 �	���,	� !	�-��+ �� 1�� �''	� �������$ ���
�� ,	 ��	� 0�� �	�'�&	 �1� ��D	�	�� ���4�)

�+ 4���- ���$. �.��"���+ I��- �-	 �-�4�	�� �0 �-	 1�''� ��� �-	 1��4��. ���	���'
��	����	$ �-	 ��0	�/ 0���� 0�� '��� ���/��. �����/ �� ,	 �'�'��	�+



�+ ����7. �.��"���+ G���. �-	 ��	���,	� ��0	�/ 0���� ��� �-	 1��4��. ���	���'
��	����	$ ��	 !��� �'�'��	 �-	 �-�4�	�� �0 �-	 ���	� �-	''+ ;H��	 �-�� �-	 �-�4�	��
�0 ���	� �-	'' �	��'�� 0��! ��� �-	�!�' �����,�'���	�$ ,	��. �	�	�!��	� ,/ -	�� 5�1
��� �	!�	�����	 �'�'������ �� �-	 ��'��. �/��	! �	��.�+<

A	�������� �0 �-	 �!���	� ���.��!$ ����������� �� ��	�������� �0 �-	 ������' ����$
������. ��	������ ��� ���	����. �0 �'�'����� �	��'�� ��	 .�2	� �� �-	 0�''�1��.+

�-	 :�����9 ���.��! 1�� �	2	'��	� �� #���' '��.��.	+ ��� ��	 ��� �	���'	�
�	�������� ��	 ��	�	��	� �� ;E'�2	���$ ����<+ �� ������� �0 � +��. +$%2��$ 1-�-
��������	� �-	 ��0��!����� 5�6 ��� �-	 �'�'����� �	3�	�	$ ��� �-�		 ,���� !���'	�
0�� ��	�8 ���4�)

�+ ���%������.������ *$%2��+ �-�� ���	���	 �	��� �-	 ����� ����$ ��	���	�
���������' ����!	�	��$ ��� ��2	� �-	�	 ��0��!����� �� ��	�8	� 8'	 �0 �	��'��+

�+ �$���� *$%2��+ �-�� ���	���	 �'�'��	� �-	 .�� ��	����	 ���	�������. �� 	'���
.������ �� �-	 ��	���,	� ���.	$ 0�� � .�2	� 2�'�	 �0 �-	 ���	� �-	'' �-�4�	��+ �� ��
� ������' �!�'	!	������� �0 �-	 �!���������' ���	���	 .�2	� �� �	���� =+

=+ �$����$ ���$� *$%2��+ �-�� ���	���	 ��	� �-	 �'�'����� �0 �-	 '�!�� ��	����	
��� �-	 ��0	�/ 0���� 0�� .�2	� ���	� �-	'' �-�4�	��$ �� ������	 1��- �-	 !	�-���
������	� �� �	���� �+

�-	 ���� �0 �-	�!��!	-����' ����	���	� �0 �����������' !��	���'� �0 ���	� ���
���	� �-	''�$ �2	��.	 2�'�	� �0 �-	�� �	!�	�����	�$ �2	��.	 ������ �0 �-	 -�!,	� � ���
�-�4�	�� �0 �-	 ���	� �-	'' ��$ �'' �� �-	 �'�'����� �	���� �0 �-	 -�!,	�$ ��������	�
�-	 ������' ����+

I��-�� �-	 '�!��� �0 ��	 �'�'�����$ �-	 2����,'	 ����!	�	�� �0 �-	 -�!,	� ��	 ���	�
�-	'' �-�4�	�� �2$ ����' ���!0	�	����' ������ �0 �-	''� 	|$ ��� �-	 .�� ��	����	 �}+

�-	 ���.	 0�� -��.	 �0 �-�4�	�� �2 ��� �'�� �-	 ���	!	���' ��	� ��2 �	��'�� 0��!
	�.��		���. �	��	 �0 �-	 ���'/��+

�� ���	� �� .	� ����������	 �	�������� �0 ��2	 �} � �}����$ �-	 '�!��� ��� ��	�� �0
-��.	 �0 �-	 �����' 	'��.����� !��� ,	 �	'	�	� �� ��- 1�/ �-�� ��	 �'�'��	� 2�'�	� �0
�} �� �� '	��� 	�.-� ������+


'' �-	 ������' ���� !��� ,	 ����� �� �� �����$ ��� ��� ��	�������� !��� �����	� �-	
0�''�1��.)

�+ �-	�!��!	-����' ,	-�2��� �0 !��	���'� �0 �-	''� �� ��4	� 0��! ��	��' �	-���'
'��	�����	 ���$ �� ��	 �0 '�4 �0 ���� 0�� �-	 1��4��. �	!�	�����	� �0 �-	''�$ �-	
!	�-�� �0 '��	�� ���	���'����� �� ,	 ��	�+ 
�/1�/$ �-	 ���.��!� �0 !��	���'� ��	�
0�� �-	 �	�������� �0 �-	 �	'������ � � ��	� !��� ,	 .�2	� �� 0��! �0 ���'/���'
�����6�!������$ �� 1�'' ,	 �	���'	� '��	�+

�+ �-	'' ������ � �� �	�	�!��	� �����. �-	 �'�'����� �0 ,���� ��!	������ �0 -�!,	�$
��� �	��	�	��� �-	 �2	��.	 ������ �0 �-	 /'������' -�!,	�+

=+ �-	 �-�4�	�� �0 ���	� �-	'' �� �� �	�	�!��	� �����. �-	 �	��.� �0 �-	 -�!,	�
��'��. �/��	!$ 0��! �-	 �������� �0 ��	3���	 ��'��.+

�+ ������' ��� 8��' �-�4�	��	� �0 ���	� �-	'' �� ,	 ���.-'/ �	�	�!��	� �� 0�''�1�)
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Resumo 
O processo de fraturamento em materiais quasi-frágeis com efeito de amolecimento do 
material e localização de deformações pode ser representado por meio do modelo de fissura 
coesiva. Neste trabalho foi implementado o sistema computacional QUEBRA2D-FEMOOP, 
que simula processos de fraturamento bidimensional de fissuras coesivas usando elementos 
finitos de interface de linha quadráticos com amolecimento linear e bi-linear. O modelo 
considera duas pontas de fissura, a real e a fictícia, entre as quais encontram-se os elementos 
de interface. O QUEBRA2D é um programa para modelamento de problemas bidimensionais 
de fraturamento, é responsável pela interface gráfica, entrada e saída de dados, geração de 
malhas adaptativas de elementos finitos e gerenciamento dos processos de mecânica da 
fratura. O FEMOOP (“Finite Element Method Object-Oriented Program”) é o programa 
utilizado para resolver o problema de elementos finitos. Serão apresentados exemplos de 
fraturamento coesivo, utilizando os dois modelos constitutivos de amolecimento linear e bi-
linear, comparando os resultados numéricos com os experimentais, para ilustrar a utilização 
desta ferramenta computacional. 
Palavras-Chave : fraturamento coesivo, elemento finito de interface, amolecimento linear e 
bi-linear. 
 

1 INTRODUÇÃO 

       O sistema QUEBRA2D-FEMOOP constitui uma ferramenta computacional capaz de 
simular fraturamento bidimensional com interface gráfica moderna. O QUEBRA2D-
FEMOOP (“Finite Element Method – Object Oriented Programming”) [Martha-1996] possui 
as rotinas computacionais necessárias para viabilizar a modelagem do fraturamento coesivo 
bidimensional. O funcionamento integrado do sistema QUEBRA2D-FEMOOP pode ser 
representado segundo o fluxograma da figura 1: 

Figura 1. Fluxograma geral da integração QUEBRA2D-FEMOOP. 



       O QUEBRA2D possui interface gráfica bastante moderna e amigável, além de possuir  
recursos de geração automática e adaptativa de malhas. O gerenciamento de entrada e saída 
de dados, assim como o controle do processo de fraturamento, é feito pelo programa 
QUEBRA2D. O programa FEMOOP é desenvolvido em linguagem C++, utilizando os 
conceitos de programação orientada a objetos.  

2 PROBLEMA COESIVO  

       O processo de fraturamento em materiais quasi-frágeis é caracterizado pela contribuição 
de resistência devida ao entrelaçamento de agregados, ligações por fibras, microfissuração e 
outros fenômenos inelásticos. A representação desses fenômenos inelásticos localizados pode 
ser feita satisfatoriamente por meio de modelos coesivos, os quais descrevem a região 
danificada próxima à ponta de fissura. Estes modelos propõem a representação dos 
fenômenos não-lineares considerando perda de resistência do material a medida que os 
deslocamentos das faces da fissura aumentam, caracterizando o efeito de amolecimento 
(“strain-softening”). Na figura 2, a região coesiva corresponde ao comprimento ad da fissura 
(região na qual ocorre transmissão de esforços entre as faces da fissura) e a região de 
comprimento ao, à parte da fissura sem nenhuma transmissão de esforços. 

Figura 2. Zona de processo na ponta de fissura 

       A distribuição de tensão no modelo de fraturamento coesivo permite que o material atinja 
a tensão última de tração, e a partir deste ponto a tensão diminui progressivamente até o ponto 
que apresenta a condição de abertura crítica (wc), a partir do qual não há transferência de 
esforços entre as faces da fissura (figura 3). A curva que caracteriza a distribuição da tensão 
depende da relação constitutiva do amolecimento do material (curva de “softening”).  

 
Figura 3. Distribuição de tensão no modelo coesivo 

       O modelo de fissura fictícia (“Fictious Crack Model”) foi desenvolvido por Hillerborg 
[Hillerborg-1976] no final dos anos setenta. A partir de ensaios de tração uniaxial em corpos 



de prova de concreto, foi possível observar que, após a carga máxima, a fissura inicial surgia 
numa região estreita de deformação localizada.  

3 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA COESIVO 

       Neste trabalho, foram utilizados elementos finitos de interface para representar o efeito 
das forças de coesão que atuam nas faces das fissura fictícia. Aplicando os conceitos do 
método dos elementos finitos (FEM), subdivide-se o domínio em diversos sub-domínios, 
permitindo que se escreva o vetor de deslocamentos como o produto de funções de forma e 
deslocamentos nodais. Pode-se escrever os problema coesivo na forma de elementos finitos: 

}{}{}]{[ RPuK += λ

adasdesbalance forças de vetor   }R{            

externas forças de vetor    }P{                carga de parâmetro                    

  tosdeslocamen de vetor    }u{                    rigidez dematrix     ]K[   :onde

=
==λ
==

���

       O vetor de forças desbalanceadas está presente devido a contribuição do efeito dos 
elementos de interface, cuja configuração de equilíbrio é obtida através da condição de tensão 
última na ponta de fissura fictícia. 

3.1 Elemento de Interface 

       Para representar o efeito coesivo ao longo da fissura, foi utilizado neste trabalho o 
elemento de interface paramétrico de 6 nós com dois pontos de integração de Gauss 
[Schellekens-1990]. 

            r
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1       PIG1      2         PIG2     3

6                       5                      4

Pontos de Integração de Gauss 
Figura 4. Elemento Finito de Interface de Linha INTERFACE6 

       A matriz de propriedades do material [Bueno-1999] é definida como: 

         
Ko0

0Ks
  D 







=

com :   KS = σr/∆ur    e    KO = σs/∆us  

(sendo r e s os eixos naturais da formulação paramétrica).

(2) 

3.2 Modelo Constitutivo de Amolecimento Linear 

       O modelo constitutivo adotado para representar o efeito de coesivo por meio de 
elementos de interface é feito através de uma lei de amolecimento linear [Bueno-1999]. 
Baseando-se em estudos feitos por Carpinteri, Bocca e Valente [Carpinteri-1989], desprezou-
se os efeitos coesivos tangenciais (KS = σr/∆ur = 0) e simplificou-se  a curva de resistência 
considerando que o material desde o início da solicitação já começa a perder resistência, 
conforme a figura 5a. 
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Figura 5. a Amolecimento linear Figura 5.b Amolecimento Bi-linear 



3.3 Modelo Constitutivo de Amolecimento Bi-Linear 
       O modelo constitutivo de amolecimento bi-linear [Bueno-1999] é caracterizado pela 
curva de resistência constituída por duas retas, desprezando a contribuição resistência de 
coesão dos efeitos tangenciais. Também foi considerado que o material desde o início da 
solicitação já começa a perder resistência, conforme mostra a figura 5b. 

3.4 Representação da fissura coesiva 

       A fissura coesiva é representada no sistema QUEBRA2D-FEMOOP através de elementos 
de interface com modelo constitutivo de amolecimento linear. O controle da condição de 
equilíbrio do modelo é feito por meio da verificação da tensão principal de tração no 
elemento de ponta de fissura. A figura 6 ilustra como uma fissura coesiva é modelada no 
QUEBRA2D-FEMOOP, utilizando elementos de interface e elementos planos triangulares de 
6 nós e e 3 pontos de integração de Gauss. A fissura coesiva não apresenta singularidade de 
tensão, portanto os elementos que formam a roseta de ponta de fissura têm seus nós 
intermediários não deslocados, no meio do lado do elemento, por isso a roseta de ponta de 
fissura coesiva é chamada de “roseta mid-point”[Bueno-1999]. 
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Figura 6. Fissura fictícia com elementos de interface e ponta de fissura com roseta         

“mid-point”. 

4 SOLUÇÃO E CONDIÇÃO DE PROPAGAÇÃO 

       Para resolver o sistema de equações do problema coesivo da Eq. (1), com n equações 
lineares e n+1 incógnitas ( n deslocamentos e o fator de carga λ ), utiliza-se a restrição de que 
a tensão principal no elemento de ponta de fissura deve ser igual a tensão última do material. 
O sistema de equações resultante é não-linear, e optou-se por resolve-lo através da associação 
do método de Comprimento de Arco de Cilindro com o Método da Relaxação. A condição de 
propagação da ponta de fissura fictícia é a tensão principal máxima se igualar à tensão última 
do material, a direção da propagação é perpendicular à da tensão principal máxima na ponta 
da fissura fictícia. A ponta de fissura real localiza-se no ponto onde a abertura da fissura se 
iguala à abertura crítica de fissura (wc), seguindo a trajetória traçada pela ponta de fissura 
fictícia [Bueno-1999]. 

5 EXEMPLOS NUMÉRICOS 

5.1 Amolecimento Linear 

Foi modelada uma viga sujeita à flexão por 3 pontos (TPB -“Three Point Bending”), 
contendo uma fissura inicial como mostrado na figura 7. O objetivo deste exemplo é mostrar 
a semelhança entre os resultados numéricos fornecidos pelo sistema QUEBRA2D-FEMOOP 
e resultados experimentais obtidos da literatura por Bocca[Bocca-1991]. 



Para modelar este problema no sistema QUEBRA2D-FEMOOP [Bueno-1999] foram 
utilizados elementos triangulares de 6 nós e 3 pontos de integração de Gauss (T6 e elementos 
de roseta mid-point -T6R) e elementos de interface de 6 nós e dois pontos de integração de 
Gauss (INTERFACE), em estado plano de tensão. Considerou-se a existência de uma fissura 
inicial sem elementos de interface para representar o chanfro feito na viga do ensaio. 
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Figura 7. Geometria da viga. 
       As propriedades do material, com amolecimento linear, constam na tabela 1: 

Tabela 1. Propriedades do material – Amolecimento Linear 
E = 4,9 GPa GF = 52,1×10-3N/mm wc = 10,42µm 
ν = 0,15 GFvigaC1 = 59,5×10-3N/mm wcvigaC1 = 11,90µm 
σu = 10 MPa GFvigaC2 = 50,2 ×10-3N/mm wcvigaC2 = 10,04µm 
   GFvigaC3 = 49,6×10-3N/mm wcvigaC3 = 9,92 µm 
       Na figura 8 ilustra-se a simulação numérica feita no sistema QUEBRA2D-FEMOOP 
através de uma das malhas utilizadas na modelagem do problema deste exemplo, da 
configuração deformada (exagerada). 

 
Figura 8. Tela do QUEBRA2D - Viga com chanfro inicial de 19mm. 

       Foram analisados três modelos de vigas (3PB-“Three Point-Bending”) com as mesmas 
dimensões, mas com chanfro inicial (fissuras iniciais) de três tamanhos diferentes: ao = 4mm 
(viga C1), ao = 11mm (viga C2) e ao = 19mm (viga C3). Os resultados fornecidos pelo 
sistema QUEBRA2D-FEMOOP foram comparados com resultados experimentais e 
numéricos obtidos da literatura [Bocca-1991]. Na viga ensaiada a abertura do chanfro 
(CMOD) antes do carregamento é de 1,0 mm, esta abertura não foi considerada no modelo 
numérico. 



5.1.1 Resultados 

       Nas figuras 9, 10 e 11 são mostrados os resultados para as vigas analisadas, considerando 
a carga e a flecha do ponto de aplicação de carga. Para cada uma das três vigas modeladas são 
apresentadas duas curvas de resultados, uma referente a análise que utilizou um valor de 
energia de fraturamento média do material, igual para todas as vigas (GF =52, 1 × 10-3 
N/mm), e a outra análise utilizando a energia de fraturamento obtida para cada viga nos 
ensaios experimentais (GF- Viga C1 = 59,50 × 10-3 N/mm, GF- Viga C2 = 50,20 × 10-3 N/mm e GF- 

Viga C3 = 46,70 × 10-3 N/mm). São apresentados também os resultados experimentais e 
numéricos obtidos por Bocca [Bocca-1991]. 

Deslocamento do ponto de aplicação de carga x Carga 
Viga C1 - Fissura Inicial de Comprimento = 4mm  
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Figura 9. Curva deslocamento do ponto de aplicação de carga (flecha) × carga – Viga C1. 
       Observando os gráficos das figuras 9, 10 e 11 nota-se que os resultados obtidos através 
da análise que utiliza os valores de energia de fraturamento obtidos através do ensaio de cada 
viga aproximam-se mais dos resultados experimentais do que aqueles em que se utilizou um 
valor médio de energia de fraturamento do material, para as vigas C1e C2, embora os 
resultados sejam bastante semelhantes entre si. 

Deslocamento do ponto de aplicação de carga x Carga 
 Viga C2 - Fissura Inicial de Comprimento = 11mm   
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Figura 10. Curva deslocamento do ponto de aplicação de carga (flecha) × carga – Viga C2. 



Deslocamento do ponto de aplicação de carga x Carga 
Viga C3 - Fissura Inicial de Comprimento = 19mm     

 Resultados  QUEBRA2D-FEMOOP e [BOCCA-1989]

0

50

100

150

200

250

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Deslocamento do ponto de aplicação da carga (mm)

C
ar

ga
(N

)

 Resultados
Numéricos do
QUEBRA2D-
FEMOOP(Gf médio)-
Viga C3
Resultados
Numéricos[BOCCA-
1989]-Viga C3

Resultados
Experimentais
[BOCCA-1989]-Viga
C3

Resultados Numéricos
do QUEBRA2D-
FEMOOP(Gf da viga)-
Viga C3

Figura 11. Curva deslocamento do ponto de aplicação de carga (flecha) × carga – Viga C3. 

Resultados  Numéricos QUEBRA2D-FEMOOP
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Figura 12. Comparação das curvas de equilíbrio das vigas C1, C2 e C3. 
       É possível observar na figura 12 que o efeito coesivo se mostra atuante quando o 
comprimento de fissura fictícia é maior, aumentando o comportamento dúctil. Isto ocorre na 
viga C3, decrescendo na viga C2, e sendo a viga C1 a mais frágil das três, que se traduz 
através do efeito acentuado de “snap-back” na sua curva de equilíbrio. A maior diferença 
entre resultados ocorreu na viga C1. Isto porque, sendo a viga C1 a mais frágil das três 
analisadas, há maior concentração de tensão na região da fissura, pequeno comprimento de 
fissura fictícia e por isso grande variação de tensão na região coesiva, além de uma maior 
variação de tensão dentro do elemento de ponta de fissura onde se faz o controle de tensão. 
Comparando-se as curvas de resultado obtidas pelo sistema QUEBRA2D-FEMOOP, 
demostram que o programa fornece resultados satisfatórios, em comparação com resultados 
experimentais. 



5.2 Amolecimento Bi-Linear 

       Neste exemplo também foi analisada uma de viga sujeita à flexão por três pontos TPB 
(“Three Point Bending”) (figura 10) com fissura alinhada à carga no vão central é 
tipicamente um modelo de fraturamento no Modo I. Neste modelo considerou-se o modelo 
constitutivo de amolecimento bi-linear e estado plano de tensão. Esta viga foi analisada 
experimentalmente por Jamet et al. [Jamet-1995]. 
       A modelagem no sistema QUEBRA2D-FEMOOP também foi feita utilizando elementos 
triangulares de 6 nós e 3 pontos de integração de Gauss (T6 e elementos de roseta mid-point -
T6R) e elementos de interface de 6 nós e dois pontos de integração de Gauss (INTERFACE). 
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Figura 13. Geometria da viga. 

Tabela 2. Propriedades dos materiais – Amolecimento Bi-linear 
E = 30,7 Gpa ν = 0,15 
Material 1: Material 2: 

GF = 60,0×10-3N/mm    GF = 60,0×10-3N/mm    

σu = 4,0 MPa wc = 77,33 µm σu = 4,0 Mpa wc = 46,67 µm  

σ1 = 0,6 MPa w1 = 16,0 µm σ1 = 0,6 Mpa w1 = 20,0 µm 

       Foram feitas análises da viga com mesma geometria, mas com duas leis de amolecimento 
linear diferentes (material 1 e 2 da tabela 2). As duas leis de amolecimento consideradas têm 
a mesma energia de fraturamento e a mesma tensão última de tração, mas consideram-se dois 
diferentes limites de abertura da fissura para mudança da lei de amolecimento (w1Viga 1  ≠ 
w1Viga 2), conseqüentemente, tem-se wcViga 1  ≠ wcViga 2. Na referência [Jamet-1995], a abertura 
do chanfro (CMOD) anterior ao carregamento é de 3,0 mm. Esta abertura foi desconsiderada 
na modelagem numérica. 

5.2.1 Resultados 

       Os resultados obtidos das duas vigas modeladas foram comparadas com resultados 
experimentais obtidos da literatura [Jamet-1995] e [Álvarez-1997]. Na figura 14 consta curva 
do deslocamento vertical do ponto de aplicação de carga (flecha) × carga máxima das vigas 
modeladas, mostrando que os resultados do sistema QUEBRA2D-FEMOOP estão próximos 
dos experimentais. 
       Baseando-se nos resultados numéricos obtidos, é possível observar que a curva de 
amolecimento bi-linear do material 1 se mostrou mais adequada ao comportamento da 
interface do material ensaiado, pois o material 1 apresentou resultados mais semelhantes aos 
experimentais do que o material 2. Mesmo assim, ambos superestimam a carga máxima em 
relação aos resultados experimentais.  
       Os valores de máximos de carga obtidos nas simulações numéricas do QUEBRA2D-
FEMOOP foram superiores ao valor máximo experimental. Esta diferença se deve a diversos 
fatores, tais como a influência da posição do ponto no qual se faz o controle de tensão. Além 
disso, a diferença de inclinação entre as curvas numéricas e experimentais na parte superior 
trecho ascendente deve-se ao fato das curvas numéricas terem sido construídas considerando 



o resultado de um único ponto em regime elástico linear, sendo imediatamente conectado a 
um ponto já em regime não-linear, com efeitos coesivos. 
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Figura 14. Curva flecha × carga–amolecimento bi-linear. 

       Os resultados fornecidos pelo sistema computacional QUEBRA2D-FEMOOP para 
amolecimento bi-linear mostram-se bastante animadores quanto ao seu potencial de 
simulação. Algumas adaptações na parte de controle de tensão podem melhorar 
significativamente estes resultados. 

6 CONCLUSÃO 

       A simulação do fraturamento coesivo por meio do Método dos Elementos Finitos 
utilizando elementos de interface com modelo constitutivo de amolecimento linear tem se 
mostrado eficiente. A implementação do fraturamento coesivo no sistema QUEBRA2D-
FEMOOP torna-o uma ferramenta computacional muito poderosa para análise de 
fraturamento de materiais de comportamento quasi-frágil, possibilitando a análise de 
estruturas de concreto que apresentam fissuras. 
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AVALIAÇÃO DA FLAMBAGEM EM VASOS METÁLICOS DE CONTENÇÃO
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Resumo

A análise da flambagem é um dos aspectos mais importantes do projeto estrutural de vasos
metálicos de contenção de centrais nucleares e, neste trabalho, é utilizado o Code Case N-
284-1 do Código ASME na avaliação dessas estruturas sujeitas a esse modo de falha. A partir
de análises de tensões, efetuadas com o método dos elementos finitos em estruturas
discretizadas com elementos de casca, os procedimentos do referido Code Case são aplicados
na avaliação do vaso metálico de contenção da usina nuclear Angra 2 submetido a peso
próprio, carregamentos sísmicos e subpressão em caso de acidente. Adicionalmente, para
indicar a aplicabilidade da abordagem a outras estruturas, é também apresentado o estudo de
vasos de pressão reforçados por anéis sob pressão externa. Conclusões e comentários são
estabelecidos com base nos resultados obtidos.

Palavras-chave: Vaso de Pressão, Análise estrutural, Flambagem, Cascas, Método dos
Elementos Finitos

1. INTRODUÇÃO

A análise da flambagem é um dos aspectos mais importantes do projeto estrutural de
vasos metálicos de contenção de centrais nucleares. O dimensionamento de estruturas de
cascas esbeltas, como é o caso desses vasos de contenção, sujeitas a carregamentos que
podem provocar flambagem não é uma tarefa trivial com que se depara o projetista estrutural
Muitas investigações têm sido feitas sobre o assunto, que está longe de poder ser considerado
como perfeitamente entendido. Há carência de subsídios que encaminhem o dimensionamento
dessas estruturas de maneira clara e de fácil utilização.

O presente trabalho apresenta procedimentos de verificação baseados na utilização do
Code Case N-284-1 Metal Containment Shell Buckling Design Methods do Código ASME
(The American Society of Mechanical Engineers) (ASME, 1999). Esses procedimentos
permitem a avaliação da flambagem a partir dos resultados de análise de tensões para os
diversos carregamentos.

A abordagem descrita é aplicada na avaliação da flambagem localizada do vaso metálico
de contenção da usina nuclear Angra 2 submetido a peso próprio, carregamentos sísmicos e
subpressão em caso de acidente.

Embora o Code Case N-284-1 tenha sido emitido com escopo de aplicação voltado para
vasos metálicos de contenção, seu uso pode ser feito com vantagens em outras situações
como, por exemplo, foi indicado em Weingart & Mikesell Jr. (1992) para um tanque de
armazenamento de gasolina. Para demonstrar a aplicabilidade dos procedimentos, apresenta-
se, também, a avaliação da flambagem localizada e global de vasos de pressão



cilíndricos reforçados por anéis sob pressão externa e uma comparação com resultados
obtidos com critérios de projeto alemães para dimensionamento de casco resistente de
submarinos (GL (1988) e Franitza (1989)).

Conclusões e comentários são estabelecidos a partir dos resultados apresentados.

2. ROTEIRO PARA UTILIZAÇÃO DO CODE CASE N-284-1

Dentro do chamado “Projeto por Análise” do Código ASME (ASME, 1999) e baseado
em avaliações de flambagem de cascas sob carregamentos combinados (Cho & Frieze,1988),
o Code Case N-284-1 apresenta procedimentos para verificação de diversas situações de
geometria e carregamentos.

Satisfazendo às inequações de interação que levam em conta a combinação de
carregamentos a que a casca pode estar submetida, a estrutura é considerada  aprovada pelo
Code Case N-284-1. Antes disso, porém, alguns passos têm que ser seguidos e estão
mostrados a seguir, onde procurou-se manter a numeração do próprio Code Case N-284-1.

(Passo 1) um conjunto de componentes de tensão, σj, decorrente das cargas aplicadas, é
calculado de acordo com –1300.

O que governa a análise de flambagem de uma casca são as regiões de tensão de
membrana de compressão, que aparecem devido à resposta estática ou dinâmica da casca aos
carregamentos aplicados. O campo de tensões interno que controla a flambagem de uma casca
consiste de tensões de membrana longitudinal, de membrana circunferencial e de
cisalhamento. Cada uma dessas componentes pode aparecer isoladamente ou em combinação
com as outras, dependendo do carregamento aplicado. De acordo com o Code Case N-284-1,
somente estas três componentes de tensão são consideradas na análise de flambagem.

Na combinação dos efeitos de diferentes cargas aplicadas simultaneamente, cada uma das
componentes de tensão é somada algebricamente. Se a soma das componentes longitudinal ou
circunferencial resultar em tração, aquela componente pode ser feita igual a zero.

(Passo 2) um fator de segurança, FS, é determinado de acordo com –1400.
(a) Para Condições de Projeto e Limites de Serviço Níveis A e B, FS = 2,0.
(b) Para Limites de Serviço Nível C, FS =1,67.
(c) Para Limites de Serviço Nível D, FS =1,34.
As condições de projeto e os níveis de serviço A, B, C e D são definidos no próprio

código ASME (ASME, 1999) de acordo com a severidade e o número de ocorrência dos
carregamentos e as consequências das suas aplicações nas estruturas.

Os fatores de segurança dados acima são utilizados na avaliação de flambagem de –1700
e são os mínimos valores requeridos para flambagem local. Os critérios de flambagem dados
em –1700 requerem que as tensões de flambagem correspondentes às falhas relacionadas com
flambagem da casca com reforçadores leves e instabilidade global sejam no mínimo 20%
maiores que as tensões de flambagem local.

(Passo 3) fatores de abatimento de capacidade, αij, são determinados de acordo com –
1500.

Três modos de flambagem são considerados no Code Case N-284-1. Eles são:
(a) flambagem local, que é definida como a flambagem do painel de casca entre reforçadores.
(b) flambagem da casca com reforçadores leves, que é definida como a flambagem entre anéis

circunferenciais da unidade de chapeamento juntamente com os reforçadores meridionais.
(c) instabilidade global, que é definida como o colapso total da casca.

Esses fatores de abatimento de capacidade podem ser usados para cascas interna ou
externamente reforçadas e também para cascas sem reforçadores. Todos os reforçadores
devem ser bem proporcionados para impedir a flambagem local da alma e do flange.

(Passo 4) fatores de abatimento de plasticidade, ηj, são determinados de acordo com –



1600.
As tensões de flambagem elástica para cascas fabricadas são dadas pelo produto das

tensões de flambagem clássica (σiej) pelos fatores de abatimento de capacidade (αij), ou seja,
αij ∗  σiej, onde o primeiro índice refere-se à direção da componente da tensão, o último refere-
se ao modo de flambagem e o do meio é usado para ressaltar que se trata de tensão elástica.
Quando esses valores excedem o limite de proporcionalidade do material, fatores de redução
de plasticidade, ηj, são utilizados para levar em conta as propriedades não lineares do
material, onde o índice refere-se à direção da componente da tensão. As tensões de
flambagem inelástica são dadas, portanto, por ηj ∗  αij ∗  σiej.

(Passo 5) é feita a avaliação de flambagem, de acordo com –1700.
Na avaliação de flambagem por fórmula, as componentes de tensão σj são inseridas nas

equações de interação dadas em –1713. Equações simples são fornecidas em –1712 para a
determinação das tensões teóricas de flambagem clássica de cascas em estados de tensão
especiais, σiej. As tensões admissíveis de flambagem para os estados de tensão especiais são
usadas nas equações de interação de –1713 na determinação das tensões admissíveis para os
estados de tensões combinadas. Nas regiões de descontinuidades é aceitável utilizar a média

dos valores de componentes de tensão de membrana até uma distância de Rt , onde R é o

raio e t a espessura da casca, a partir de um ponto de apoio ou 0,5 Rt de cada lado de uma
descontinuidade na determinação de σj.

3. VERIFICAÇÃO DO VASO METÁLICO DE CONTENÇÃO DE ANGRA 2

3.1 Modelo, Geometria e Características do Material

A estrutura foi modelada como pode ser visto na Figura 1.

Figura 1. Modelo em elementos finitos do vaso metálico de contenção de Angra 2

As informações sobre a geometria e características do material da estrutura em avaliação
foram obtidas de Nuclen (1984).

As características do material são: módulo de elasticidade E = 1,95*105 N/mm2,
coeficiente de Poisson ν = 0,3 e massa específica γ = 7850 kg/m3.



As principais dimensões do vaso metálico são: raio R = 28 m, espessura t = 30 cm e
distância do engastamento no concreto d = 17 m (a partir do centro da esfera).

O modelo foi discretizado com a utilização do programa ANSYS (ANSYS. Inc., 1999),
tendo sido utilizado o elemento de casca facetado SHELL63, com 3 ou 4 nós e 6 graus de
liberdade por nó.

3.2 Carregamentos

O peso próprio da casca esférica foi simulado através da aplicação da aceleração de 1 g
(9,8 m/s2), atuando verticalmente para baixo em todos os elementos do modelo.

A subpressão de 30 mbar (0,003 N/mm2), cujo aparecimento está previsto após o acidente
de perda de refrigerante chamado LOCA (Loss of Coolant Accident), foi simulada através da
aplicação de pressão atuando de fora para dentro da casca esférica, em todos os elementos do
modelo, como se fosse pressão externa.

O sismo foi simulado através de um carregamento estático equivalente, com a aplicação
de aceleração em todos os elementos do modelo, como descrito a seguir. De acordo com o
Regulatory Guide 1.60 (USNRC,1973), para simular o carregamento sísmico com aceleração
de período nulo do espectro de resposta de 1 g (aceleração da gravidade) deve-se aplicar 1 g
nas duas direções horizontais (X e Z no modelo) e 2/3 de 1 g na direção vertical (Y no
modelo). As direções X,Y e Z estão indicadas na Figura 1. Na direção Y, portanto, foi
aplicada em todos os elementos do modelo a aceleração de 6,53 N/mm2 (igual a 2/3 de 9,8
m/s2), verticalmente para baixo, por ser esse o sentido que acarreta a pior situação para o caso
estudado, que é o aparecimento de tensões de compressão. Para simular as acelerações
horizontais ortogonais foi aplicada na direção X, em todos os elementos do modelo a

aceleração de 13,86 N/mm2 ( 28,9  N/mm2).

3.3 Avaliação dos Resultados de Acordo com o Code Case N-284-1

Os carregamentos descritos acima foram combinados em dois casos de carregamento
CC1 e CC2. O CC1 é composto de peso próprio + sismo SBO, que é o Sismo Básico de
Operação. O SBO é previsto para ser suportado pela estrutura até 10 vezes e por isso faz parte
da condição de projeto da instalação. O CC2 é composto de peso próprio + subpressão +
sismo SDS, que é o Sismo de Desligamento Seguro. O SDS tem que ser suportado pela
estrutura uma única vez e por isso faz parte da condição de acidente da instalação, assim
como a subpressão.

A notação utilizada é a mesma do Code Case N-284-1 e não será descrita novamente,
aqui. Os passos seguidos foram:

(Passo 1) Determinação das Componentes de Tensão
As componentes de tensão utilizadas na aplicação do Code Case N-284-1 a cascas

esféricas são as tensões principais 1σ  e 2σ , sendo 1σ  a mais negativa delas. Serão retiradas
do modelo de elementos finitos descrito anteriormente. Tem que ser feita uma investigação
quando da utilização das fórmulas de interação para que seja determinada a condição mais
desfavorável de 1σ  + 2σ .

(Passo 2) Determinação do Fator de Segurança
Para CC1, FS = 2,0 e para CC2, FS = 1,34.
(Passo 3) Determinação dos Fatores de Abatimento de Capacidade αij.
(a) Compressão Uniaxial
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(b) Tensão de Compressão Biaxial Igual
124,02 =Lα (M > 23,6)

124,02 === LLL ααα θφ

(Passo 5) Avaliação de Flambagem Elástica
(Passo 5a) Determinação do Valores Teóricos de Flambagem
 (a) Tensão de Compressão Biaxial Igual

C = 0,605 (M ≥ 1,73 )
� σφeL = C Et/R = 0,605 ∗  206000 ∗  30 / 28000
� σφeL = 133,53 N/mm2

(Passo 5b) Equações de Interação para Flambagem Local
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As fórmulas de interação que têm que ser satisfeitas são:
(a) Compressão Uniaxial
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(b) Compressão Biaxial
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A avaliação das inequações acima foi feita com a utilização de duas macros,
desenvolvidas dentro da sessão interativa do programa ANSYS. A primeira faz a avaliação
através das tensões principais atuantes nos nós da região selecionada. A segunda faz a
avaliação através de uma média das tensões atuantes nos elementos da região selecionada e só
deve ser utilizada na regiões próximas de descontinuidades, como permite o Code Case N-
284-1.

O cálculo para a determinação dos valores de máximo e dos pontos onde ocorrem é
iterativo, porque não se sabe para qual valor do carregamento esses valores irão ocorrer.
Alterando a participação do carregamento sísmico dentro das condições de carregamento
descritas anteriormente até que o valor para o lado esquerdo das inequações fosse igual a 1,0,
foram obtidos os valores admissíveis em termos de aceleração de período nulo do espectro de
resposta para o carregamento sísmico dados na Tabela 1.

Tabela 1. Valores Admissíveis para o Carregamento Sísmico em termos de Aceleração de
Período Nulo do Espectro de Resposta

Posição SBO SDS
engastamento 0,51 g 0,82 g
raio máximo 2,87 g 3,80 g

entre raio máximo e topo 2,35 g 3,12 g
topo 2,57 g 3,50 g

g – aceleração da gravidade (9,8 m/s2)



4. VERIFICAÇÃO DE VASO DE PRESSÃO CILÍNDRICO REFORÇADO POR
ANÉIS SOB PRESSÃO EXTERNA

A maior parte do casco resistente dos submarinos modernos é composta de uma casca
cilíndrica reforçada por anéis circunferenciais denominados cavernas. Regiões menores nas
extremidades do cilindro têm normalmente forma esférica, com a existência ou não de cones
para fazer a transição geométrica.

O carregamento mais importante no dimensionamento da estrutura dessa casca resistente
é a pressão hidrostática. Essa configuração, casca fina submetida a pressão externa, é o típico
caso para a ocorrência da flambagem. É esse o fator determinante no dimensionamento do
casco resistente de submarinos.

Tomando dimensões de submarinos atuais, duas configurações de cilindro reforçado
foram estudadas: a primeira representando um casco de um submarino pequeno e a segunda
um casco de um submarino grande. Para ambas as configurações foram assumidos: módulo de
elasticidade E = 206000 N/mm2, limite de escoamento σy = 550 N/mm2, limite de
proporcionalidade de 440 N/mm2, coeficiente de Poisson ν = 0,3, falta de circularidade de
0.3% do raio e ângulo de empenamento (tilting) de 4°.

Para o primeiro casco foram assumidos: pressão de cálculo de 5 N/mm2, raio de 3250 mm
(diâmetro de 6500 mm), espaçamento de cavernas de 450 mm e espaçamento de anteparas de
9000 mm. Para o segundo casco foram assumidos: pressão de cálculo de 7 N/mm2, raio de
5000 mm (diâmetro de 10000 mm), espaçamento de cavernas de 750 mm e espaçamento de
anteparas de12500 mm

Primeiramente foram utilizados critérios de projeto alemães (GL (1988) e Franitza
(1989)) na obtenção da estrutura mais eficiente, ou seja, na determinação das dimensões da
caverna e espessura do cilindro que levasse à configuração geométrica mais leve, atendendo
aos requisitos de projeto. Essa tarefa é trabalhosa por tratar-se de um cálculo iterativo. Uma
configuração inicial casco e cavernas é assumida e para ela são determinados os resultados,
que devem ser comparados com os requisitos. Modificações vão sendo feitas até que os
resultados mostrem-se satisfatórios.

Da configuração final selecionada foram retiradas as tensões máximas para que fosse
feita a avaliação de flambagem de acordo com o Code Case N-284-1.

4.1 Os Critério de Projeto Alemães

Os critérios de projeto alemães para o dimensionamento do casco resistente de
submarinos, no que diz respeito ao cilindro reforçado, podem ser resumidos da maneira como
segue:
(a) são determinadas as tensões atuantes. Como a configuração é simples (cilindro reforçado

por anéis, submetido  a pressão constante) existe formulação analítica para a determinação
das tensões. A formulação utilizada encontra-se em Pulos & Salerno (1961).

(b) são determinadas as pressões críticas de flambagem local, utilizando as tensões calculadas
anteriormente. Aqui são feitas duas investigações; a primeira para a verificação da
flambagem axissimétrica e a segunda para a flambagem com a formação de lóbulos (ou
assimétrica). É utilizada Lunchick (1961) para o caso simétrico e Reynolds (1960) para o
não simétrico. Para trazer os resultados teóricos mais para perto da realidade são
utilizados fatores de abatimento, determinados a partir de testes com modelos, de acordo
com Pulos & Krenzke (1965).

(c) é feita a verificação para a flambagem global, onde entram fatores que dependem da
capacidade construtiva do estaleiro, como falta de circularidade  e ângulo de
empenamento (tilting) das cavernas.



4.2 Casco de Raio 3250 mm

Os cálculos das tensões foram feitos feitos de acordo com Pulos & Salerno (1961), Lunchick
(1961), Reynolds (1960) e Pulos & Krenzke (1965). Ao invés de determinar um FS para que
fosse feita a avaliação de flambagem, foi feita a avaliação de flambagem para determinar qual
o FS que se aplica ao caso. Seguindo todos os passos indicados anteriormente, depois de
satisfeitas as inequações, os FS resultantes para as várias investigações de flambagem estão
listados abaixo:

elástica inelástica
Localizada 0,985 0,631
Global 1,456 0,846

O valor que deve ser considerado, portanto, é FS = 0,631.

4.3 Casco de Raio 5000 mm

Da mesma maneira que para o casco de raio 3250 mm, foram efetuadas todas as etapas
para o casco de raio 5000 mm. Os FS para as várias investigações de flambagem estão
listados abaixo:

elástica inelástica
Localizada 1,244 0,651
Global 1,785 0,870

O valor que deve ser considerado, portanto, é FS = 0,651.

5. CONCLUSÕES E COMENTÁRIOS

Do ponto de vista de utilização, os procedimentos do Code Case N-284-1 constituem
uma alternativa interessante tecnicamente por permitirem a aplicação direta de resultados de
análises de tensões, feitas analiticamente ou numericamente, na avaliação da flambagem. Esse
aspecto é muito importante na fase de síntese estrutural onde as análises de flambagem
numéricas complexas, com não linearidades geométricas e dos materiais, ou experimentais
são, em geral, inviáveis frente a quantidade de configurações e condições de carregamento
que devem ser avaliadas.

Há algumas vantagens econômicas, também, na utilização do Code Case N-284-1 que
permite a eliminação de conservadorismos ao considerar as tensões de tração como nulas na
avaliação de flambagem. Isso foi observado Weingart & Mikesell Jr. (1992) para um tanque
de armazenamento de gasolina.

Para o vaso metálico de contenção de Angra 2, pode-se estimar que os níveis de
aceleração sísmicas atuantes em termos de aceleração de período nulo do espectro de resposta
sejam, para o SOB, da ordem de até 0,15 g, para a cota do engaste do vaso metálico no
concreto, e amplificados para até 0,60 g, no topo. No caso do SDS, os valores estimados são
da ordem de até 0,25 g e 1,0 g, respectivamente. Pode-se notar, portanto, que os valores
admissíveis dados na Tabela 1 são maiores que os atuantes, indicando que o vaso metálico de
contenção de Angra 2 está adequadamente dimensionado quanto à flambagem, para as
combinações de carregamento consideradas.

No caso de cilindros reforçados por anéis sob pressão externa, duas configurações
estruturais foram avaliadas. Foram dimensionadas com a utilização do critério de projeto
alemães para submarinos (GL, 1988 e Franitza, 1989), para o qual se chegou a uma estrutura
bastante otimizada (FS = 1,0, de acordo com esses critérios). Quando avaliadas pelo Code
Case N-284-1, obteve-se FS da ordem de 0,65, ou seja, teriam que ser reforçadas para serem



aprovadas por esse último critério. Embora não seja exagerado (FS = 0,65 versus FS = 1,0),
parece coerente esse conservadorismo maior quando são utilizadas as regras do Code Case N-
284-1. Os submarinos são dimensionados  para ter o mínimo peso possível, porque uma
configuração não otimizada no que se refere ao peso estrutural leva, na maioria das vezes, à
inviabilidade do projeto como um todo. Não é esse o caso de estruturas de vasos metálicos de
contenções nucleares. Claro que é desejável que o peso seja baixo, por economia de material e
mesmo por limitação nas espessuras, mas a responsabilidade dessas estruturas é maior porque,
além da segurança dos trabalhadores, também está relacionada com a segurança do público e
do meio ambiente.

Mesmo com as análises de tensões simplificadas como as aqui apresentadas é possível
avaliar a resistência à flambagem utilizando o Code Case N-284-1. Como foi mencionado
anteriormente, a partir dos resultados da análise de tensões, a metodologia de avaliação da
flambagem foi automatizada. Assim, mesmo com de análise de tensões mais refinadas, como
a avaliação da flambagem é a mesma, a mesma automatização dos cálculos pode ser
empregada, demonstrando o forte apelo para a utilização do Code Case N-284-1.
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