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Resumo

O trabaho apresenta um desenvolvimento da formulacdo do elemento finito triangular
hierarquico de grau dois, enfatizando-se o uso de coordenadas de area, a obtencéo das fungbes
de forma hierérquicas, forcas equivalentes nodais sobre os parametros hierarquicos e o
desenvolvimento das equacbes de equilibrio, principadmente no que se refere ao vetor
gradiente e a montagem da matriz de rigidez global com os termos hierdrquicos. O modelo
obtido tem como objetivo a busca de um estimador de erro de discretizacdo do elemento finito
triangular linear. A formulagdo obtida é avaiada através de exemplos tradicionais da literatura
e 0s resultados numéricos (lineares e quadréticos) sdo comparados as solucdes analiticas.
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1. INTRODUCAO

No método dos elementos finitos uma eficiente formulacdo do eemento é de suma
importancia nos problemas onde muitas malhas podem ser geradas na busca da solucdo de um
problema especifico. Elementos triangulares tém um papel importante nos métodos adaptativos
numa analise com este método pois possuem uma polinomial completa e, portanto, oferecem
certas vantagens sobre os elementos quadrilaterais os quais empregam polinomiais com termos
parasiticos, Serpa (1991) e Zienkiewicz (1971). Observa-se, ainda, pelas discussdes em
Zienkiewicz (1983), e Szabo (1981), que as vantagens do elemento triangular aumentam com
0 uso daformulacdo hierarquica.

A formulacdo hierérquica possui 0s seguintes méritos: utiliza solugdes prévias na busca de
um refinamento, permite um esquema simples de iteracdo na solucdo para refinamentos
sucessvos, melhora o condicionamento da matriz de rigidez e nos fornece um imediato
estimador de erro. A propriedade de melhorar o condicionamento da metriz de rigidez é
atribuida ao fato que os graus de liberdade hierarquicos sdo perturbacdes adicionadas as
soluges, obtidas com fungdes de forma de ordem mais baixa. Por isso a matriz resultante é
mais diagona do que a que se obteria utilizando a formulacéo cléssica. Logo a diferenca entre
0 maximo e 0 minimo autovalor da matriz de rigidez normalmente € menor em uma
formulagdo hierérquica.

O campo de deslocamentos (V, ) para qualquer ponto do elemento finito triangular linear
dado em termos dos deslocamentos nodais vale:
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onde [N] éa matriz fun¢do de forma em termos das coordenadas de area

Porém aguns problemas com as funcdes de forma padrdo ocorrem quando existe a
necessidade de se usar um elemento mais refinado. Novas funcdes de forma terdo que ser
geradas e todos os céculos terdo que ser refeitos. Seria uma grande vantagem evitar esta
dificuldade de modo que afuncéo de forma ndo dependeria do nimero de nés da malha. Isto €
alcancado através das fungdes de forma hierérquicas.

Como cada termo de [N] corresponde ao deslocamento do vértice do elemento triangular
e associando-se com o elemento hierérquico tem-se a seguinte fungdo de forma

[N] =[Ny N2 Ng Ng Ng NyJ=[L; L, Ly 2440, 2L,Ls 2L4L] )
onde os trés primeiros termos estdo associados aos graus de liberdade anteriores e os trés
ltimos termos estéo associados aos novos graus de liberdade para cada lado do elemento, nas
diregesx ey.

2. FORMULACAO DO ELEMENTO TRIANGULAR HIERARQUICO DE GRAU 2

A expressdo da energia de deformac&o, para o problema bidimensional, é dada por
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onde D é a matriz elagticidade, t é a espessura e € € 0 vetor das deformacdes, ou vetor
gradiente, e vale
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Para os componentes referentes ao campo hierarquico, tem-se
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Desenvolvendo-se entdo a equacdo (4), tem-se para o vetor das deformacdes a seguinte
expressao:
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onde
a-= 2(L2y23 + Lly31); b = 2(L2y12 + L3y31); C= 2(L1y12 + L3y23);
d = 2L X3 +L,X5); €= 2L, Xy +LoXy);  F = 2(L,X, +LoXs,);
A = &reado demento; o e3 =campos de dedocamen tos hierarquicos.

Substituindo (5) em (3) e desenvolvendo agebricamente a equacdo (2) observa-se que 0s
coeficientes de rigidez originais permanecem preservados, sendo isto um dos méritos da
formulagdo hierdrquica conforme afirma Zienkiewicz [1983]. Todos os coeficientes
adicionados a matriz de rigidez origina podem ser caculados analiticamente pois as integrais
sdo relativamente simples. As equagdes de equilibrio iniciais gparecem entdo com 0s termos
adicionais previamente caculados e, remontando-se as novas linhas e colunas correspondentes
aos novos graus de liberdade, ficam:

o Kmoghe - Heo (6)
&k, K, Omo o0

A matriz de rigidez inicial K permanece invariavel, possibilitando a recuperacéo de aguns
coeficientes computacionais na ocorréncia de refinamento. Isto ja é uma das vantagens de se
usar o elemento hierarquico. Além disso pode-se considerar U, =T COmO uma primeira
aproximacdo razoavel da solugdo, que se pode utilizar como inicio de um processo iterativo
de resolucdo, Zienkiewicz (1989), Bugeda (1991). Os parametros hierérquicos derivados da

solucéo das novas equacoes de equilibrio valem:

Uh =K, (fr - Kpal) (7)

3. FORCASNODAISEQUIVALENTESHIERARQUICAS { fh}

3.1 Carregamento ao longo do lado

A interpolacdo do campo de dedocamentos u(s), ao longo do lado (i — j), denominado
u(g), vae:
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onde é(l_;) (1;E)Erepresentaa interpolacdo nodal e (1-&2) representa a interpolacéo

hierarquica. Reportando-se a Figura 1(a) a interpolacéo das forgas distribuidas ao longo do
lado (i —]) permite uma variac8o quadrética e vae:
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onde F é a carga digtribuida ao longo do lado (i —j). O vetor das forcas nodais equivalentes

pode ser obtido a partir do trabalho realizado pela forga f(¢), agindo sobre u(&) ao longo de
um lado (i —j),
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Figura 1 - Elemento triangular com carga ao longo do lado: (a) variagéo linear ao longo do
lado 1-2; (b) coordenadas locais parametrizadas

Resolvendo-se a integral da equacéo (10), obtém-se para o trabalho a seguinte
expressao:
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onde o vetor forca equivaente para o lado do elemento triangular fica o seguinte

W
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3.2 Carregamento ao longo da area

A integral da equagcdo (10) sera modificada substituindo-se por uma integra da carga
distribuida a0 longo da &ea do demento, Q(x,y), dependente das funcdes de forma em
coordenadas de area, equacdo (2). O vetor das forcas nodais equivalentes ao longo da area
para o caso de Q(x,y) = Q (constante), usando-se as formulas de integracéo polinomial sobre o
tridngulo fica
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4, EXEMPLOSDE APLICACAO
4.1 Carganodal equivalente ao longo da érea e constante

A figura 2 apresenta uma viga sujeita ao carregamento de peso proprio, com espessura
unitaria, coeficiente de Poison zero e modulo de elasticidade igual a 10. Foram usados 8
elementos triangulares lineares com grau hierarquico dois.

4.2 Carganodal equivalente ao longo do lado e quadrética

Analisa=se uma viga, de secdo transversal retangular, com cisalhamento aplicado na
extremidade livre da mesma. A figura 3 apresenta as caracteristicas dimensionais da viga,
geometria da malha e o carregamento equivaente nodal. Adotou-se o0 modulo de elasticidade
E = 10000, o coeficiente de Poisonv = 0 e a espessurat=1.

4.3 Carganodal equivalente ao longo do lado e linear

Uma viga em balanco com uma carga distribuida constante, Q, aplicada na face superior
esta representada esquematicamente na figura 4. A mesma mostra um modelo discretizado
com 20 elementos finitos triangulares lineares e hierarquicos de grau 2. A espessura da viga €
unitéria e as propriedades do material sdo modulo de elasticidade E = 10000 e coeficiente de

Poisonv = 0,3.
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Figura 2 - Viga sob peso préprio e diagrama de deslocamentos na diregéo x

Tabela 1 - Comparacédo dos dados obtidos, numéricos e analiticos.

Linear Proposto Analitico
NO x (u) (u)
4 25 0,93742 0,93750 0,93750
7 5,0 1,25000 1,25000 1,25000
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Figura 3 - Viga com cisalhamento na extremidade livre

Tabela 2 - Comparacdo de dados. Lineares, hierarquicos, e andliticos.

Linear Proposto
NO X (U) (U) Analitico
7 2,50 -0,003148 -0,033877 -0,03437
8 5,00 -0,01088 -0,12393 -0,1250
9 7,50 -0,02167 -0,25147 -0,2531
10 10,00 -0,03388 -0,39776 -0,4000
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Figura 4 - Viga em balanco com carregamento distribuido constante e vertical.

Tabela 3 - Comparacdo numérica e analitica dos dados obtidos.

Linear Proposto

S i a1 iti Erro

NO X (u) (u) Analitico O o
14 2,0 -0,20405 -1,041498 -1,0480 0,62
15 4.0 -0,65014 -3,618349 3,6500 0,87
16 6,0 -1,2329 -7,070264 -7,1280 0,81
17 8,0 -1,8750 -10,918380 -11,0080 0,81
18 10,0 -2,5299 -14,876190 -15,0000 0,83

5. CONCLUSOES

As tabelas 2 e 3 mostram para os dedocamentos em y, dos nos da linha superior da viga,
gue os resultados sdo bastante satisfatorios mesmo considerando que as discretizacGes sGo

bastante grosseiras nas regides dos maiores erros relativos..

Observa-se com isto que os resultados com a introducdo dos parametros hierérquicos nas
funcdes de forma do elemento triangular linear sdo confidvels na avaliagcdo do modelo para o
objetivo a que se destina.
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