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Este trabalho estuda o contato mecânico entre rotor e estator em motores por ondas

propagantes. Uma fina camada de contato colada ao rotor é modelada como um material
viscoelástico. O modelo de contato considera o fenômeno de agarramento e deslizamento, ou
����������. As tensões de contato e os campos de velocidade são desenvolvidos analiticamente.
Um algoritmo numérico foi implementado para aplicar este modelo em um motor já em
funcionamento.

����$����%&�$�'�onda propagante, contato mecânico, camada viscoelástica
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Motores ultra-sônicos utilizam forças de atrito para funcionarem. Esses motores são

compostos basicamente de dois corpos em contato, rotor e estator. Um dos corpos, geralmente
o estator, vibra a uma freqüência acima da audível. As forças de contato entre os corpos
produzem as forças de acionamento. (Marto, 1997) apresenta alguns princípios de
funcionamento desses motores. O motor ultra-sônico por ondas  propagantes, ou 	
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, é o mais promissor entre esses por apresentar características como:
uma construção simples, elevado torque por unidade de massa e velocidade reduzida, além de
ser silencioso.

O motor ultra-sônico por ondas propagantes foi criado por Sashida em 1982 e citado em
Sashida, 1993. O estator e rotor tem forma de anel ou disco. No estator são excitados dois
modos degenerados, com uma diferença de fase no tempo, produzindo ondas propagantes. As
onda propagantes geram deslocamentos elípticos na superfície de contato. O rotor é
pressionado contra o estator e as forças de atrito transformam os esforços tangenciais
provocados pelos deslocamentos elípticos em força de acionamento. Uma camada de contato
é colada ao rotor para melhorar o desempenho da transmissão das forças de contato. O
funcionamento desse tipo de motores é apresentado em detalhes por (Marto & Meirelles,
1999).

(Hagedorn & Wallaschek, 1992) apresentam um modelo matemático do estator. O
modelo analisa os modos naturais do estator pela teoria de placas de Kirchoff, sem considerar
a influência do contato com o rotor. (Cao & Wallaschek, 1995) desenvolvem um modelo
viscoelástico da camada de contato colada ao rotor. Esse modelo considera a rigidez da
camada bem menor que a rigidez do estator. Com isso, considera-se que a onda propagante
não se deforma com a pressão do rotor.



Este trabalho apresenta o modelo viscoelástico, juntamente com uma implementação
numérica para simular o comportamento de um motor por onda propagantes. Os parâmetros
do motor foram extraídos de um protótipo sônico já em funcionamento. A camada de contato
teve seus parâmetros estimados. Assim uma análise qualitativa é comparada com o modelo de
(Cao &Wallaschek, 1995).
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Os deslocamentos transversais de um disco ou anel submetido a uma onda propagante de
forma co-senoidal são descritos em coordenadas cilíndricas pela equação 1.

( ) ( ) ( )θωθ   cos,, ��
��
� −= (1)

A onda de comprimento de onda λ e freqüência � possui a freqüência angular dada por
�  2πω = e o número de onda por λπ 2=� .

Considerando que o contato aconteça ao longo do diâmetro externo do anel (estator) e
que a razão entre o diâmetro externo e interno seja bem menor que o comprimento
circunferencial, o sistema de coordenada cilíndrica pode ser modificado para retangular
mediante a transformação θ
� = . Assim os deslocamentos transversais podem ser descritos
pela equação 2.

( ) ( )�������
Z

  cos, −= ω (2)

(Marto & Meirelles, 1999) apresentam a trajetória dos pontos da superfície de contato do
estator. Os deslocamentos tangenciais do estator, agora longitudinais no sistema de
coordenadas adotado, são descritos pela equação da viga de Euler-Bernoulli, como na
equação 3.
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,!-#���( Contato da onda propagante com o rotor

Para facilitar a abordagem do contato, três sistemas de referência são adotados, como
apresentado na figura (1). O referencial absoluto, ���, independente dos movimentos ocorridos
no estator ou rotor. Um sistema fixo na onda propagante, �Z��Z, e um sistema fixo ao rotor, �5
�5. As relações entre os sistemas são dadas por (4) e (5), respectivamente

����
ZZ
 −= (4)
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55
 −= (5)

A velocidade relativa entre os sistemas da onda do rotor é a diferença entre a velocidade
da onda, �Z, e a velocidade do rotor, �5, ambas no referencial absoluto
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��� −= (6)

A velocidade de propagação da onda é função do comprimento da onda e da freqüência
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 λ= (7)

No referencial da onda, a velocidade tangencial dos dentes no estator é expressa por (8)
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Para calcular o deslocamento tangencial da superície de contato do rotor expresso em (9),
a deformação da camada, apresentada pela figura 2, é analisada no referencial do rotor.
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,!-#���+ Deformação da camada de contato

55 [5[
�� εεθ  =⇒≅ (9)

A velocidade tangencial da superfície de contato do rotor, no mesmo referencial, é obtida
em (10).
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Como o interesse é estudar o contato mecânico no referencial da onda propagante, a
velocidade tangencial da superfície de contato do rotor é transformada para esse referencial,
equação (11):

( ) �����
55 [5ZX
  ε′+= (11)

A distribuição de pressão de contato sobre o rotor é função da deformação normal ao
contato. No referencial da onda propagante essa distribuição de pressão é dada por (14)
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Assim a força normal de contato por período é expresso por (15)
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A condição de contato depende da pressão de contato local. As partes em contato, do
rotor e do estator, se movimentam solidariamente quando a tensão devido aos esforços
tangenciais são menores que o atrito estático local. A velocidade relativa entre as partes, dada
por (16), é nula. Quando há uma velocidade relativa o esforço de atrito estático é insuficiente
para equilibrar os esforços tangenciais. Uma parte escorrega sobre a outra. As condições de
agarramento ou de escorregamento são previstas pela lei de Coloumb e apresentadas pelas
equações (17) e (18) respectivamente.

6U XXUHO
��� −= (16)

( ) ( ) 0; =≤
UHOZRZ
���� µτ (17)



( ) ( ) 0; ≠≤
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���� µτ (18)
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Os esforços tangenciais durante o escorregamento, dados por (19), são limitados pelo

esforço de atrito dinâmico local

( ) ( ) ( )[ ]  �  ���#��
ZZUHOZ

≤≤−−−=        de cos cos  )sign(τ (19)

A constante de contato # é dada por (20)
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A função ( )
UHO
����� , dada por (21), define o sentido do escorregamento
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As deformações durante o escorregamento são deduzidas a partir da equação diferencial
espressa por (22)

( ) ( ) ( ) ( )����$����%
ZZZZ
,, , , τγ εεε =++ ��� (22)

Os parâmetros de inércia % , de amortecimento γ  e de rigidez $  são dimensionados por
unidade de comprimento como pode ser observado na análise dimensional (23)
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A solução da equação diferencial do escorregamento é obtida em duas etapa. A solução
da homogênea é expressa por (24)
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1 ββ ααε += (24)

com as constantes essenciais dadas por (25)
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Para que estas deformações possam ser analisadas com o referencial da onda propagante
é necessário que o tempo (absoluto) desde o início do escorregamento seja transformado na
distância percorrida pela onda desde a posição do início do escorregamento, como em (26):
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A solução particular, dada por (27), corresponde à deformação que a onda propagante
impõe à camada de contato

( ) ( ) ( )[ ] ��������
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 cosC senB cosA)(sign),( ++−=ε (27)

As constantes A, B e C são dadas por (28), (29) e (30).



( )
( ) 4422222

22

      2

  
A

ZZ

Z

��%��%$$

��%$#

+−−
−=

γ
(28)

( ) 4422222       2

   
B

ZZ

Z

��%��%$$

��#

+−−
−=

γ
γ

(29)

$
#−=C (30)

A solução geral das deformações ocorridas durante o escorregamento é expressa em (31)
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As constantes essenciais, expressas em (32), são determinadas a partir das condições de
contorno dadas pelas equações (33) e (34) no início do escorregamento. Neste instante, a
deformação e sua taxa de variação em relação a ��são conhecidas
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Os pontos da camada de contato do rotor possuem a mesma velocidade de contato da

superfície de contato do estator quando existe agarramento

( ) ( )
ZXZX
����

65

= (35)

Assim, pela igualdade de velocidades dada por (35) e pela equação (10), a variação da
deformação local em relação à onda propagante é expressa por (36). A deformação local é
facilmente obtida em (37).
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Como existe agarramento entre as partes, a equação (22) não depende do tempo no
referencial da onda propagante, podendo ser rescrita por (39). Substituindo as equações (36),
(37) e (38) em (39) obtém-se a tensão de deformação ao longo do agarramento (40).
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A constante D, dada por (42), é calculada da condição de contorno no início do
agarramento apresentada em (41). As tensões de escorregamento e agarramento são iguais
neste instante.
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Após o final do contato o comportamento das deformações é descrito pela solução
homogênea apresentada no desenvolvimento do modelo de escorregamento.

/�� ��	��
���	����0��
�	
Para implementar numericamente o modelo viscoelástico, foi desenvolvido um algorítmo

cujo diagrama de blocos é apresentado na figura (3).
O algoritmo determina na região de contato as zonas de escorregamento e agarramento.

As zonas de escorregamento são determinadas pela diferença de velocidade relativa, até se
igualarem. Quando as velocidades relativas se igualam, existe um agarramento até que as
forças de atrito não suportam os esfoços tangenciais, voltando a escorregar. Para verificar a
condição de agarramento, as tensões tangenciais são comparadas as forças distribuídas
máximas de atrito, dadas pela lei de atrito de Coulumb. O perfil de velocidade e o campo de
tensões são apresentados na figura(4)
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Figura 4 Campo de velocidades tangenciais e de tensões na camada de contato colada ao rotor
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Este trabalho possibilitou a implementação numérica de um modelo dinâmico de uma

camada de contato colada ao rotor em motores por ondas propagantes. Os resultados
numéricos são coerentes e aproximam-se qualitativamente com os apresentados por (Cao &
Wallaschek, 1995).

Na figura , pode-se observar que quando o rotor está travado, a camada de contato sofre
apenas escorregamento, da mesma forma que quando o rotor é forçado a girar a uma
velocidade superior a velocidade do dente na crista da onda, (VR=500 [mm/s] no caso
estudado). Contudo, o campo de velocidades inicia uma aproximação da velocidade do dente
e depois têm um comportamento amortecido. Esse comportamento é percebido toda vez que
apenas há escorregamento.

Quando há o agarramento, o perfil de velocidades muda e com ele o perfil de tensões.
Dependendo da situação pode haver um novo intervalo de escorregamento. Nesta situação,
por exemplo com VR=420 [mm/s], o dente não é mais capaz de agarrar a camada de contato,
apesar de passarem pela pressão máxima de contato. Em outras situações existe
escorregamento apenas no início e no final do contato.

Assim este estudo apresenta a importância da velocidade de operação sobre o
desempenho do motor, e principalmente sobre o desgaste, que será mais acentuado qunato
maior for o escorregamento.
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