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Resumo: O presente trabalho consiste na utilizacao do método de Broyden para reso-
lugao de problemas de simulacao de reservatorios de Petrdoleo. Trata-se de um método
Quase-Newton para sistemas de equacoes nao lineares. Nos testes numéricos, emprega-
se 0 modelo Black-oil (6leo-dgua) em geometrias bidimensionais. Sao utilizadas malhas
nao-estruturadas do tipo Voronoi. As equagcoes sao discretizadas empregando um modelo
totalmente implicito.
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1. INTRODUCAO

Os métodos Quase-Newton (QN) (Broyden (1965), Dennis e Schnabel (1983) e Zam-
baldi (1993)) foram originalmente introduzidos para problemas nos quais a avaliacao da
matriz Jacobiana envolve alto custo computacional. Neste caso, calcula-se uma aproxi-
macao para a mesma com algum critério especifico. Diferentes aproximacoes caracteri-
zam diferentes métodos QN. Uma outra caracteristica desses métodos é aproveitar sua
formulagao para obter economia na fase de resolucao dos sistemas lineares em cada ite-
racao. O método de Broyden (Broyden (1965), Dennis e Schnabel (1983)) nao considera
a simetria para a matriz Jacobiana, como é o caso da aplicacao deste trabalho. No caso, e
como o problema em questao envolve grande nimero de variaveis, a implementacao com
memoria limitada (Kozakevich e Zambaldi (1999), e Zambaldi (1993)) é necessédria. O mo-
delo fisico empregado é o Black-oil (6leo-dgua) e as equagoes sao resolvidas empregando-se
um esquema, totalmente implicito. Os resultados sao comparados com algumas solucoes
disponiveis em Marcondes (1996) usando formulagao totalmente implicita e solugao do
sistema linear via método de Newton Inexato, que consiste em empregar um algoritmo
iterativo linear para resolucao das equacoes linearizadas.

2. O METODO DE BROYDEN COM MEMORIA LIMITADA

Em geral, os métodos QN para resolu¢do de um sistema nao linear F'(z) = 0, sdo
estruturados da seguinte forma:

Tp1 = Tp + Sk (2)

Desse modo cada iteragao é caracterizada pela avaliacao da funcao F(zy), da matriz
B, aproximagao para a matriz Jacobiana de F', e do célculo do sistema linear, (1). Para



a iteracao seguinte, a matriz By, é obtida de By utilizando uma férmula de recorréncia
envolvendo xy, xg11, F(x) e F(zgs1). Frequentemente, By, é escolhida como uma das
matrizes que satizfazem a Equacao Secante,

Bis, =y (3)

onde y = F () — F(xpyq1).
No método de Broyden, utiliza-se uma matriz de posto 1 para obter By, a partir de
By.

(Yx — Bisk)s),

Byy1 = Br + 7

(4)

Ocorre entretanto que, se By é uma matriz esparsa, By, nao o serd. Portanto, para
problemas grandes e esparsos, a féormula de atualizacao acima nao é conveniente. Uma
forma de superar esta limitacao é o uso da chamada forma de memoria limitada.

Utilizando (4) e a conhecida férmula de Sherman-Morrison (Golub & Van Loan 1996),
pode-se obter uma expressao de B,;il a partir de Bk’l. Isto feito, a iteracao de Broyden
pode ser obtida da forma,

Try1 = 1 — By F () (5)

Portanto, em vez do célculo expl icito do sistema linear (1), pode-se fazer a atualizacao
da inversa das aproximacoes. A expressao referida acima, para o método de Broyden, tem
a forma,

(se — By 'y)sh By '
st By, 'Yk

By =Byl +

(6)

E possivel, a partir de (6) obter uma expressao do tipo:
Bt = (I +ug 18, ). . (I +ugsh)By* (7)
O vetor uy neste caso é dado pela expressao:

(5x — Bry)
= (5= Do) 0
Sy Bryk
A férmula de recorréncia (7), nao pode ser empregada indefinidamente com a inicia-
lizacdo com By '. De fato, a cada iteracdo dois vetores adicionais sio necessarios além do
fato de se estar incrementando o custo por iteracao. Portanto, escolhe-se um intervalo de
recomecos para que o processo iterativo possa proseguir. Mais especificamente, escolhe-se
um nimero inteiro, digamos m, tal que quando k& = Omod(m), o processo iterativo deve
ser recomecado. Isto implica utilizar B;' no lugar de By' em (7) para introduzir os
recomecos.

A inicializacao de By é relevante. Uma escolha possivel é utilizar a prépria matriz
Jacobiana. Isto, entretando, exigiria uma fatoracao completa desta matriz, o que é inviavel



computacionalente. No trabalho utilizamos a fatoracao incompleta da mesma conforme
Marcondes et all. (1995).

A escolha do parametro m obviamente depende do problema em questao e princi-
palmente da dimensao do mesmo. Nos experimentos numéricos alguns valores deste
parametro sao avaliados com relacao ao desempenho global do método de Broyden.

3. MODELO FiSICO

Apresenta-se nesta secao uma breve descricao do modelo empregado no presente tra-
balho para representar o escoamento o escoamento bifasico (6leo-dgua) em simulacao de
reservatérios. Maiores detalhes podem ser encontrados em Palagi (1992).

Assumindo que existam duas fase imisciveis no reservatério 6leo(o) e dgua (w) e
desprezando os efeitos gravitacional e de pressao capilar, a equacao de conservacao
volumétrica para a fase p pode ser escrita como,

% <¢g—i> ~ V- VP +7, 9)

onde ¢ denota a porosidade e B, o fator de formacao volumétrico da fase p. P é a pressao,
g, € a vazao volumétrica nas condigoes de armazenagem do reservatorio por unidade de
volume do reservatorio e Ap é a mobilidade da fase p, definida por

K,

A=K
P tp By

(10)

onde K é a permeabilidade absoluta do reservatério, K, ¢ a permeabilidade relativa e 1,
é a viscosidade da fase p, respectivamente.

Escrevendo a Eq. (9) para as fases 6leo e dgua observa-se que existem trés incégnitas
(S,, Sy and P) para a existéncia de somente duas equagoes. Como equagao de fechamento
é empregado a equacao de conservacao global de massa, dada por

Sw+ S, =1 (11)

4. EQUACOES DISCRETIZADAS

O reservatorio foi discretizado usando malhas de Voronoi e as equacoes aproximadas
foram obtidas através do método dos volumes finitos. Fig. 1 indica um volume de controle
tipico de Voronoi. Integrando a Eq. (9) no volume de controle da Fig. 1 e no tempo,
obtém-se

/t/V% (qﬁ%) dth:/t/VV-[)\pVP]dthJr/t/qudvdt (12)

p



e aplicando o teorema de Gauss para o primeiro termo no lado direito da Eq. (12), a
seguinte equacao é obtida

//m( )dth /t/AApvp-de/t/qu (13)

onde dA é o vetor 4rea elementar. Realizando a integracao da Eq. (13) no volume de
controle ¢ e representando ¢ + dt by n + 1 a seguinte equacao implicita é obtida,

VS, \"" VS,
<¢At B > <¢At B > ZTM"“ (P =P + g (14)

9 a x'
] \ Q/J' 1
4

Figura 1: Volume de controle de Voronoi

O termo Tj; é um produto de termos geométricos e da permeabilidade absoluta e é
conhecido como fator de transmisibilidade, sendo dado por,

onde d é a distancia do volume % para o volume vizinho 7, h and b sao a altura e a largura
da face ij, respectivamente e k é permeabilidade absoluta na interface ij.

5. EXPERIMENTOS NUMERICOS

Todos os resultados que serao apresentados nesta secao foram obtidos com os seguintes
critérios de parada de uma iteracao no método Quase-Newton ou Newton Inexato: 68.93
kPa para as correcoes de pressao e 5 x 1073 para as correcoes de saturacao. Ainda com
relacao ao método de Newton Inexato, foi usado como acelerador de convergéncia para

4



i Diagonal

N

P - Produtor

Figura 2: Malha hexagonal-hibrida com 445 volumes

o algoritmo iterativo GMRES, (Saad e Schultz (1986)) o precondicionador por fatoracao
incompleta de nivel 1, ILU(1), (Marcondes et. all (1995)). Como critério de parada no
GMRES foi empregado o seguinte critério: [|ry||/[|r,]] < 1073, onde ||rx|| é a norma do
residuo na iteragao k e ||r,|| é a norma do residuo inicial. Para o método de Broyden foi
utilizado m = 20, ou seja, recomecos a cada 20 iteracoes. Em todos os casos testados,
exceto para a malha hexagonal-hibrida com 672 volumes, foi usado como intervalo de
tempo maximo At = 50 dias.

O primeiro caso analisado corresponde a um quarto da geometria five-spot. Os dados
fisicos e geometricos estao listados na Tab. 1. A malha empregada é apresentada na Fig.
2. As curvas de permeabilidade relativa e razao de viscosidade sao dados pela Eq. (16).

512

K, = M(l_sa)‘i‘sg)’ K,, = 1_Krw; M:,U/o/,uw (16)
Tab. 1 - Dados Fisicos e Geometricos do Reservatorio - Caso 1
Dados do Reservatorio Condicao Inicial Propriedades Fisicas
k=125 x 10715 m? Swi =0,0 B,=B,=1a 0Pa
h =6,09m P, =6,893 x 10° Pa P.=0
A=1,6 x 10> m? Sor =0 to = 1073 Pa.s
¢ =0,08 pw = 1/M x 1073 Pa.s
rw = 0,0914m Co=Cyp=1,45x 1077 Pg~!
| @1 =] G |= 1,10 X 1074 m?/s

A Fig. 3 apresenta a recuperagao de 6leo adimensional (VOR) nos pogos diagonal e
paralelo para M=10 e 50. Pode-se observar que os resultados apresentaram uma excelente
concordancia com aqueles obtidos pelo método de Newton Inexato.

A Tab. 2 apresenta dados mais realistas do ponto de vista de reservatério de petréleo.
O resevatorio é composto de oito pocos, sendo 06 produtores e 02 injetores. As curvas de
permeabilidade relativa e viscosidades sao dadas pelas Eqgs. (17) e (18), respectivamente.
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Figura 3: Recuperacao dos pogos diagonal - M = 10 e paralelo - M = 50

Para este caso foram testadas dois tipos de malhas. Uma malha hexagonal hibrida com
672 volumes e uma malha hexagonal com 559 volumes (Fig. 4). A localizacao dos pogos
¢ a mesma para ambas as malhas.

Tab. 2 - Dados Fisicos e Geometricos do Reservatdrio - Caso 2

Dados do Reservatorio Condi¢ao Inicial Propriedades Fisicas
k=3,0x 10713 m? Swi = 0,20 B, =By, =1 a 2.068427 x 10" Pa
h=15m P, =2,413 x 107 Pa P.=0
A =1,82 x 10% m? Sor = 0,20 Co=Cp =T7,25 x 10712 Pg~!
$=0,30 Tpr = Tp3 = —9,2x 107* m3/s
ry = 0,122 m Gpo = —1,1x107% m?/s

Gps = —5,52 x 107% m?/s
Tps = Qo = —7,36 x 107" m3/s
Tip = 2,94 x 1073 m3/s
Tio = 2,024 x 1073 m3/s

Ky = (Sy — 0.2)(—=25082 + 3258, — 55)/27; K,o=1— K,y (17)
o = 107%(1 +1.45 x 107 2(P — 1.37 x 107));  pto = 1.1631,, [Pa.s] (18)

Para a malha hexagonal-hibrida da Fig. 4 foi observado oscilagoes nos cortes de agua,
curvas de recuperacao, etc. Neste caso, foi necessario reduzir o valor de At,,q.. Solucoes
fisicamente consistentes sé foram obtidas com At,,,, = 3 dias. Este fato deve ser explicado
considerando a natureza da matriz Jacobiana, que é bastante esparsa devido ao elevado
numero de pocos radiais. Foram realizados alguns testes com a fatoracao incompleta
maior do que 1, sem contudo ter-se obtido convergencia para At,,,, = 50 dias. Solucoes
fisicamente consistentes s6 foram obtidas para At,,.. = 3 dias. Testes estao, no momento,
sendo realizados na tentativa de melhorar a performance do método. A Fig. 5 apresenta
curvas de corte de dgua no poco 5 para as malhas hexagonal e hexagonal-hibrida. Os
resultados sao apresentados para o corte de dgua por ser este parametro mais sensivel a
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Figura 4: Malhas hexagonal com 559 volumes e hexagonal-hibrida com 672 volumes

evolucao da solugao. Pode-se notar que novamente a concordancia do Quase-Newton com

o Newton Inexato é bastante proxima.
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Figura 5: Recuperacao do pogo 5 - Malhas hexagonal e hexagonal-hibrida

6. CONCLUSOES
O presente trabalho aplicou o método Quase-Newton de Broyden para a solucao de
problemas de reservatorio de petroleo usando malhas nao- estruturadas de Voronoi. Os re-
sultados foram comparados com solucoes usando o GMRES com uma fatoracao incompleta
e mostraram uma excelente concordancia. No entanto, verificou-se que o Quase-Newton
foi bastante sensivel a estrutura da malha, o que por sua vez afeta sobremaneira a estru-
tura do Jacobiano. Testes estao sendo realizados na tentativa de evitar a divergéencia da
solucao com intervalos de tempos maiores, e portanto, melhorar a eficiéncia do método.
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