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Resumo: O presente trabalho consiste na utiliza�c~ao do m�etodo de Broyden para reso-

lu�c~ao de problemas de simula�c~ao de reservatorios de Petr�oleo. Trata-se de um m�etodo

Quase-Newton para sistemas de equa�c~oes n~ao lineares. Nos testes num�ericos, emprega-

se o modelo Black-oil (�oleo-�agua) em geometrias bidimensionais. S~ao utilizadas malhas

n~ao-estruturadas do tipo Voronoi. As equa�c~oes s~ao discretizadas empregando um modelo

totalmente impl��cito.
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1. INTRODUC� ~AO

Os m�etodos Quase-Newton (QN) (Broyden (1965), Dennis e Schnabel (1983) e Zam-

baldi (1993)) foram originalmente introduzidos para problemas nos quais a avalia�c~ao da

matriz Jacobiana envolve alto custo computacional. Neste caso, calcula-se uma aproxi-

ma�c~ao para a mesma com algum crit�erio espec���co. Diferentes aproxima�c~oes caracteri-

zam diferentes m�etodos QN. Uma outra caracter��stica desses m�etodos �e aproveitar sua

formula�c~ao para obter economia na fase de resolu�c~ao dos sistemas lineares em cada ite-

ra�c~ao. O m�etodo de Broyden (Broyden (1965), Dennis e Schnabel (1983)) n~ao considera

a simetria para a matriz Jacobiana, como �e o caso da aplica�c~ao deste trabalho. No caso, e

como o problema em quest~ao envolve grande n�umero de vari�aveis, a implementa�c~ao com

mem�oria limitada (Kozakevich e Zambaldi (1999), e Zambaldi (1993)) �e necess�aria. O mo-

delo f��sico empregado �e o Black-oil (�oleo-�agua) e as equa�c~oes s~ao resolvidas empregando-se

um esquema totalmente impl��cito. Os resultados s~ao comparados com algumas solu�c~oes

dispon��veis em Marcondes (1996) usando formula�c~ao totalmente impl��cita e solu�c~ao do

sistema linear via m�etodo de Newton Inexato, que consiste em empregar um algoritmo

iterativo linear para resolu�c~ao das equa�c~oes linearizadas.

2. O M�ETODO DE BROYDEN COM M�EMORIA LIMITADA

Em geral, os m�etodos QN para resolu�c~ao de um sistema n~ao linear F (x) = 0, s~ao

estruturados da seguinte forma:

Bksk = �F (xk) (1)

xk+1 = xk + sk (2)

Desse modo cada itera�c~ao �e caracterizada pela avalia�c~ao da fun�c~ao F (xk), da matriz

Bk, aproxima�c~ao para a matriz Jacobiana de F , e do c�alculo do sistema linear, (1). Para



a itera�c~ao seguinte, a matriz Bk+1 �e obtida de Bk utilizando uma f�ormula de recorrência

envolvendo xk, xk+1, F (xk) e F (xk+1). Frequentemente, Bk+1 �e escolhida como uma das

matrizes que satizfazem a Equa�c~ao Secante,

Bksk = y (3)

onde y = F (xk)� F (xk+1).

No m�etodo de Broyden, utiliza-se uma matriz de posto 1 para obter Bk+1 a partir de

Bk.

Bk+1 = Bk +
(yk �Bksk)s

t
k

stksk
(4)

Ocorre entretanto que, se Bk �e uma matriz esparsa, Bk+1 n~ao o ser�a. Portanto, para

problemas grandes e esparsos, a f�ormula de atualiza�c~ao acima n~ao �e conveniente. Uma

forma de superar esta limita�c~ao �e o uso da chamada forma de mem�oria limitada.

Utilizando (4) e a conhecida f�ormula de Sherman-Morrison (Golub & Van Loan 1996),

pode-se obter uma express~ao de B�1k+1 a partir de B�1k . Isto feito, a itera�c~ao de Broyden

pode ser obtida da forma,

xk+1 = xk � B�1k F (xk) (5)

Portanto, em vez do c�alculo expl �cito do sistema linear (1), pode-se fazer a atualiza�c~ao

da inversa das aproxima�c~oes. A express~ao referida acima, para o m�etodo de Broyden, tem

a forma,

B�1k+1 = B�1k +
(sk �B�1k yk)s

t
kB

�1

k

stkB
�1

k yk
(6)

�E poss��vel, a partir de (6) obter uma express~ao do tipo:

B�1k = (I + uk�1s
t
k�1) : : : (I + u0s

t
0
)B�1

0
(7)

O vetor uk neste caso �e dado pela express~ao:

uk =
(sk � Bkyk)

stkBkyk
(8)

A f�ormula de recorrência (7), n~ao pode ser empregada inde�nidamente com a inicia-

liza�c~ao com B�10 . De fato, a cada itera�c~ao dois vetores adicionais s~ao necess�arios al�em do

fato de se estar incrementando o custo por itera�c~ao. Portanto, escolhe-se um intervalo de

recome�cos para que o processo iterativo possa proseguir. Mais especi�camente, escolhe-se

um n�umero inteiro, digamos m, tal que quando k = 0mod(m), o processo iterativo deve

ser recome�cado. Isto implica utilizar B�1m no lugar de B�10 em (7) para introduzir os

recome�cos.

A inicializa�c~ao de B0 �e relevante. Uma escolha poss��vel �e utilizar a pr�opria matriz

Jacobiana. Isto, entretando, exigiria uma fatora�c~ao completa desta matriz, o que �e invi�avel
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computacionalente. No trabalho utilizamos a fatora�c~ao incompleta da mesma conforme

Marcondes et all. (1995).

A escolha do parâmetro m obviamente depende do problema em quest~ao e princi-

palmente da dimens~ao do mesmo. Nos experimentos num�ericos alguns valores deste

parâmetro s~ao avaliados com rela�c~ao ao desempenho global do m�etodo de Broyden.

3. MODELO F�ISICO

Apresenta-se nesta se�c~ao uma breve descri�c~ao do modelo empregado no presente tra-

balho para representar o escoamento o escoamento bif�asico (�oleo-�agua) em simula�c~ao de

reservat�orios. Maiores detalhes podem ser encontrados em Palagi (1992).

Assumindo que existam duas fase imisc��veis no reservat�orio �oleo(o) e �agua (w) e

desprezando os efeitos gravitacional e de press~ao capilar, a equa�c~ao de conserva�c~ao

volum�etrica para a fase p pode ser escrita como,

@

@t

 
�
Sp

Bp

!
= r � [�prP ] + qp (9)

onde � denota a porosidade e Bp o fator de forma�c~ao volum�etrico da fase p. P �e a press~ao,

qp �e a vaz~ao volum�etrica nas condi�c~oes de armazenagem do reservat�orio por unidade de

volume do reservat�orio e �p �e a mobilidade da fase p, de�nida por

�p = K
Krp

�pBp

(10)

onde K �e a permeabilidade absoluta do reservat�orio, Kpr �e a permeabilidade relativa e �p
�e a viscosidade da fase p, respectivamente.

Escrevendo a Eq. (9) para as fases �oleo e �agua observa-se que existem três inc�ognitas

(So, Sw and P ) para a existência de somente duas equa�c~oes. Como equa�c~ao de fechamento

�e empregado a equa�c~ao de conserva�c~ao global de massa, dada por

Sw + So = 1 (11)

4. EQUAC� ~OES DISCRETIZADAS

O reservat�orio foi discretizado usando malhas de Voronoi e as equa�c~oes aproximadas

foram obtidas atrav�es do m�etodo dos volumes �nitos. Fig. 1 indica um volume de controle

t��pico de Voronoi. Integrando a Eq. (9) no volume de controle da Fig. 1 e no tempo,

obt�em-se

Z
t

Z
V

@

@t

 
�
Sp

Bp

!
dV dt =

Z
t

Z
V
r � [�prP ]dV dt+

Z
t

Z
V
qpdvdt (12)

3



e aplicando o teorema de Gauss para o primeiro termo no lado direito da Eq. (12), a

seguinte equa�c~ao �e obtida

Z
t

Z
V

@

@t

 
�
Sp

Bp

!
dV dt =

Z
t

Z
A
�prP � d ~A+

Z
t

Z
V
qp (13)

onde d ~A �e o vetor �area elementar. Realizando a integra�c~ao da Eq. (13) no volume de

controle i e representando t+ dt by n + 1 a seguinte equa�c~ao impl��cita �e obtida,

 
�V

�t

Sp

Bp

!n+1

i

�

 
�V

�t

Sp

Bp

!n

i

=
NvX
j=1

Tij�
n+1
ij (P n+1

j � P n+1
i ) + qn+1p (14)

Figura 1: Volume de controle de Voronoi

O termo Tij �e um produto de termos geom�etricos e da permeabilidade absoluta e �e

conhecido como fator de transmisibilidade, sendo dado por,

Tij =

 
b h K

d

!
ij

(15)

onde d �e a distância do volume i para o volume vizinho j, h and b s~ao a altura e a largura

da face ij, respectivamente e k �e permeabilidade absoluta na interface ij.

5. EXPERIMENTOS NUM�ERICOS

Todos os resultados que ser~ao apresentados nesta se�c~ao foram obtidos com os seguintes

crit�erios de parada de uma itera�c~ao no m�etodo Quase-Newton ou Newton Inexato: 68:93

kPa para as corre�c~oes de press~ao e 5 � 10�3 para as corre�c~oes de satura�c~ao. Ainda com

rela�c~ao ao m�etodo de Newton Inexato, foi usado como acelerador de convergência para
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Figura 2: Malha hexagonal-h��brida com 445 volumes

o algoritmo iterativo GMRES, (Saad e Schultz (1986)) o precondicionador por fatora�c~ao

incompleta de n��vel 1, ILU(1), (Marcondes et. all (1995)). Como crit�erio de parada no

GMRES foi empregado o seguinte crit�erio: krkk=krok � 10�3, onde krkk �e a norma do

res��duo na itera�c~ao k e krok �e a norma do res��duo inicial. Para o m�etodo de Broyden foi

utilizado m = 20, ou seja, recome�cos a cada 20 itera�c~oes. Em todos os casos testados,

exceto para a malha hexagonal-h��brida com 672 volumes, foi usado como intervalo de

tempo m�aximo �t = 50 dias.

O primeiro caso analisado corresponde a um quarto da geometria �ve-spot. Os dados

f��sicos e geometricos est~ao listados na Tab. 1. A malha empregada �e apresentada na Fig.

2. As curvas de permeabilidade relativa e raz~ao de viscosidade s~ao dados pela Eq. (16).

Krw =
S2

w

M(1� S2
w) + S2

w

; Kro = 1�Krw; M = �o=�w (16)

Tab. 1 - Dados F��sicos e Geometricos do Reservat�orio - Caso 1

Dados do Reservat�orio Condi�c~ao Inicial Propriedades F��sicas

k = 12; 5 � 10�15 m2 Swi = 0; 0 Bo = Bw = 1 a 0 Pa

h = 6; 09 m Pi = 6; 893 � 105 Pa Pc = 0

A = 1; 6� 105 m2 Sor = 0 �o = 10�3 Pa:s

� = 0; 08 �w = 1=M � 10�3 Pa:s

rw = 0; 0914m co = cw = 1; 45 � 10�9 Pa�1

j q11 j=j qw1 j= 1; 10 � 10�4 m3=s

A Fig. 3 apresenta a recupera�c~ao de �oleo adimensional (VOR) nos po�cos diagonal e

paralelo para M=10 e 50. Pode-se observar que os resultados apresentaram uma excelente

concordância com aqueles obtidos pelo m�etodo de Newton Inexato.

A Tab. 2 apresenta dados mais realistas do ponto de vista de reservat�orio de petr�oleo.

O resevat�orio �e composto de oito po�cos, sendo 06 produtores e 02 injetores. As curvas de

permeabilidade relativa e viscosidades s~ao dadas pelas Eqs. (17) e (18), respectivamente.
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Figura 3: Recupera�c~ao dos po�cos diagonal - M = 10 e paralelo - M = 50

Para este caso foram testadas dois tipos de malhas. Uma malha hexagonal h��brida com

672 volumes e uma malha hexagonal com 559 volumes (Fig. 4). A localiza�c~ao dos po�cos

�e a mesma para ambas as malhas.

Tab. 2 - Dados F��sicos e Geometricos do Reservat�orio - Caso 2

Dados do Reservat�orio Condi�c~ao Inicial Propriedades F��sicas

k = 3; 0 � 10�13 m2 Swi = 0; 20 Bo = Bw = 1 a 2:068427 � 107Pa

h = 15 m Pi = 2; 413 � 107 Pa Pc = 0

A = 1; 82� 106 m2 Sor = 0; 20 co = cw = 7; 25 � 10�12 Pa�1

� = 0; 30 qp1 = qp3 = �9; 2� 10�4 m3=s

rw = 0; 122 m qp2 = �1; 1� 10�3 m3=s

qp4 = �5; 52� 10�4 m3=s

qp5 = qp6 = �7; 36� 10�4 m3=s

qi1 = 2; 94 � 10�3 m3=s

qi2 = 2; 024 � 10�3 m3=s

Krw = (Sw � 0:2)(�250S2

w + 325Sw � 55)=27; Kro = 1�Krw (17)

�w = 10�3(1 + 1:45� 10�12(P � 1:37� 107)); �o = 1:163�w [Pa:s] (18)

Para a malha hexagonal-h��brida da Fig. 4 foi observado oscila�c~oes nos cortes de �agua,

curvas de recupera�c~ao, etc. Neste caso, foi necess�ario reduzir o valor de �tmax. Solu�c~oes

�sicamente consistentes s�o foram obtidas com �tmax = 3 dias. Este fato deve ser explicado

considerando a natureza da matriz Jacobiana, que �e bastante esparsa devido ao elevado

n�umero de po�cos radiais. Foram realizados alguns testes com a fatora�c~ao incompleta

maior do que 1, sem contudo ter-se obtido convergência para �tmax = 50 dias. Solu�c~oes

�sicamente consistentes s�o foram obtidas para �tmax = 3 dias. Testes est~ao, no momento,

sendo realizados na tentativa de melhorar a performance do m�etodo. A Fig. 5 apresenta

curvas de corte de �agua no po�co 5 para as malhas hexagonal e hexagonal-h��brida. Os

resultados s~ao apresentados para o corte de �agua por ser este parâmetro mais sens��vel a
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Figura 4: Malhas hexagonal com 559 volumes e hexagonal-h�ibrida com 672 volumes

evolu�c~ao da solu�c~ao. Pode-se notar que novamente a concordância do Quase-Newton com

o Newton Inexato �e bastante pr�oxima.

Figura 5: Recupera�c~ao do po�co 5 - Malhas hexagonal e hexagonal-h��brida

6. CONCLUS~OES

O presente trabalho aplicou o m�etodo Quase-Newton de Broyden para a solu�c~ao de

problemas de reservat�orio de petr�oleo usando malhas n~ao- estruturadas de Voronoi. Os re-

sultados foram comparados com solu�c~oes usando o GMRES com uma fatora�c~ao incompleta

e mostraram uma excelente concordância. No entanto, veri�cou-se que o Quase-Newton

foi bastante sens��vel a estrutura da malha, o que por sua vez afeta sobremaneira a estru-

tura do Jacobiano. Testes est~ao sendo realizados na tentativa de evitar a divergência da

solu�c~ao com intervalos de tempos maiores, e portanto, melhorar a e�ciência do m�etodo.
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