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Resumo

Este trabalho apresenta um nova metodologia para se determinar a rigidez equivalente de
secgOes retas de vigas e o respectivo fator de perda. Entre essas estruturas, enfatizam-se cabos
utilizados nas linhas de transmissdo elétrica. Para se mensurar tais parametros, fez-se uso de
trés model os mateméticos. O primeiro € um modelo com dois graus de liberdade. O segundo é
baseado no método dos modos assumidos. O terceiro e Ultimo, no método dos elementos
finitos. Um dispositivo muito semelhante a um neutralizador de Stockbridge foi utilizado nos
experimentos. Este dispositivo € agui chamado PED (Péndulo Eléstico Duplo). Funcdes
Resposta em Freguéncias (FRF) foram obtidas dos PED’s e gjustadas a0 modelo tedrico
obtido através da modelagem. Uma funcdo objetivo, definida a partir do modelo tedrico, é
minimizada por meio de técnicas de otimizagdo ndo-linear. Os resultados numéricos dos trés
model os séo comparados e discutidos.
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1. INTRODUCAO.

Caracteristicas de rigidez a flex&o de secBes retas de vigas e fator de perda estrutural sdo
de dificels avaliagdo, quando se consideram secdes complexas, como as de cabos trancados e
de estruturas compostas metal-elastdmero. Por exemplo, 0 amortecimento intrinseco de cabos
ACSR (Aluminum Conductor Steel Reinforced) é fator importante para o projeto de linhas de
transmissdo de energia el étrica.

N&o raro, o amortecimento de cabos € fornecido pelo decremento logaritmico medido em
um certo vao experimental. Isto € errado, ja que o decremento logaritmico ndo é uma medida
intrinseca do cabo, mas um parametro estrutural que leva em conta o tamanho do véao, entre
outros fatores. O decremento logaritmico € um parémetro estrutural, ndo material.

Neste trabalho, modelos de otimizacéo ndo-linear sdo desenvolvidos para a identificacéo
da rigidez complexa equivalente da secéo reta de uma viga, como por exemplo, um cabo
trancado.

A rigidez complexa equivalente € um nimero complexo que contém os parémetros de
rigidez aflex&o da secdo reta e o fator de perda.



2. GENESE E CONCEITOSIMPORTANTES.

A necessidade de conhecer e controlar vibragdes é tdo antiga quanto os primeiros estudos
em matemética. Um dos primeiros a estudar fendmenos vibratorios, segundo Dimarogonas
(1990), foi o filésofo grego Pitagoras de Samos (570-497 a.C.), que estudou vibragdes em
cordas e 0 som provocado por elas. Cabos de linhas de transmisséo estdo incessantemente
sujeitos a acdo de ventos e outras intempéries. Os ventos, ao incidirem nos cabos, podem
produzir uma excitacdo por desprendimento de vortices, 0 que proporciona uma oscilacdo
indesgdvel no mesmo. Esses vortices sdo conhecidos como voértices de von Karman e as
oscilagBes geradas, como vibragdes auto-excitadas, Teixeira (1997).

O amortecimento do cabo é fator importante para minimizar a sua vibracdo edlica. O
amortecimento do cabo é representado pelo fator de perda (n). Lazan (1968) conceituou
amortecimento estrutural e material . Uma outra grandeza de dificil cdmputo em cabos e
outras secOes é a rigidez a flexdo (El). Ta grandeza é normalmente calculada através de
formulas empiricas, aproximadas e de dificil confirmacéo, Silva Neto (1999). A importancia
de tais grandezas € fundamental no projeto das linhas de transmissdo e na construcdo de
neutralizadores de Stockbridge, pois tanto em um caso como no outro, a presenca de baixo
amortecimento € de natureza danosa a vida Util dos mesmos. Necessita-se, assim, de conhecé-
los.

O conceito de rigidez complexa é de grande importancia para um melhor entendimento
deste trabalho. Sua origem reside na modelagem de materiais viscoel asticos, sendo 0 médulo
de elasticidade uma grandeza complexa (E) e o fator de perda, uma grandeza real, Snowdon
(1969) e Espindola (1987). Ambos variam com a freqiiéncia e a temperatura, equacdes (1) a

(3).

E(Q0)=E(Q,0)+IE(Q0) (1)

ou E(2,8)=E, (Q,0)@+in(2.8)), 2
_E(Q8)

onde, I7(_Q,9 ) - m (3)

Verificase que a energia dissipada e a resposta harmdnica em estruturas reais ndo
mostram uma proporcionalidade com a freqiéncia. Tal dependéncia existe ssim, mas com uma
lel bem mais complexa. Esta relacdo é constatada de forma experimental. No caso de
estruturas ndo compostas com materiais viscoel asticos, ou em que estes trabalhem na regiéo |
(de alta resiliéncia), esta dependéncia € muito pegquena, de sorte que pode ser desprezada
Snowdon (1968). Neste caso, tanto o médulo de elasticidade, quanto o amortecimento, podem
ser escritos da seguinte forma:

E=E{+in ) (4)
e
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3. MODELAGEM E DESENVOLVIMENTO.
3.1 Modelo de Dois Graus de Liberdade.

Este model o consta de uma viga sem massa e engastada em uma base, com uma massa de
sintonia na extremidade, esta sujeita a movimentos de translagdo e rotagdo (fig.1). A matriz de
rigidez, o vetor de coordenadas generalizadas e arigidez a flex&o sdo, respectivamente, K, q e
El e s8o expressos abaixo.
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Figura 1 - Representacdo fisica para 0 modelo com dois graus de liberdade

Na expressdo acima, tem-se:
n - fator de perdado “ material” daviga;
my, - metade da massa da base;

M. - massa do corpo (massa de sintonia);

Jc. - momento de inércia do corpo de sintonia em relacdo a um eixo normal ao plano do papel
passando pelo centro de gravidade G;

e - distancia desde o fim da viga ao centro de gravidade da massa de sintonia;

0a(t) - coordenada do deslocamento da massa de sintonia, no ponto de engaste da viga;

0(t) - coordenada da rotacéo da massa de sintonia;

y(t) - deslocamento da base;

f(t) - forca excitadora.

As energias cinética e potencial sdo:
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Substituindo em (7) e (8) as equactes de Lagrange, obtém-se:
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resultado que pode ser escrito na seguinte forma:
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Fourier transformando ambos os membros das expressdes (10) e ap6s algumas
mani pul agbes al gébricas, tem-se a expressdo da massa dindmica (FRF):

— F(-Q) — 2Tl N2 -1 (11)
M(Q)= @) - (m, +m )+Q’m [-Q*M +K]"m

onde F(Q) e Y (Q) so transformadas de Fourier de f(t) e y(t), respectivamente.

A obtencdo numérica da inversa de — Q*M + K, contida na equacdo (11), de forma direta
ndo é recomendavel, pois na regido de ressonancia pode-se ter mal condicionamento. Optou-
se, entdo, por uma expressdo da massa dindmica como escrita abaixo

M(Q)=(m, +m )+ Qm o[- Q% + Al "d™m (12)
onde @ é amatriz modal e A amatriz espectral do problemaKg=AM¢@.
3.2 Méodo dos M odos Assumidos.

Neste método o sistema fisico € modelado com n graus de liberdade, cada grau
representado por uma funcBo especia ¢, (x),j=1,n. A massa da viga é considerada
distribuida e uniforme:

0 (xt) = y(t)+9(t)X+Z_ W (x4 () . (13)
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Figura 2 - Modelo fisico para 0 método dos modos assumidos

Em (13) tem-se:
w(x,t) - deslocamento total da viga na coordenadax,

y(t) - deslocamento da base,
O(t) - rotagdo da base,
A figura 2 mostra, adicionalmente,
f,(t) - componente da forca excitadora responsavel pelatranslago,
f,(t) - componente da forca excitadora responsavel pelarotaco.
Tal qual no modelo de dois graus de liberdade, aqui também fez-se 0 uso das equacdes de

Lagrange. As expressdes das energias cinética e potencial sdo:

1. @w(Lt)d

T-—I ()WE +1mg_[w(Lt)]+ew(Lt)D+ N L
e
V=V, (t)-f, (t)y{)- f,(t)ek) (15)

onde L é o comprimento davigae w'(x,t) é aderivada espacial de w(x,t)

No presente modelo, avariavel 6(t) é tomada zero, pois considera-se que a base ndo esta
sujeita a momentos torcionais e que o sistema € simétrico, o que simplifica o sistema de
equacoes:



Oa m 0 0 oyOo of,0
U
0
M SR L (16
EE ‘0o'o 0'o
0 0
Hnn rnnl knl knn DB%E EOE
Na forma particionada, tem-se
M, : 2Dl]yD D< E K,(Oyd Of,0
0 : O_0 O 17
O ~0=0-0
M, qH X, : &,qH HoH

Ao se aplicar a transformada de Fourier em (17) e levar a cabo algumas manipulacoes
algébricas, obtém-se a seguinte expressao para a massa dinamica:

M(Q)=M, +Q°M,0[- Q% +A]"o™M,. (18)
3.3 Método de Elementos Finitos.

Para este método adotou-se 0 modelo de viga Euler-Bernoulli. A vigafoi divididaem dez
elementos, cada elemento com dois graus de liberdade por né, desprezando-se os esforcos

cisalhantes. A partir das matrizes de massa (m) e rigidez (k) el ementares, monta-se a equacéo
geral do movimento:
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e+ (m, +m,) Y = £ (1)

Em (19) p é a densidade do material da viga, h o tamanho do elemento e A a area da secéo
reta daviga. Mgr e Kgr S80 as matrizes globais particionadas. Estas sdo obtidas a partir das
equactes de Lagrange. O vetor mt € resultante do desacoplamento, ou melhor, da particdo das
expressdes obtidas. u(t) € o vetor de coordenadas generalizadas. Feito isto, eliminam-se as
duas primeiras linhas e colunas das matrizes de massa e rigidez global, pois as componentes
uy(t) e uy(t) assumem o valor zero, por estarem fixas a base. Entdo, o novo sistema de
equactes reduzido &



%\/I o U +mt y(t) + K ut) =0

T (21)
Emt G +(m, +m)y(0) = (1)

onde M, , K. emt s asnovas matrizes globais e 0 novo vetor resultante particionado. O

vetor de coordenadas generalizadas também é reduzido, e passa a ser escrito u'(t), sem as
respectivas componentes que assumiram valor zero. Como nos itens anteriores aplica-se a
transformada de Fourier e, apés uma breve manipulagdo algébrica, tem-se a massa dindmica
através do modelo de elementos finitos.

M(Q)=(m +m)+Q’mt @, (-2 +y oL mt (22)

4. FUNCAO OBJETIVO OU CUSTO.

Nesta etapa foi criada uma funcéo objetivo a ser minimizada por técnicas de otimizacéo
ndo linear. O método utilizado foi o da variavel métrica ou DFP (Davidon-Fletcher-Powell).
Para compor a funcéo objetivo foram utilizadas duas FRF's, uma experimental e a outra
tedrica (modelagem matemética). A curva experimenta utilizada foi obtida do ensaio de um
neutralizador de Stockbridge, este utilizado como PED por uma questéo de facilidade.
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Figura 3 - As figuras acima sdo o neutralizador utilizado como PED (figura a
esguerda) e sua respectiva funcéo resposta em freqiiéncia obtida experimentalmente
(figuraadireita).

A diferenca ente 0 modelo tedrico e o experimenta € o erro (24):

E(Q)=m(Q)-M(Q), (24)

onde M(Q) é a massa dinamica, expressdes (12),(18), ou (22), conforme o modelo usado.

M(Q) éaFRF medidae E(Q), o erro. A fungdo custo (objetivo), a ser minimizada sera:
f(x,Q) =E(Q).E"(Q), (25)

onde x é um vetor de projeto, dado por

x:@,Jc,Elr,Eli,Ai,Af,nl,nz,R,RU. (26)



Neste vetor, o indicer significa partered, i, a parte imaginaria e os nimeros 1 e 2, referem-se
ao primeiro e segundo modos. R significaresiduo.

4. RESULTADOS E CONCLUSOES.

As FRF's (massas dindmicas) foram obtidas pela excitacdo, na raiz do Stockbridge, e
concomitante medi¢cdo, no mesmo ponto, da acel eracéo.

Os resultados dos trés modelos, para os dois primeiros modos, sdo virtualmente iguais
(vide tabela 1, fig. 4 e 5). Construiram-se outros PED’s, de ago, nylon e aluminio de rigidez
El, j& previamente conhecida. Este parametro (bem como o fator de perda) foi identificado
com resultado excepcional. Esses Ultimos resultados s&o aqui omitidos, por brevidade.

Tabela 1 - Tabela comparativa dos métodos utilizados, com os parémetros mais importantes.

El, |EN(10?%) | &10%) [ J(10% | n (0% | A ni(10% | A, | (107
DGL [3,6196[1,9807 86709 |0,3782 |[54721 [19,3871 |0,4973 [89,355 |1,1554
MA [37079[20699 [83825 |0,8674 |55824 |19,3775 |0,4557 |89,352 |1,1895
MEF |3,7336[2,0277 [851703 [0,3843 [5,4310 |19,3320 |0,2578 |89,201 |1,3072
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Figura 4 - Grafico comparativo entre a FRF experimental e as obtidas pelos métodos
apresentados. Note-se a perfeita superposi ¢céo dos resultados dos vérios métodos.
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Figura 5 - Graficos com maior resolucdo do modos identificados. (a) primeiro modo,
(b) segundo modo )
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