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Resumo

Uma formulag@o no dominio da fregiéncia foi desenvolvida para o calculo das respostas de
sistemas dinamicos sujeitos a condi¢des iniciais (deslocamentos ou velocidades). Analisou-se
0 sistema massa-mola-amortecedor com 1 grau de liberdade e a corda esticada fixa nas
extremidades , ambos com amortecimento viscoso. As equagdes do sistemma massa-mola-
amortecedor e da corda vibrante (equacéo da onda) no dominio do tempo foram transportadas
para o dominio da freqiiéncia com o uso da Transformada Répida de Fourier (FFT). O método
dos elementos finitos foi usado para resolvé-las, obtendo-se os deslocamentos no dominio da
fregiéncia. Calculou-se a Transformada Inversa Répida de Fourier (IFFT) destes
deslocamentos determinando-os no dominio do tempo (resposta final). Os resultados foram
comparados com outros existentes na literatura e considerados plenamente sati sfatorios.
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1. INTRODUCAO

No presente trabalho dois exemplos bésicos sdo considerados. O primeiro retrata 0 caso
cléssico do modelo massa-mola-amortecedor com um grau de liberdade (1 GL) que é o ponto
de partida para os demais problemas de vibragdo. O segundo se refere ao estudo da corda
vibrante em uma dimensdo (1 D), base para os estudos de propagacdo de ondas €l asticas.

Séo feitas as suas analises no dominio da fregliéncia quando se consideram condicles
iniciais ndo-nulos, quer sgja no deslocamento ou na velocidade. A passagem do dominio do
tempo para o dominio da frequiéncia € feita usando-se a transformada de Fourier. Com isto o
problema pode ser resolvido pelo Método dos Elementos Finitos chegando-se a resposta no
dominio dafregliéncia, em termos de deslocamentos. A solucdo final € calculada ao aplicar-se
a transformada inversa de Fourier nesta resposta, obtendo-se o deslocamento no dominio do
tempo.

O caso do sistema massa-mola-amortecedor jafoi resolvido por Mansur et al. (1998), que
resolveram o0 problema usando a transformada implicita de Fourier (ImFT) e linguagem
FORTRAN. No presente trabal ho foi usada a linguagem MATLAB" vers3o 5, que contém a
fungdo FFT (Fast Fourier Transform) incluida em sua biblioteca de funcfes, assim como a
IFFT (Inverse Fast Fourier Transform).



O segundo caso, que trata da corda vibrante no dominio da freqliéncia e com condicbes
iniciais, ainda ndo havia sido estudado. Paratal, a cordafoi discretizada e usado o Méodo dos
Elementos Finitos com o objetivo de resolver a equacdo da onda no dominio da fregiéncia
(Equacdo de Helmholtz). A programacdo foi realizada em linguagem MATLAB" versdo 5.

Para 0 sistema massa-mola-amortecedor a validagéo foi feita com a solucdo analitica
Para o outro foi utilizado um programa (wave.m) proposto por Cooper (1998) disponivel na
Internet, que resolve a equacdo diferencial da onda, com condicBes iniciais, pelo Método das
Diferencas Finitas.

2.0 SISTEMA MASSA-MOLA-AMORTECEDOR COM UM GRAU DE
LIBERDADE (1 GL)
2.1. No dominio da frequiéncia, sem condicesiniciais
Supondo que o sistema massa-mola-amortecedor (1GL) tenha massa m, constante de

rigidez k e coeficiente de amortecimento c¢ (ver figura 1), a equacdo de equilibrio no dominio
do tempo resultaem :
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Figura 1. O sistema massa-mola-amortecedor com 1 GL.

mx(t) + cx(t) + kx(t) =f(t) 1)

A solucdo da equacdo (1) ao se considerar auséncia de forca externa f(t) esta relacionada
com o problema de vibragéo livre e pode ser encontrada em Clough & Penzien (1993).

A equacéo (1) pode ser rescrita como :

mx(t) + 2moa,Ex(t) + kx(t) = £ (t) )
Aplicando-se a Transformada de Fourier em (2) chega-se a:
(— w?m + 2icE Moy, + k)><(oo) = Fw) A3)

sendo X (w) e F(w) o deslocamento e aforga no dominio dafrequiéncia, respectivamente.
O inverso do termo entre parénteses da equacdo (3) € denominado Funcdo Complexa de
Resposta em Freguéncia (FCRF) ou Funcdo de Transferéncia e € ssmbolizada por H (w). Logo

H(u)) = (— w’m+ 2iEmwy, + kyl (4
X(@) = H(w)H«) (5)

Apbs se resolver a equacdo (5) calcula-se a Transformada Inversa de Fourier de X (w) para
chegar-se arespostafinal, ou sgjax (t).



Os passos para esta solucéo séo descritos a seguir :

a ) fazer uma extensdo periddica do carregamento f (t). Uma boa aproximagao para este
periodo (Ty) foi proposta por Filho (1994) sendo a seguinte :
_ 4,605
= (6)

g
b) discretiza-se o periodo e aforcaem N pontos (poténcia de 2), obtendo-se os vetores :
th ={to,t,ta, . tnye -2, tn-g cOM N=0,N-1

p

e fo={fo.fn.f2,.,fp o fno2.fnogd cOM N=0,N-1.
c) calculase aFFT def, , obtendo-se o vetor F, , ou sgja:

Fl’l :{FO,FJ_,FZ,...,FH,..-,FN—21FN—]}

d) o intervalo da discretizacdo da freguiéncia tem um valor maximo (Nyquist), ou sgja
Wmax = ﬁ . Ointervalo entre 0 e wx € discretizado em N/2 pontos.

e ) cacula-se o vetor H, para estes N/2 pontos e os que faltam sdo 0s seus complexos
conjugados, totalizando os N pontos de H,, . Apenas os termos Hy e Hy/2 S80 reais e para 0s
demais existe a seguinte correspondéncia :

Hn-n = conj(H,,) paran=N/2+1,N/2+2, N/2+3,.. N-1,

f) calcula-se o vetor X, de dimenséo N, sendo

Xn(eon) = Hn(wn)Fa(an) (7
e Xp={X0. X1, X2, Xpyoo e, XN=2, X N1 (8)

g) caculase a IFFT de X, obtendo-se o vetor x, , resposta final do sistema sujeito ao
carregamento fp,, ou sgja um vetor com dimensdo N e tempo até o periodo estendido Ty, :

Xp ={X0s X1 X100 s X e XN=20 X N1 (9)
2.2 No dominio da freqUéncia com as condicdesiniciais

A contribuig3o do deslocamento inicial x(0)=xq ser obtida adicionando-se a ele o efeito
de umaforcalinear estética- fo, ou sgja:

—fo = —kXO (10)

Trata-se a forca -fp como se fosse uma forca externa e procede-se do mesmo modo
descrito anteriormente. O periodo estendido desta forca devera ser tal que a sua influéncia
sobre a resposta final seja desprezivel. Como ela é do tipo degrau um periodo do tipo Ty, da
equacdo (6) é suficiente para que o deslocamento segja considerado constante e igual a x(0)
emt = T,. ApOs este tempo considera-se que 0 movimento é de vibraggo livre, o que leva o
deslocamento ao repouso apés outro periodo T, . Sendo assim, o valor final para o periodo
estendido da forga -fo € de 2T, sendo na primeira metade -fo = - k x(0) e na segunda metade -
fo =0.

A resposta (Xq) devida ao deslocamento iniciad serd a soma do resultado obtido
considerando -f, como forca externa (Xsp) € um vetor deslocamento inicial xpo , que tem como
valor x(0) até os N/2 primeiros elementos e os demais nulos. Logo :

Xd = Xfo+t Xno (11)

A parte correspondente a velocidade inicial € considerada como a mesma devida a um
impulso de intensidade mxg, logo

x, = mx(0)h (12)

Sendo assim pode ser considerada umaforca externa de valor



_ mx(0)

fq At 0 (13
sendo & um vetor de dimensdo N com o primeiro elemento unitario e os demais nulos.

Analogamente ao que foi exposto com relacdo a fp deve ser feito com f;, obtendo-se a
resposta devidaavelocidade inicia (xy ).

A solugdo final correspondente a0 sistema massa-mola-amortecedor 1GL, com
amortecimento viscoso e com condicdes iniciais (deslocamentos e velocidades), no dominio
dafregiénciavae:

X =Xq+Xy (14)

3. A CORDA VIBRANTE - EQUACAO DA ONDA EM UMA DIMENSAO (2-D)
3.1. No dominio do tempo com amortecimento viscoso

Ao se considerar o elemento diferencial da corda esticada como na figura 2 que esta fixa
em ambas as extremidades, aequacdo governante do problema é a equacdo da onda

2 2
a—g—%a—;’:f(x,t) (15)
ox= cg ot
onde ¢, éavelocidade de propagacdo daondae T é atensdo na corda.
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Figura 2. Elemento diferencia da corda esticada

Para se considerar a existéncia de amortecimento viscoso (coeficiente {) no sistema deve-
se acrescentar um termo na equacdo (15) que representa uma forca dissipativa de energia,
segundo Chin (1994), ou sgja:

2 2
OV g L0 _gixn) (16)

ox? ot cot?
3.2. No dominio da frequiéncia, sem condig¢Besiniciais

Aplicando-se a Transformada de Fourier em (16) obtém-se a seguinte equacdo, no
dominio dafregiéncia:
2 2
oY \2( —iaY +w—2Y = F(x,w) (17)
0x cH
ondeY (x,w) e F (x,w) sdo as Transformadas de Fourier dey (x,t) e f(x,t), respectivamente.
A equacdo (17) pode ser rearranjada, resultando em :

2 2 0
%+§2—%—iw{@( = F(x,w) (18)



A equacdo (18) é chamada de equacdo de Helmholtz generalizada e pode ser resolvida
pelo Método dos Elementos Finitos (MEF).

Supondo que o dominio tenha sido discretizado em NE elementos (NN pontos nodais) ,
tem-se:

NE NE
ZJ'%‘?W a—Y+Wk2Yde: > [WiFdx (19)
St 0X 0X =

onde J’ significaintegracdo em cadaelemento e k € o nimero de onda complexo, ou sgja

E

e
<=0z 7P )

O termo do lado direito da equacdo (19) pode ser transformado em cargas nodais
equivalentes . Os dois termos dentro dos parénteses de (19) geram matrizes de rigidez [K] e
de massa [M], respectivamente. Cada elemento de comprimento | tem uma matriz [KE] e
outra[ME] (2x2), aele relacionadas. Logo :

01 10 Ck2le k2|eg
D’ 0 G— —
KE 'e le ME 6 O 21
[<E] = 1% [ME] = EI<2Ie k2lel )
Dle le(] E 6 3 E

Fazendo-se a superposicéo de todas as matrizes [KE] e [ME] obtém-se as matrizes de
rigidez global [K] e de massa global [M], respectivamente.

A solucéo do problema de elementos finitos é feita pelo seguinte sistema de equacdes :

[A{Y} = b 22)
onde [A] =[K] {M e {Y} é o vetor que contém as incognitas do problema, ou sgja os
deslocamentos nos nés. O vetor de termos independentes {t} € formado pelas cargas nodais.
As dimensdes sdo as seguintes : [A](NNXNN), { Y} (NNx1) e{b}(NNx1).

Ao se aplicar a FFT em f (x,t) o periodo deve ser estendido até 2 T,, como no sistema
massa-mola-amortecedor. Como o primeiro modo de vibracéo € o que mais contribui para o

deslocamento pode-se ter uma boa aproximagéo para Ty, = 4é605|' sendo :
TCo
L = comprimento da corda; ¢, = velocidade de propagacdo da onda; e { = taxa de
amortecimento viscoso. Mas & = = = r _ ¢ _% Logo :
Cc om0 2pmcy 2T
Tp = —9’23 (23)
(CH

A solucdo da equacdo (23) fornece para cada frequéncia (total de N) um vetor com NN
elementos, formando-se a matriz [Y](NxNN). Aplicando-se a Transformada Inversa de
Fourier nas colunas de [Y] obtém-se a resposta final [y] que serd uma matriz de dimenséo
(NxNN), sendo cada coluna representativa do deslocamento de um ponto nodal da
discretizagdo em elementos finitos. As N linhas significam o tempo estendido até 2T ..



3.3. No dominio da frequéncia, com condicdesiniciais

A contribuicéo do deslocamento inicial pode ser obtida ao se considerar uma forga linear
eléstica{-fo}, ou sgja:

{~fg = {K]{xq (24)
onde [K] = matriz de rigidez global; e { xo} = vetor de deslocamento inicial.

{Xo} deve conter todos os deslocamentos iniciais dos pontos nodais adotados pelo MEF.

A forca {fo} deve ser estendida até 2T,. Na primeira metade (entre O e T,) ela deve ser
constante para cada ponto nodal. Na segunda metade, (entre T, e 2T,) ela deve ser nula. Logo
forma-se uma matriz [-fo] com os elementos da primeira linha repetidos até a linha N/2, ou
sgja o vetor {-fg} formara cada linha de [-fg] até N/2. Os demais elementos de [-fo] serdo
nulos.
Logo:

(25)

Calcula-se a FFT de [-fo] (NXNN) achando-se [-Fo] (NXNN). Resolve-se entéo a equacao
de Helmholtz generalizada, para cadafreqiéncia:

0 on +k2vg, =[-Rolk] (26)
ax

Calcula-se uma matriz resposta [Y ;o] (NXNN) usando-se 0 MEF. Aplicando-se a IFFT em
[Yio] obtém-se a matriz [yo]. A solucdo fina [yq] para o caso de deslocamento inicial é a
soma de [yi] com a matriz [yno] formada pelo vetor {xq} repetido até a linha N/2, sendo as
demais nulas. Logo

[val = lyso |+ yng] 27)
Quando as condigdes iniciais forem do tipo velocidade pode ser feita a mesma analogia
do sistema massa-mol a-amortecedor, ou sgja:

f, = LXO 5 (29)
coAt

A forca f, deve ser aplicada em cada ponto nodal, formando entdo a primeira linha da
matriz [f,](NXNN). As demais linhas de [f,] ser0o nulas. Logo :

gfv} U linhal

[fv] = linhas (29)
a{q @

Procede-se entdo com [f,] da mesmaforma que foi realizado com [-fg], ou sgja calcula-se
aFFT de[f,] obtendo-se amatriz [F,]J(NXNN). Logo :

d va

x>
Resolve-se a equacdo (30) para cada frequéncia pelo MEF obtendo-se [Y,](NXNN).
AplicasealFFT em[Y,] e chega-se asolucéo final [y,] para o caso davelocidadeinicial.

wk2¥;, =[] (30)



A resposta final considerando-se as condicOes iniciais (deslocamentos e velocidades) € a
somadas parcelas [yq] e[yv]. Logo:

vi] =[yd {vd (30)
4. EXEMPLOSDE APLI CACAO

Exemplo 1 : Considera-se um sistema massa-mola-amortecedor m = 3 kg; k = 2700 N/m.
e =5%. Tem-se que T, = 3,07 s. Pode-se adotar entdo 2T, = 6,40 s, com N = 1024 e At =
0,00625 s. Sendo o deslocamento inicial Xg = 0,02m e a velocidade inicial vg = 0,1 m/s o
resultado estd mostrado nafigura 3 e comparado com a solucéo analitica.
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Figura 3. Solucdo do exemplo 1 : @) Presente Método O ; eb) Analitica [.

Exemplo 2 : Cordafixa nas extremidades com as seguintes caracteristicas: co = 1 m/s,
L = 10m; ¢ = 0,10; deslocamento e velocidades iniciais obedecendo as seguintes fungoes,

respectivamente : Xg = 10‘3senBTr[XE e Vg = 1073 senB’%(EL Com isto tem-se 2T,=1842 s.
gL . gL .

Para facilitar foi adotado 2T, = 2048 s. A massa para cada ponto nodal vale m=p |, sendo
leVo
C%At
programa proposto por Cooper [1998], que calcula o problema no dominio do tempo, usando
0 Método das Diferencgas Finitas. A freqiiéncia fundamental é a que mais contribui para o

as forgas nodais q = 0. O resultado do método foi comparado com o calculado pelo



movimento e a que determina o periodo de oscilagdo (1) da corda vibrante. Logo
2 21

Os resultados obtidos pelo programa de Cooper e pelo método proposto estdo mostrados
nafigura4 para os tempos de 0, 10, 20, 30 e 40 segundos.

v 10 Evolugdo da corda

“ariavel dependente y (m)

“ariavel independente x {m)

Figura 4. Solucéo do exemplo 2 : @) Presente Método * ; e b) Cooper [ .

5. CONCLUSOES

A0 se observar os exemplos 1 e 2 onde estdo plotados os resultados obtidos pelo presente
método, a solucdo analitica para o sistema massa-mola-amortecedor e a solugdo proposta por
Cooper (1998), pode-se concluir que o presente método € plenamente satisfatorio.
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