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RESUMO

O presente trabalho € um estudo de uma placatriangular e outraretangular em balancgo, de
comportamento linear, a fim de se compararem as freqiiéncias naturais obtidas pelo método de
elementos finitos via residuos ponderados com resultados experimentais. Para se redlizar os
ensaios experimentais foram construidas bancadas numa base de concreto para impor a
condicdo de engastamento rigido e indeslocavel. As placas em estudo possuem dimensoes:
triangular, no eixo x 0,80 m, eixoy 0,70 m e espessura 0,003 m; retangular, no eixo x 0,72
m, eixo y 0,70 m e espessura 0,003 m. O material da placa utilizada € de ago. Fixando-se a
placa triangular em balanco na base de concreto, e utilizando um analisador de fregliéncia
interligado a um acelerbmetro e com a excitacdo feita com uso de um martelo apropriado,
foram levantadas as frequiéncias naturais. Repetiu-se 0 ensaio também para a placa retangul ar
0 mesmo procedimento. Os resultados obtidos pelo método de elementos finitos em estudo,
foram comparados com resultados obtidos pelos ensaios. Comparou-se também com
resultados obtidos pelo software comerciad ANSY'S, os dois casos de placas apresentaram
excelentes resultados.
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1. INTRODUCAO

O Método dos Elementos Finitos € um procedimento para discretizacdo dos continuos da
Fisica Matemdtica. A solucdo analitica de equagdes diferenciais € substituida por uma
aproximagdo constituida de uma superposicao de funcdes coordenadas, cujos parametros sao
determinados e aplicando-se o0 Método dos Residuos Ponderados. Para que o estudo de
método numérico tenha confiabilidade em seus resultados, comparou-se com resultados
obtidos através de ensaios experimentais e também com o software comercial ANSY S para
mostrar a eficiéncia do método utilizado e do programa desenvolvido em linguagem Pascal .



2. EQUACAO DIFERENCIAL DO MOVIMENTO DASPLACAS
2.1 Hipoteses

No desenvolvimento da equacéo diferencial do movimento serdo admitidas as seguintes
hipéteses:

a - Peguenas deformacgoes e deslocamentos,

b - Retas normais ao plano médio da placa permanecem normais a esse plano apés a
deformacéo;

¢ - O valor datenséo oz - tensdo normal ao plano da placa - € desprezivel quando comparado
aos valores de ox e ay;

d - Carregamentos somente normais ao plano médio da placa indeformada.

2.2 Relagbes deslocamentos-defor magoes
Dateoriada elasticidade linear, tem-se:

ex=M oy = oy =M Y (1)
ox ay dy ox

2.3 Esfor gos solicitantes
Figura 1 mostra um elemento de placa de espessura h e de dimensbes dx e dy, onde os

eiXos X ey estdo situados no plano neutro da placa. O carregamento dinamico q(x,y,t) presente
na figura considerada € transversal a placa e possui dimenséo de forca por unidade de area.
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Figura 1. Carregamento dindmico de um elemento de placa.

Fazendo-se o equilibrio, obtém-se:
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Figura 2. Esforgo cortante e momentos atuando sobre um elemento de placa.
2.4 Equilibrio de um elemento de placa

Equilibrio dos esforcos na direcéo z,
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Substituindo a Eq. (2) na Eq. (3), resulta-se:
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2.5 Condigdes de contorno da placa

Figura 3. Condic¢oes de contorno para uma placa em balanco.
3. METODO DOSELEMENTOSFINITOSVIA RESIDUOS PONDERADOS
3.1 Método dosresiduos ponder ados
A aplicacdo do método dos elementos finitos exige, como condicdo prévia, a

transformacdo da equagdo diferencial do movimento em uma equagdo integral equivalente.
Para isso considerando a funcdo y= \(x,y), arbitraria no espago e no tempo, continua e duas



vezes derivavel no dominio da placa e tal que, ao longo de Cd, em qualquer instante, ocorra:

y—Oeﬂzo dondeﬂ—ﬂ:OemCd.
on ox oy

Multiplicando ambos lados da Eq. (3) pela fungdo y e integrando no dominio da placa
resulta:
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Integrando na regido de contorno, resulta:
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Supondo-se uma solucéo aproximada para o deslocamento da placa w (X,y), os esforcos
Mx, My e Mxy poder&o ser calculados através da Eq. (2). Adotando-se a solugdo aproximada
w, aEq. (3), ndo sera satisfeita:
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onde R = residuo no ponto de coordenadas (x,y).
3.2 Discretizacédo da funcéo peso e hipotese de Galerkin

Aplicando-se uma discretizacdo pelo Método dos Elementos Finitos e adotando uma

solucdo aproximada (w) para o deslocamento transversal da placa (w(x,y,t)), da seguinte
forma:

w= nZ(WjNJ1+aJNJ2+ﬁJNJ3)+ i(Wijl-'-aJsz-'_'BiNig) ®)

j=n +1

onde w é o deslocamento transversal, a e 3 sdo rotaces nos pontos nodais, e N sdo funcdes
de interpolacéo.

A hipétese de Galerkin, é quando, as funcfes de ponderacdo serdo as mesmas utilizadas
parafuncdes de forma.



3.3 Formulacao matricial

Substituindo a Eq. (8) naEg. (2), e por suavez na Eq. (6), resulta:
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4 ELEMENTOSFINITOSPARA PLACAS
4.1 Elemento triangular

A numeracdo nodal € anti-horaria e a espessura (h) € constante ao longo do dominio do

el emento.
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Figura 4. Sistema de coordenadas e numeracdo de nos.

4.2 Matrizderigidez

A obtencdo da matriz de rigidez demanda um trabalho consideravel, Joseph et al (1979),
por meio de manipulacdo algébrica obteve-se a expressdo da matriz de rigidez. Utilizou-se a
propriedades do material E = 210x10° Paev = 0,3.
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4.3 Matriz de massa

Substituindo-se o vetor de interpolacdo N, na Eq. (10), obtém-se a matriz de massa do
elemento triangular em estudo. Utilizou-se a propriedade do material p = 7830 Kg/m®.



5. MODOSNATURAISDE VIBRACAO

Um modo natural de vibragdo é aguele onde todos os pontos do dominio do problema
considerado executam um movimento harmonico simples de mesma frequéncia e fase, na
auséncia do corregamento externo. Logo:
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As freqiiéncias naturais foram obtidas utilizando o método de Jacobi.
6. ESQUEMA DOSENSAIOSEXPERIMENTAIS

Uma placa triangular (geometria triangulo retangulo) é fixada numa base de concreto para
impor a condicdo de fixagdo rigida e indeslocavel. Aplicou-se 0 mesmo procedimento para
placa retangular. Um aparelho que medem as frequéncias naturais foi instrumentado como se
mostra na Figura 5, e excitou-se a placa utilizando um martelo de impacto. Apés alguns
segundos o aparelho registra freqiiéncias naturais que estéo citadas nas Tabelas 1 e 3.
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Figura 5. Esquema para obter frequiéncias naturais experimental mente.

7. ANALISE DOSRESULTADOS

Os resultados de freguiéncias naturais obtidos pelo Método de Elementos Finitos (M.E.F.)
utilizou-se divisdo de mahas 4x4 em casos de placas triangular e retangular, foram
comparados com fontes de Leissa (1969), ANSY S, e ensaio experimental.

Tabela 1. FreqUéncias naturais - Placa triangular

FreqUéncias (Hz) wl w2 w3 w4 w5 w6
Leissa 6,88 29,69 - - - -
ANSY S 7,20 28,24 38,64 71,17 93,70 123,69
M.E.F. 7,31 29,39 40,11 74,50 94,39 128,65
Experimental 6,80 28,00 34,40 74,80 93,20 131,00
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Figura 6. Frequéncias naturais de Placa triangular em balanco.

Tabela 2. Desvio percentual — Placa Triangular

(%) wl w2 «3 w4 «5 w6
M.E.F. x Leissa 7,50 1,02 - - - -
M.E.F. x ANSYS 1,50 3,91 3,66 4,47 0,73 3,86
M.E.F. x Exper. 6,98 4,73 14,24 0,40 1,26 1,83
Tabela 3. Frequiéncias naturais - Placa retangul ar
Frequéncias (Hz) wl w2 w3 w4 w5 w6
Leissa 5,20 12,72 31,98 40,96 46,49 -
ANSYS 5,17 13,01 31,93 42,41 47,15 83,59
M.E.F. 5,17 13,03 32,26 42,06 47,12 82,05
Experimenta 5,20 13,20 32,40 41,20 46,00 80,40
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Figura 7. Frequéncias naturais de Placa retangular em balanco.




Tabela 4. Desvio percentual — Placa Retangular

(%) wl w2 w3 w4 w5 w6
M.E.F. X Leissa 0,58 2,38 0,87 2,62 1,34 -
M.E.F. x ANSYS 0,00 0,15 1,02 0,83 0,06 1,88
M.E.F. x Exper. 0,58 1,30 0,43 2,04 2,38 2,01

8. CONCLUSOES

O presente trabal ho teve a preocupacdo de mostrar que o0 método de elementos finitos (via
residuos ponderados), aplicado numa placa em balanco, possuem uma precisdo muito boa de
freqiiéncias naturais como se mostram nas Tabelas 2 e 4. O maior desvio percentua
apresentado no caso de placa triangular foi na primeira e terceira freqiéncias em relacéo
Leissa e Experimental. Em relacdo ANSY S apresentaram desvios bem comportados ficando
abaixo de 5%.

O desvio percentua para o caso de placa retangular, apresentaram de uma forma mais
uniforme, ficando abaixo de 3%. Em particular com relagcdo ao ANSYS, ficaram abaixo de
2%. Portanto o método de elementos finitos em estudo apresentaram freqliéncias naturais
extremamente confidveis principalmente para o caso de placa retangular.
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