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Resumo

O problema de convecgdo forcada transiente entre placas paralelas é resolvido para um
escoamento completamente desenvolvido e em desenvolvimento térmico, considerando-se a
presenca do termo de difusdo axial na egquacdo da energia. A andlise readlizada utiliza a
Técnica da Transformada Integral Generalizada com dupla transformac&o e uma solucéo filtro
puramente difusiva em regime permanente. Esta simulacdo permite uma avaliacéo da variacéo
do nimero de Peclet na situacéo transiente, como também reproduz os resultados disponiveis
na literatura para 0 caso mais critico computacionalmente de nimero de Peclet infinito.
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1. INTRODUCAO

O estudo da conveccdo forcada transiente tem sido objeto de interesse em muitas
pesquisas, devido a sua crescente importancia prética na engenharia, em particular no controle
ativo de equipamentos térmicos. A literatura se mostra bastante vasta em solugdes e
simulacdes para conveccao forcada no interior de dutos para situagdes em regime permanente
(Shah & Bhatti, 1987), em particular para escoamentos laminares. Solugdes analiticas e/ou
puramente numéricas para regime permanente encontram-se facilmente disponiveis para uma
série de situagdes de interesse pratico. Os problemas transientes por sua vez ainda apresentam
desafios e motivagOes tanto sob 0 ponto de vista da proposicdo de algoritmos de solucédo
guanto deinterpretacéo fisica.

Dentre os problemas de convecgdo forcada transiente tratados na literatura recente, as
situacfes de perturbacdes abruptas ou periddicas de alta frequéncia nas condic¢des de entrada e
de contorno dos canais representam casosteste de dificil tratamento analitico e
computacional. Na presente breve revisdo citamos apenas algumas contribuicbes que
utilizaram variagbes e combinacdes de métodos analiticos e numéricos nos Ultimos anos,



como a combinacdo de Transformada Integral e Transformada de Laplace (Cotta& Ozisik,
1986, Kim et al., 1990, Macedo & Quaresma, 1997), Transformada Integral no dominio
complexo (Cotta & Ozisik, 1986b, Guedes et al., 1989, Kaka¢ et a., 1990, Santos et al.,
1995), Diferencas Finitas com esquema upwind modificado (Cotta e a., 1986), e
Transformada Integral combinada a Diferencas Finitas(Cotta & Gerk, 1994, Santana et al.,
1999).

Mais recentemente, tem-se utilizado a Técnica da Transformada Integral Generalizada —
G.I.T.T. (Cotta, 1993, Cotta, 1998), como ferramenta de solucdo hibrida analitico — numérica,
em gue a idéia basica consiste na transformacdo de um sistema de equacbes diferenciais
parciais num sistema de equactes diferenciais ordinarias, eliminando a dependéncia espacial
em formulagdes transientes. Tem-se entdo a vantagem de ndo requerer geracéo de malha em
relacdo aos métodos numéricos classicos e de permitir um controle sobre o erro relativo dos
resultados, estabelecido a priori e controlado automaticamente.

No presente trabalho busca-se a solucdo do problema de convecgdo forcada transiente
diretamente via Transformada I ntegral, por transformacéo dupla da equacdo de energia para o
problema bidimensional em geometria de placas paralelas. O termo de difusdo longitudinal de
calor € mantido na equacéo de energia para escoamento laminar completamente desenvolvido
hidrodindmicamente e em desenvolvimento térmico, e a solugdo completa do problema é
encontrada com a utilizagdo da Técnica da Transformada Integral Generalizada - GITT
(Gondim, 1997). Apresenta-se uma analise de convergéncia das expansdes duplas propostas
numa ampla faixa do nimero de Peclet. Edta formulacdo mais geral também permite um
estudo mais aprofundado sobre os valores do nimero de Peclet adotados como critério de
emprego ou ndo do termo de difusdo axial na equacéo de energia para a situacdo transiente.

2. DEFINICAO DO PROBLEMA

E analisado um escoamento laminar hidrodinamicamente desenvolvido no interior de um
duto de placas paralelas, submetido a conveccdo forcada transiente em desenvolvimento
térmico. Considera-se 0 escoamento incompressivel, as propriedades fisicas constantes e 0s
efeitos de dissipacao viscosa, convecgdo livre e conjugacdo com a parede despreziveis.

O sistema em estudo € constituido por um duto de placas paralelas infinitas na largura, de
comprimento L, no interior do qual escoa um fluido newtoniano. O sistema assim definido
esta inicialmente em equilibrio térmico a uma temperatura T,. E entd provocada uma
perturbacdo em degrau na temperatura de entrada do fluido no canal, T.. As paredes séo
solidas, impermeaveis e sd0 mantidas a temperatura T,. O escoamento laminar e
completamente desenvolvido ocorre na direcdo X sendo simétrico em relacdo a'y, conforme
mostrado nafig. 1.

Te X

Figura 1 — Sistema de coordenadas e geometria do problema
2.1 Adimensionalizacéo do Problema

Considerando os grupos adimensionais:
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onde T' representa o campo de temperatura, u a velocidade (longitudinal), o a difusividade
térmica, X a coordenada longitudinal, y* a coordenada transversal et o tempo.

O problema é definido matematicamente pelo sistema diferencial parcial a duas
dimensdes espaciais:

2 2
6T(x,y,t)+u(y) aT(x,y,t):6 T(x,y,t)+ 1 0 T(x,y,t); 0<y <1, x>0, >0 @

ot 09X 0y? Pe2 d x2
T(x,y,00=0 , x=0 , O=<y<l 3
T(O,y.t) =1, T(L,y,t)=0, t>0 , O<y<l (4, 5)
%:O, T(x,1,t)=0, t>0 , x=0 (6,7)
y

onde Re, Pr, Pe, uy €V representam o nimero de Reynolds, o nimero de Prandtl, o nimero
de Peclet, a velocidade média e a viscosidade cinematica do fluido, respectivamente.

3. TRANSFORMACAO DO PROBLEMA

Com o intuito de acelerar a convergéncia das expansdoes em autofuncdes, separa-se 0
potencial T(x,y,t), daEq. (2), da seguinte forma:

T(x,y,1) =6(x,y,t) + F(x,y) (8)

onde F(x,y) € solucdo de um problema difusivo em regime permanente, funcionando como
filtro para homogeneizar as condicbes de contorno do problema original, e 6(x,y,t) € o novo

potencial aser determinado viatransformacao integral.
3.1 CalculodoFiltro F(x,y)

Para determinar F(X,y) apoiase no seguinte problema de difusBo em regime
permanente;

02 F(x,y)+ 1 02F(Xxy) _
0y? Pe2  0x?2

0; FOy)=1, FL,y)=0, 0<y<1l (9,10,11)

0 F(x,0) _

0, F(x,1)=0, x>0 (12,13)
oy

A solucéo para o filtro transformado e sua inversdo foram encontradas com o auxilio da
Técnicada Transformada Integral Classica, em Gondim (1997), e séo dadas por:
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3.2 Aplicacdo da Solucéo Filtro
Aplicando o Filtro (8) nas egs. (2-7), tem-se:
0 6(x,y,t) 006(x,y,t) _0206(x,y,t) 1 0206(x,y,t)
ooy, = G(X, 17
T +u(y) T 3y ‘2 o ¢ (x.y) (17)
B(x,y,0)=-F(x,y) ,  6(0,y,t)=0, B(L,y,t)=0 (18,19, 20)
%},/y,t) =0,  8(xLt)=0,onde, G(Xy)=-uy) % (21,22,23)

y=0
3.3 Transformacao do Problema na Direcdo "y"

Pararesolver a Eq.(17), usando a Técnica da Transformada I ntegral Generalizada, GITT,
€ necessario como primeiro passo, definir um problema auxiliar de autovalor, o qual fornecera
a autofuncéo usada para propor a expansao do potencial:

d2Y4(y)
dyz

dYg(0)

+Bg2Y4(y)=0; O<y<1; =0; Y,()=0 (24,25,26)

onde \7g e Bg s80 as autofungdes normalizadas e os autovalores, Gondim (1997).
Escreve-se a fungéo 6(x,y,t) como uma expansdo que tem como base as autofungdes
oriundas do problema de autovalor, onde 6, (x,t) é uma funcéo desconhecida que depende de

1
x e t. Usando o operador I Y, (y)dy e observando-se a propriedade de ortogonalidade do
0

problema auxiliar, obtém-se o par de férmulas, Transformada— Inversa, respectivamente:
— 1~ o _~ p—
Bn (x,1) =I Ya(y)0(x,y,t)dy;  B(x,y,t) = Z Yn(y)On(x,1) (27,28)
0
n=

1
Operando a Eq.(17) com o operador I Y, (y)dy e aplicando a Eq. daInversa (28) a cada
0

termo, a equacdo filtrada fica transformada no sistema diferencial parcial:

0

90, (x,t) 08m(X,t) = 1 920, (x,t) —=
—o Z Al — 22 === -B3 0y () + =024 G () (29)
onde;
o — 1o~ OF(X,
Al =[ F10) T . & o) ==[ u)a0) XYy (2021
0 0 0 X

f o~ e s



8, (x,0)=-f, e Pernx) 8,(0,t)=0; 8,(L,t)=0 (32,33,34)
3.4 Transformacéo na Direcéo Longitudinal e Reordenamento das Expansdes Duplas

Objetivando a simplificagcéo da andlise matemética, e uma melhor performance no cédigo
computacional, faz-se uma mudanca de varidvel no dominio de X, considerando um
truncamento do duto, numa posigdo suficientemente afastada da entrada (L ):

X
E_f (35)

Para transformar o sistema (29-34) na direcdo "&", define-se previamente o problema
auxiliar (Gondim, 1997) nesta diregéo:

2% - ~ ~
TELRR =0 0<8<1; Xi(0)=0; K(D)=0 (36,37,38)
onde >’Zk (€) e A, sdo asautofungdes normalizadas e os autovalores, respectivamente.

Considerando o potencial 8,(é,t) como uma expansdo que tem como base as

autofuncbes do problema de autovalor associado, ap6s manipulacBes mateméticas, encontra
se 0 par Transformada - Inversa:

Q:nk(t):-[; X (©)By(E,0dE; 6,8, = kX X, (€)8c (0 (39,40)
=1

Operando cada termo da equacdo (29), observando a transformacéo do dominio (35), €,
com 0 objetivo de reduzir os custos, otimizando o cddigo computacional, transforma-se 0s
somatérios duplos das expansdes em somatorio simples, através de um processo de pré-
selecdo dos termos das expansies, a partir do ordenamento dos autovalores originais. Esta

reducBo geraum agrupamento de dois indices em um, ou sgja, B (1) - Bi (t) € B (t) ~6;(t).
Assim, aEq.(29) e acondigdo inicial (32), sdo reescritas como:

= i = = = _ 1~ _
6.0+3 CLEO=G 8 ©=—F, X\ () ™t Ode 5 (41,42)
onde:
Cly =L (AL Bl )+ 07880 7 =B +— 1 G, = [} K (85, (E)cE
ij — L nm Kl (P| nm Ykl , n P62 L2 ’ i J.O k n

(43,44,45)
O processo de selecdo para o reordenamento é feito aravés do autovalor global (92, e

estes séo ordenados em ordem crescente segundo 0 esperado grau de importancia dos termos
individualmente no somatorio simples.

4. ALGORITMO COMPUTACIONAL

O sistema diferencial ordinario infinito dado pelas equactes (41-45), deve ser truncado
numa determinada ordem finita, de tal forma que se permita obter solu¢des convergidas numa
determinada precisdo preestabelecida. O truncamento serd aqui assumido em nt termos para a
expansdo global apos o reordenamento.



Substituindo a equacdo (40) na equacdo (28), fazendo o agrupamento de indices e
introduzindo o truncamento da expansdo global em nt termos, e ng termos para a expansao do
filtro, obtém-se o potencial original a partir da Eq.(8):

nt O Ong U
TEYD=CY VawX(©8 0555 Yook (49)
U

Considerando o perfil de velocidade do fluido no escoamento completamente
desenvolvido, atemperatura média de mistura € dada por:

D nt ng

O
TaE)= ;[ b-y? ? TOR@BO D Totisebm Ity
U

9=

(47)

I

O termo fonte do filtro é encontrado aplicando o perfil de velocidade na Eq.(31), com o
dominio modificado, e redefinindo, F,(x), Eq.(14), em funcéo de &, e observando a definigio

de fg dada por (16); tem-se entéo da Eq.(45):

= U
Gi =§ Fe U
2NYR5

) X (@ebmdg
(48)

- Z (D], Vo) Vs )y2dy Y, Xc(@ebmidde

9=

OoOoO

5. RESULTADOSE ANALISE

O codigo computacional foi elaborado na linguagem Fortran (Microsoft Powerstation).
A solucéo numérica do problema de valor inicial é encontrada com a utilizacdo da subrotina
DIVPAG, disponivel na biblioteca IMSL (1989), para resolver sistemas de equactes
diferenciais ordinarias de primeira ordem com alto grau de rigidez. O controle de erro relativo

é preestabelecido na subrotina e foi aqui adotado com o valor 10-4- Os tempos adimensionais
de interesse selecionados para este estudo foram 0.01 e 0.05, , que serviram para a validacéo
do codigo numa comparacdo com os resultados em formulacéo de camada limite (Pe— o) por
Cotta e Gerk(1994), fazendo o nimero de Peclet tender para infinito na presente formulagéo,
guando o termo correspondente a difusdo axial torna-se progressivamente menos relevante,
conforme Figuras 2 e 3, e 0s dois conjuntos de solucéo benchmark tendem a se aproximar.

Os numeros de Peclet adotados foram, Pe = 1, 10, 100, 1000 e 2000, onde pode-se
avaliar o comportamento da solugéo do problema com a progressiva diminuicdo da presenca
da difusdo axial. Observa-se que mesmo para os maiores valores de Pe (1000 e 2000),
certamente ja dentro da faixa usualmente recomendada para o abandono da difusdo térmica
axial na formulacdo, na regido da frente térmica transiente € ainda percebida a difusdo de
calor nadirecdo x , tendo em vista a combinacéo especifica de condicdes inicial e de contorno
gue leva ao acentuado gradiente térmico na direcéo axial nessa regiéo.

Uma analise de convergéncia foi feita para a solucéo nos diferentes valores do nimero
de Peclet, adotando-se para cada um deles, um comprimento de duto, L, grande o suficiente
para que a imposic¢ao da condicdo de contorno a jusante (X = L) ndo perturbasse os resultados
naregido de entradatérmica, e a sintese desta anélise € mostrada na Tabela 1.



Temperatura M édia , Tav

Tabela 1 - Comportamento da convergéncia da temperatura média

transiente, Tav(x,t), em varias posicdes, X, para:

Pe=10elL =10 t =0.01
nt \ x | .0187500 | .0937500 | .1687500 | .2437500 | .3187500
100 .8925 .5035 .2304 .0838 .0239
300 .8917 .5007 .2286 .0839 .0246
350 .8915 4996 .2284 .0838 .0250
400 .8917 .5004 .2285 .0839 .0247
Pe=10elL =10 t =0.05
nt \x | .0333333 | .1666667 | .3000000 | .4333333 | .5666667
100 9105 5755 3273 1721 .0995
300 9071 5757 3275 1722 .0996
350 9071 5758 3276 1722 .0996
400 9071 5759 3278 1723 .0996
Pe =2000.0 e L =0.006 t =0.01
nt \ x | .0000458 | .0002292 | .0004125 | .0005958 | .0007792
100 .9766 9595 9076 . 7698 .5585
300 .9880 .9646 .8996 .7859 5235
350 .9886 .9647 9015 .7880 .5280
400 .9894 9641 .8999 (742 5127
Pe =2000.0 e L =0.006 t =0.05
nt \ x | .0002083 | .0010417 | .0018750 | .0027083 | .0035417
100 9701 .9280 .8881 .7606 .5854
300 9740 .9258 .8800 .7902 6276
350 9745 .9253 8794 7916 .6294
400 9749 .9266 .8803 .7904 .6268
1.00 - 1.00 -

t = 0.01

Variacéo de Peclet

Pe = 1.0

Pe = 10.0
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Pe =
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Figuras 2 e 3 — Perfis de temperaturamédiaparat = 0,01 et = 0,05, respectivamente:
Comparacao entre modelos com e sem difusdo axial.

Graficamente, todas as solucdes das figuras 2 e 3 ja atingiram convergéncia na escala
utilizada. Entretanto, pode ser claramente observada a dificuldade de convergéncia para
guatro digitos significativos na regido da frente térmica transiente, onde o filtro permanente
ndo representa bem a solucdo, e acaba por produzir um termo fonte na formulacéo filtrada que
se torna de aguma importancia nesta faixa da solucdo. Como alternativa de solucéo para



obtencdo de resultados com altissima precisdo pode-se propor a solucdo analitica do sistema
diferencial ordinério transformado, factivel tendo em vista seu carater linear, buscando-se
ordens de truncamento mais elevadas a custos computacionais ainda moderados. Entretanto, a
proposicdo de filtros transientes adaptativos (Macédo et al., 1999) parece representar a
alternativa mais adequada a essas situacdes, pelo acompanhamento analitico e explicito da
frente térmica transiente onde os efeitos da conveccdo longitudinal ndo-transformavel
exatamente se tornam mais relevantes.
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