
GERAC� ~AO AUTOM�ATICA DE MALHAS PARA UM PROBLEMA DE

PERTURBAC� ~AO SINGULAR COM CAMADA LIMITE

Carlos Augusto de Souza1

Dominique Leguillon2

�Evariste Sanchez-Palencia2

1Universidade de Bras��lia, Faculdade de Tecnologia, Departamento de Engenharia Mecâ-
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Resumo

Este trabalho apresenta um problema el��ptico bidimensional de perturba�c~ao singular,

resolvido atrav�es do m�etodo de elementos �nitos (MEF). A solu�c~ao deste problemas apre-

senta as mesmas di�culdades encontradas no c�alculo de problemas de equil��brio de cascas

el�asticas delgadas. O objetivo �e desenvolver ferramentas apropriadas para contornar as

di�culdades associadas a camadas limite e interna que aparecem quando a espessura da

casca tende a zero. O problema em estudo �e uma fun�c~ao de um parâmetro " � 0 que,

quando lhe s~ao atribu��dos pequenos valores, provoca tamb�em o aparecimento destas ca-

madas. Para que se consigam resultados satisfat�orios para a solu�c~ao do problema nas

camadas, via MEF, necessita-se de uma malha re�nada anisotr�opica, que �e obtida, neste

trabalho, atrav�es de um processo adaptativo.

Palavras-chave: malha anisotr�opica, perturba�c~ao singular, adaptatividade.

1. INTRODUC� ~AO

Uma casca �e simplesmente um corpo el�astico cuja forma no seu estado natural n~ao

deformado �e de pequena espessura 2e em rela�c~ao �a sua superf��cie S. Pode-se mesmo

dizer que uma casca �e uma superf��cie material de espessura 2e. Exemplos familiares de

aplica�c~oes de cascas s~ao: pain�eis solares de sat�elites e outras estruturas espaciais, cascos

de navios, revestimentos de avi~oes, torres de centrais nucleares, reservat�orios, etc.

A est�atica e a dinâmica das cascas el�asticas delgadas s~ao atualmente relativamente

mal conhecidas e apresentam problemas inesperados a um usu�ario desinformado. Exis-

tem algumas teorias (Goldenveizer (1962) e Niordson (1985)) que fornecem resultados

relativamente satisfat�orios para cascas de uma certa espessura, mas se tornam pouco

con��aveis no caso de espessuras muito pequenas. Algumas cat�astrofes aconteceram nos

�ultimos anos na constru�c~ao de torres de resfriamento de centrais nucleares, como o caso de

Ferry-Bridge no Reino Unido (Sanchez-Palencia (1995)), o que leva a crer que os m�etodos

de c�alculo ainda n~ao s~ao adequados.

Os problemas do c�alculo de cascas el�asticas delgadas foram expostos por Sanchez-

Palencia (1995), que a�rma que, para certos tipos de cascas com certas solicita�c~oes es-

pec���cas, as teorias apontadas acima apresentam bons resultados. Mas, segundo o mesmo

autor, na maioria dos casos aparecem fenômenos surpreendentes e inesperados no c�alculo

de estruturas feitas a partir de cascas delgadas.

De fato, as equa�c~oes da teoria cl�assica de cascas cont�em dois termos correspondentes �a

energia de deforma�c~ao: de membrana e de 
ex~ao. Os coe�cientes correspondentes a estes
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dois termos têm uma raz~ao entre si de e�2. Consequentemente, pode-se estudar o com-

portamento assint�otico de uma casca delgada quando a espessura tende a zero (Sanchez-

Palencia (1989)). Esta caracter��stica do problema tem se acentuado devido �a tendência de

otimiza�c~ao de todo tipo de estruturas, implicando na constru�c~ao de estruturas cada vez

mais delgadas, cujo c�alculo necessita de c�odigos con��aveis mesmo em condi�c~oes limites

quando a rela�c~ao entre a espessura e as outras dimens~oes da casca tende a zero.

Dois problemas s~ao frequentemente encontrados ao se fazer o c�alculo num�erico de

solu�c~oes de cascas el�asticas delgadas. O primeiro �e o travamento (locking) de membrana

causado por uma certa incompatibilidade entre o subespa�co dos deslocamentos inexten-

sionais e o subespa�co dos elementos �nitos utilizados. Segundo Cho��(1999), o travamento

de membrana �e uma deteriora�c~ao da aproxima�c~ao por elementos �nitos quando a espes-

sura tende a zero.

O segundo problema consiste no surgimento de fenômenos de falta de regularidade das

solu�c~oes, que se manifestam atrav�es de camadas limites, camadas internas, propaga�c~ao

de singularidades e outras instabilidades, sendo conhecido por sensibilidade. A raz~ao

principal do surgimento destes fenômenos �e que as equa�c~oes de cascas têm como limite,

quando a espessura tende a zero, equa�c~oes que n~ao s~ao necessariamente el��pticas, de modo

que as solu�c~oes n~ao apresentam propriedades de regularidade habituais aos problemas de

elasticidade, que s~ao do tipo el��ptico. Uma descri�c~ao correta deste tipo de singularidade

pode ser feita atrav�es de re�namentos da malha nas zonas onde elas aparecem. Desta

forma, para se conseguir c�alculos num�ericos com precis~ao satisfat�oria torna-se necess�ario

re�nar a malha uniformemente, o que conduz, quando a espessura �e muito pequena, a

um n�umero de graus de liberdade extremamente grande; ou a ter-se um conhecimento

preciso do tipo de singularidade e de seu posicionamento em cada caso particular, o que

�e invi�avel nas aplica�c~oes pr�aticas de cascas delgadas.

Segundo Sanchez-Palencia (1995) e Cho�� et al.(1998) �e extremamente complicado o

desenvolvimento e a implementa�c~ao de um elemento �nito para cascas que contorne estes

dois problemas. Dentro deste contexto, numa primeira etapa �e conveniente considerar-se

o estudo de um problema similar com um grau de di�culdade reconhecidamente menor

para que se possam desenvolver ferramentas que ser~ao utilizadas posteriormente na im-

plementa�c~ao de um elemento �nito para cascas delgadas dentro de um c�odigo cl�assico que

possa gerar malhas adaptativas anisotr�opicas.

Desta forma, o objeto de estudo deste trabalho �e um problema el��ptico bidimension-

al de perturba�c~ao singular que depende de um pequeno parâmetro " � 0. S~ao uti-

lizadas for�cas (segundo membro) singulares (que n~ao pertencem ao espa�co dual de energia)

colocando-se em evidência fenômenos de camada limite e camada interna de grande in-

tensidade. Este problema �e similar ao de solu�c~oes de cascas, cuja equa�c~ao possui tamb�em

um pequeno parâmetro que �e a espessura da casca. Quando esta tende a zero surgem

problemas an�alogos �aqueles encontrados para o problema em estudo.

Um c�alculo num�erico con��avel para valores pequenos de " s�o �e poss��vel atrav�es de uma

malha bastante �na nas camadas. Para se construir estas malhas �e necess�ario utilizar-se

um gerador de malhas adaptativas bidimensional. Devido �a complexidade de constru-

�c~ao de um c�odigo deste tipo, optou-se por utilizar o programa BL2D desenvolvido por

Borouchaki e Laug (1995) que permite a constru�c~ao de malhas bidimensionais isotr�opicas

ou anisotr�opicas, com ou sem adapta�c~ao.

2. APRESENTAC� ~AO DO PROBLEMA

Sejam 
 = (0; 1)� (0; 1) um dom��nio bidimensional, u : 
! R um campo escalar de

interesse, f : 
! R um campo de for�cas e x := (x; y) um ponto representativo qualquer
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em 
. O problema de perturba�c~ao singular em estudo �e da forma:

"
2�2

u� c�u = f; com " � 0; (1)

f = �Æ0(x=1)F (y); (2)

onde �u �e o laplaciano de u, Æ0(x=1) �e a derivada da distribui�c~ao de Dirac Æ no ponto x = 1

e F (y) �e uma fun�c~ao qualquer que depende unicamente de y.

As condi�c~oes de contorno s~ao:

u = 0 em x = 0; u = 0 em x = 1;
@u

@x
= 0 em x = 0 e x = 1: (3)

Levando-se em conta as condi�c~oes de contorno utilizadas, a formula�c~ao variacional do

problema �e da forma:

a
"(u; v) = b(v); u 2 V e 8v 2 V; (4)

com:

a
"(u; v) := "

2

Z



�u�vdx+ c

Z



ru � rvdx e b(v) :=

Z



fvdx: (5)

Esta forma de escrever �e mais adequada �a realidade f��sica do problema: a forma

bilinear a"(u; v) representa o trabalho virtual das for�cas internas (associado �a varia�c~ao da

energia de deforma�c~ao do sistema) e a forma linear b(v) representa o trabalho das for�cas

exteriores para o deslocamento virtual v aplicado ao meio.

Os espa�cos apropriados V e Va s~ao de�nidos como:

V =
�
v 2 H

2(
)
	
; para " > 0 e Va =

�
v 2 H

1(
)
	
; para " = 0: (6)

Como forma linear b(v) s~ao aplicadas for�cas que est~ao no espa�co dual de V , mas que

n~ao est~ao no espa�co dual de Va, isto �e, f 2 V
0, mas f =2 V

0

a
.

Desta forma, observa-se que no problema limite, no qual " = 0, h�a uma inconsistência

devida �a f . A consequência �e que, para " pequeno, aparecem fenômenos de camada limite

e camada interna de grande intensidade. Problemas deste tipo foram considerados em

dimens~ao 1 por Leguillon et al.(1999). Neste trabalho faz-se o estudo do mesmo problema

considerando-se o caso bidimensional.

No c�alculo das integrais utiliza-se o m�etodo da quadratura de Gauss.O elemento �nito

implementado �e triangular com 3 graus de liberdade por n�o (u e as derivadas parciais ux e

uy). Este elemento �e chamado de triângulo de Hermite do tipo 3 (Kardestuncer (1987)).

Deseja-se fazer uma expans~ao c�ubica de u. Disto surge uma di�culdade, pois para se

fazer a expans~ao desejada utiliza-se um polinômio completo de terceiro grau contendo dez

termos e tem-se apenas nove graus de liberdade. Para se resolver este problema foram

utilizadas as fun�c~oes de base encontradas em Zienkiewicz (1991), propostas por Specht

(1988) que permitem escrever:

u =N� =
�
L1; L2; L3; L1L2; L2L3; L3L1;

L
2
1L2 + 1=2L1L2L3 f3(1� �3)L1 � (1 + 3�3)L2 + (1 + 3�3)L3g ;

L
2
2L3 + 1=2L1L2L3 f3(1� �1)L2 � (1 + 3�1)L3 + (1 + 3�1)L1g ;

L
2
3L1 + 1=2L1L2L3 f3(1� �2)L3 � (1 + 3�2)L3 + (1 + 3�2)L2g

�
�; (7)
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onde:

�1 =
l
2
3 � l

2
2

l21

�2 =
l
2
1 � l

2
3

l22

�3 =
l
2
2 � l

2
1

l23

; (8)

e l1, l2, l3 s~ao os comprimentos das arestas do triângulo.

A forma linear b(v) �e da forma:

b(v) :=

Z



fvdx: (9)

A fun�c~ao f utilizada �e da forma:

f = �Æ0(x=1)F (y); (10)

onde Æ0(x=1) �e a derivada da distribui�c~ao de Dirac Æ no ponto x = 1 e F (y) �e uma fun�c~ao

qualquer que depende unicamente de y.

Com este tipo de for�ca F (y), utiliza-se a antisimetria do problema em torno de x = 1

e acrescenta-se a independência da solu�c~ao em rela�c~ao a y para comparar-se a solu�c~ao

deste problema com a solu�c~ao unidimensional apresentada por Leguillon et al. (1999).

Com este segundo membro a camada limite encontra-se pr�oxima da reta x = 1 para

valores pequenos de ". Para ser utilizado nos c�odigos cl�assicos de elementos �nitos este

tipo de segundo membro n~ao padr~ao necessita de uma reprograma�c~ao.

O elemento �nito implementado foi acrescentado ao Modulef , uma biblioteca de pro-

gramas destinada �a resolu�c~ao de problemas quaisquer atrav�es do m�etodo dos elementos

�nitos, desenvolvida na Fran�ca pela equipe do INRIA - Institut National de Recherche en

Informatique et en Automatique.

3. RESULTADOS PRELIMINARES

O problema teste �e de�nido em um dom��nio bidimensional com x 2 [0; 1] e y 2 [0; 1],

segundo a Figura 1.

Simetria

du
dy

=0

du
dy

=0

du

dx
=0

(1,0)

(0,1) (1,1)

x

y

(0,0)                          

u = 0
u = 0

Figura 1. Problema teste com condi�c~oes de contorno

O segundo membro �e uma fun�c~ao do tipo f = �Æ0(x=1)F (y) com F (y) = �0:5. Com a

escolha desta fun�c~ao, a solu�c~ao do problema �e independente de y e pode ser comparada

com a solu�c~ao do problema unidimensional. A�m de comparar os resultados, utiliza-se

o c�odigo delta2 (que foi desenvolvido por Dominique Leguillon), o qual resolve o mesmo

problema na sua forma 1D. A malha unidimensional usada nos teste �e sempre regular, ou

seja, todos os elementos possuem o mesmo tamanho.

Todos os c�alculos da valida�c~ao foram feitos em um computador pessoal com sistema

operacional Linux Red Hat 6.0, equipado com processador Pentium II de 300 Mhz e 64Mb
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de mem�oria RAM. Para os dois testes preliminares o valor da constante c �e igual a 1, e

varia-se o valor de ". No primeiro teste tem-se " = 0:1 e no segundo teste " = 0:01.

Para a constru�c~ao das malhas utiliza-se a rotina apnoxx do Modulef. Para cada tipo

de malha s~ao feitos v�arios re�namentos, atrav�es de divis~oes sucessivas das arestas do

dom��nio. A vari�avel M �e o n�umero de n�os sobre cada aresta do dom��nio. Para fazer-se

a compara�c~ao entre os casos unidimensional e bidimensional o dom��nio 
 �e cortado por

uma reta de equa�c~ao y = 0:5 e �e mostrada, a curva de u em fun�c~ao de x para esta reta.

Para o primeiro teste, com " = 0:1, a Figura 2 apresenta a malha mais re�nada (com

M = 45) e o gr�a�co de convergência para o valor m�aximo da fun�c~ao u (umax), normalizado

em rela�c~ao ao valor m�aximo obtido para o problema unidimensional, sobre a reta y = 0:5.

MODULEF : souza     

COUCHE_LIMITE                           

11/09/99

nopo                                    

  3961   POINTS

  3961   NOEUDS

  7744   ELEMENTS

  7744   TRIANGLES

     0   TROU(S)

COIN BAS GAUCHE :    

-6.1289E-02-5.0000E-02   

COIN HAUT DROIT :    

  1.061      1.050       

                    

Figura 2. a) Malha regular com M = 45 b) Convergência de umax em y = 0:5

A Figura 3 mostra a curva de u(x) em y = 0:5 para o modelo unidimensional e para

o modelo bidimensional. Destas duas �guras observa-se que a convergência �e muito boa.

Para este valor de " n~ao h�a uma camada limite de�nida, e a curva de u �e suave.

MODULEF : souza     

                                        

11/09/99

eps0_1                                  

 NOMBRE DE COURBES :      1

EXTREMA EN X       :    

   .00E+00   1.0    

EXTREMA EN Y       :    

   .00E+00   .32    

 TRACE DE COURBES   

MODULEF : souza     
          

11/09/99
mail2                                   

coor2                                   

b2                                      

 NOMBRE DE COUPES  :      1

EXTREMA DE LA FONCTION  : 

   NUMERO : MAXIMUM     : MINIMUM   

     1  |   .32244      |   .00000E+00  

EXTREMA DE LA COUPE     : 

   NUMERO : MAXIMUM     : MINIMUM   

     1  |   .32233      |   .00000E+00  

 : VC                               INC :   1 MNEMO : VN      

 TRACE DE COUPES    

Figura 3. Teste 1 - a) Resultado unidimensional b) Resultado bidimensional

Apresentam-se agora os resultados do teste com " = 0:01. A Figura 4 mostra o gr�a�co

de convergência para o valor m�aximo de u(x) e os isovalores de u.

MODULEF : carlos    
                                        
15/01/00

mail_2                                  
coor_2                                  
b_2                                     

  3961   POINTS
  3961   NODES 

  7744   ELEMENTS
  7744   TRIANGLES

  UNKNOWN :  1  MNEMONIC :VN     

 20  0.4724    
 19  0.4498    
 18  0.4248    
 17  0.3998    
 16  0.3748    
 15  0.3498    
 14  0.3248    
 13  0.2999    
 12  0.2749    
 11  0.2499    
 10  0.2249    
  9  0.1999    
  8  0.1749    
  7  0.1499    
  6  0.1249    
  5  9.9950E-02
  4  7.4963E-02
  3  4.9975E-02
  2  2.4988E-02
  1   0.000    

                    

    20 ISOVALUES    

Figura 4. a) Convergência de umax em y = 0:5 b) Isovalores de u com " = 0:01

Observa-se que, apesar de ter-se uma boa convergência para umax, o gr�a�co de isoval-

ores apresenta oscila�c~oes na extremidade direita. Esta �e a regi~ao de camada limite, que

esperava-se aparecer para pequenos valores de ". A Figura 5 mostra a curva de u(x) em

y = 0:5 e comprova a grande varia�c~ao do gradiente de u nesta regi~ao.
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MODULEF : souza     

                                        

11/09/99

eps0_01                                 

 NOMBRE DE COURBES :      1

EXTREMA EN X       :    

   .00E+00   1.0    

EXTREMA EN Y       :    

   .00E+00   .47    

 TRACE DE COURBES   

MODULEF : souza     
          

10/09/99
mail2                                   

coor2                                   

b2                                      

 NOMBRE DE COUPES  :      1

EXTREMA DE LA FONCTION  : 

   NUMERO : MAXIMUM     : MINIMUM   

     1  |   .47476      |   .00000E+00  

EXTREMA DE LA COUPE     : 

   NUMERO : MAXIMUM     : MINIMUM   

     1  |   .47476      |   .00000E+00  

 : VC                               INC :   1 MNEMO : VN      

 TRACE DE COUPES    

Figura 5. Teste 2 - a) Resultado unidimensional b) Resultado bidimensional

Constr�oi-se uma nova malha, re�nada na regi~ao da camada limite. A Figura 6 apre-

senta esta malha e os isovalores de u obtidos com ela.

MODULEF : souza     

COUCHE_LIMITE                           

11/09/99

nopo                                    

  4523   POINTS

  4523   NOEUDS

  8844   ELEMENTS

  8844   TRIANGLES

     0   TROU(S)

COIN BAS GAUCHE :    

-6.1289E-02-5.0000E-02   

COIN HAUT DROIT :    

  1.061      1.050       

                    

MODULEF : souza     
                                        
11/09/99

mail2                                   

coor2                                   

b2                                      

  4523   POINTS

  4523   NOEUDS

  8844   ELEMENTS

  8844   TRIANGLES

 INCONNUE :  1  MNEMO :VN        

 20   .4692    

 19   .4468    

 18   .4219    

 17   .3971    

 16   .3723    

 15   .3475    

 14   .3227    

 13   .2978    

 12   .2730    

 11   .2482    

 10   .2234    

  9   .1986    

  8   .1737    

  7   .1489    

  6   .1241    

  5  9.9280E-02

  4  7.4460E-02

  3  4.9640E-02

  2  2.4820E-02

  1  0.0000E+00

                    

    20 ISOVALEURS   

Figura 6. Teste 2 - a) Malha re�nada �a direita b) Isovalores de u

Observa-se que, com esta malha re�nada �a direita, resolve-se o problema de oscila�c~oes

nesta regi~ao. Entretanto, observa-se que na parte esquerda do dom��nio aparecem novas

oscila�c~oes. A partir destas constata�c~oes, procura-se implementar um procedimento de

gera�c~ao autom�atica de malhas para este problema, de modo a re�nar a malha nos locais

onde h�a grande varia�c~ao no gradiente da fun�c~ao u.

O programa escolhido para se gerar as malhas automaticamente �e o BL2D, um gerador

de malhas adaptativas bidimensional, desenvolvido por Borouchaki e Laug (1995). O

processo adaptativo consiste em:

� construir uma malha inicial com o BL2D

� calcular a solu�c~ao correspondente com o Modulef

� utilizar um estimador de erro

� decidir pela adequa�c~ao ou n~ao da malha atual:

{ se a malha atual �e est�avel e fornece bons resultados, �m;

{ sen~ao, traduzir os resultados do estimador de erro em uma carta de especi�-

ca�c~oes ou carta de m�etricas que permitir�a a constru�c~ao de uma nova malha

adaptada e depois iterar o processo.

4. RESULTADOS COM GERAC� ~AO AUTOM�ATICA DE MALHAS

Para que se possa comparar melhor os resultados, dois pontos P eQ, cujas coordenadas

s~ao P := (0:955; 0:5) e Q := (0:05; 0:5), s~ao �xados na malha.Os valores de u nestes pontos

s~ao calculados em todas as itera�c~oes e o gr�a�co da Figura 7 apresenta a convergência do

valor de u. Os valores s~ao normalizados em rela�c~ao �a solu�c~ao do problema unidimensional.
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Figura 7. Convergência do processo iterativo

Da Figura 7 observa-se que a convergência �e muito boa e tem-se para o ponto P bons

resultados para malhas com apenas 300 graus de liberdade (100 n�os), enquanto que, para

as malhas regulares do teste anterior s~ao necess�arios 4523 n�os com a malha re�nada �a

direita. Para o ponto Q, a convergência �e um pouco mais lenta, com bons resultados

apenas para malhas com mais de 400 graus de liberdade. A Figura 8 apresenta as malhas

para as itera�c~oes 0, 5 e 10 e os isovalores de u de cada uma delas.

0
MODULEF :           

Maillage_anisotrope                     

27/01/00

nopo                                    

    17   POINTS

    17   NODES 

    24   ELEMENTS

    24   TRIANGLES

     0   HOLE(S)

LEFT DOWN LOCATION : 

-6.1289E-02-5.0000E-02   

RIGHT TOP LOCATION : 

  1.061      1.050       

                    

MODULEF : carlos    
                                        
18/01/00

mail_2                                  
coor_2                                  
b_2                                     

    17   POINTS
    17   NODES 

    24   ELEMENTS
    24   TRIANGLES

  UNKNOWN :  1  MNEMONIC :VN     

 40  0.7184    

 36  0.6464    

 33  0.5910    

 30  0.5356    

 27  0.4802    

 24  0.4247    

 21  0.3693    

 18  0.3139    

 15  0.2585    

 12  0.2031    

  9  0.1477    

  6  9.2337E-02

  3  3.6935E-02
  1   0.000    

                    

    40 ISOVALUES    

5
MODULEF :           

Maillage_anisotrope                     

27/01/00

nopo                                    

    73   POINTS

    73   NODES 

   106   ELEMENTS

   106   TRIANGLES

     0   HOLE(S)

LEFT DOWN LOCATION : 

-6.1289E-02-5.0000E-02   

RIGHT TOP LOCATION : 

  1.061      1.050       

                    

MODULEF : carlos    
                                        
18/01/00

mail_2                                  
coor_2                                  
b_2                                     

    73   POINTS
    73   NODES 

   106   ELEMENTS
   106   TRIANGLES

  UNKNOWN :  1  MNEMONIC :VN     

 40  0.4806    

 36  0.4324    

 33  0.3953    

 30  0.3583    

 27  0.3212    

 24  0.2841    

 21  0.2471    

 18  0.2100    

 15  0.1730    

 12  0.1359    

  9  9.8835E-02

  6  6.1772E-02

  3  2.4709E-02
  1   0.000    

                    

    40 ISOVALUES    

10
MODULEF :           

Maillage_anisotrope                     

27/01/00

nopo                                    

   266   POINTS

   266   NODES 

   405   ELEMENTS

   405   TRIANGLES

     0   HOLE(S)

LEFT DOWN LOCATION : 

-6.1289E-02-5.0000E-02   

RIGHT TOP LOCATION : 

  1.061      1.050       

                    

MODULEF : carlos    
                                        
18/01/00

mail_2                                  
coor_2                                  
b_2                                     

   266   POINTS
   266   NODES 

   405   ELEMENTS
   405   TRIANGLES

  UNKNOWN :  1  MNEMONIC :VN     

 40  0.4714    

 36  0.4241    

 33  0.3878    

 30  0.3514    

 27  0.3151    

 24  0.2787    

 21  0.2424    

 18  0.2060    

 15  0.1697    

 12  0.1333    

  9  9.6947E-02

  6  6.0592E-02

  3  2.4237E-02
  1   0.000    

                    

    40 ISOVALUES    

Figura 8. Malhas e isovalores para itera�c~oes 0, 5 e 10 com " = 0:01
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Observa-se que tem-se grande densidade de elementos na regi~ao da camada limite para

a malha da itera�c~ao 10. Os elementos desta regi~ao s~ao altamente anisotr�opicos, pois a

varia�c~ao do gradiente de u na dire�c~ao x �e muito maior do que na dire�c~ao y. Assim, o

processo adaptativo cria elementos que s~ao estirados na dire�c~ao paralela �a camada limite.

No lado esquerdo do dom��nio tem-se uma densidade menor de elementos, pois, nesta

regi~ao a varia�c~ao do gradiente de u na dire�c~ao x �e bem menor. Na parte central do

dom��nio, como n~ao h�a varia�c~ao signi�cativa do gradiente de u em nenhuma dire�c~ao os

elementos s~ao quase isotr�opicos.

5. CONCLUS~AO

O processo de gera�c~ao de malhas adaptativas anisotr�opicas implementado mostrou-se

e�ciente na cria�c~ao de uma malha adaptada ao problema em quest~ao. A menor quantidade

de graus de liberdade possibilita o c�alculo de solu�c~oes melhores com menor tempo de

processamento. Isto �e conseguido atrav�es do adensamento de elementos nas regi~oes de

maior gradiente e com a utiliza�c~ao de elementos altamente anisotr�opicos.

Os procedimentos utilizados na solu�c~ao deste problema simples de perturba�c~ao sin-

gular podem ser empregados num problema de equil��brio de cascas delgadas que envolve

di�culdades semelhantes �aquelas que surgiram neste trabalho.
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