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Resumo

Em trabalhos recentes sobre o desenvolvimento hidrodindmico do escoamento laminar em
canais de placas planas paralelas, sdo discutidas as diferencas e vantagens da formulacdo em
funcéo corrente sobre a de variaveis primitivas, quando a Técnica da Transformada Integral €
utilizada. Incentivados por estes resultados, a mesma comparagdo critica entre as formulactes
€ presentemente realizada para o caso do escoamento turbulento. Novamente, a GITT é
aplicada como ferramenta de solucdo das equacdes parabdlicas de camada limite e um modelo
algébrico é utilizado para a modelagem do fenémeno da turbuléncia. O objetivo € identificar
se as bases utilizadas nas expansdes dos campos de velocidade e funcéo corrente do problema
laminar, preservar8o as mesmas caracteristicas de convergéncia para o caso do escoamento
turbulento. Resultados numéricos para diferentes nimeros de Reynolds séo apresentados para
verificacdo de sua influéncia sobre ambas as formulagtes.
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1. INTRODUCAO

Pela sua simplicidade, o canal de placas paralelas se constitui numa geometria ideal para
teste e desenvolvimento de técnicas numéricas aplicadas a solucdo das equacbes que
governam a dindmica de escoamentos. Entre as técnicas que se apresentam para a solucéo
destas equacdes, a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) é um método do
tipo espectral que se baseia em expansdes de autofuncdes que, com a gjuda de softwares
recentes de manipulagdo algébrica/simbdlica, incorpora aguns aspectos de uma técnica
puramente analitica. Devido a sua natureza hibrida, esta técnica apresenta alguns fatores



interessantes como o0 procedimento automatico e direto do controle de erro global, bem como
a necessidade de um pequeno acréscimo no esfor¢co computacional global com o aumento do
nimero de variaveis independentes do problema. Dadas estas caracteristicas, a GITT torna-se
particularmente apropriada para finalidades de covalidacdo de resultados, e serd empregada
para a analise das formulacfes que neste trabalho se apresentam.

A aplicacéo da GITT na solucdo das equacdes de camada limite laminar na formulacdo
variaveis primitivas esta bem estabelecida em vérias contribuicbes (Cotta e Carvalho, 1991,
Carvalho et al., 1993; Machado e Cotta, 1995). Motivados pela possibilidade de um ganho de
convergéncia, Figueira da Silva et al. (1996), propuseram a solucéo das equacdes de camada
limite laminar na formulacéo alternativa de funcdo corrente. Vislumbraram que a satisfacéo
automatica da conservacdo da massa e a eliminacdo do termo fonte representado pelo
gradiente de pressdo resultariam em reducdo do custo computacional e melhor representacéo
dos potenciais estudados. Pimentel (1993), alicercado no estudo apresentado para o caso
laminar, estendeu o0s procedimentos anteriormente estabelecidos para 0 edtudo do
desenvolvimento hidrodinamico turbulento empregando o modelo algébrico de turbuléncia de
Cebeci e Smith (1974). Com a confirmagdo da violacdo da equacdo da continuidade,
identificada pela variacdo da velocidade média ao longo do canal, Pimentel et al. (1997)
implementaram a formulacdo em fungdo corrente e verificaram uma melhora na representacéo
e convergéncia dos potenciais do problema.

Buscando verificar a causa das discrepancias entre estas formulacdes, na andlise do
desenvolvimento do escoamento turbulento em canais de placas paralelas, e, de certa forma,
complementando o esforgo anteriormente desenvolvido por Lima et al. (1999), o presente
trabalho analisa com um maior grau de profundidade os fatores que levam a violagdo da
conservacdo da massa, bem como apresenta uma discussdo sobre qual das formulactes
apresenta menor custo computacional para uma dada precisdo prescrita e resultados
completamente convergidos. De forma a simplificar tal andlise, um modelo algébrico de
turbuléncia extremamente simples e anteriormente utilizado em outros trabalhos (Lima et al.,
1997 e Lima et al., 1999) € empregado. As caracteristicas pertinentes a cada formulacéo séo
demonstradas pela apresentacéo de resultados para diferentes nimeros de Reynolds.

2. FORMULACAO DO PROBLEMA

Consideraase 0 desenvolvimento do escoamento turbulento incompressivel,
bidimensional, de um fluido newtoniano com propriedades fisicas constantes em um canal de
placas planas e paralelas. O fluido entra no canal com um perfil uniforme e paralelo de
velocidade e considera-se que atransi¢cdo laminar-turbulento ocorre logo na entrada do canal.
Assume-se que 0 escoamento medio esteja em regime permanente € que o conceito de
viscosidade turbulenta € valido. Empregando-se 0s seguintes grupos adimensionais.

x=2 1; y‘y*; U-lf; V:\fRe; Re:U—b; V=, P= =
b Re b U U Vv Vv puU?2

sendo b a metade da distancia entre as placas, U avelocidade média, p a massa especifica do

fluido, va viscosidade molecular e vi a viscosidade turbulenta; as equacfes médias de
Reynolds - equacdo da conservacdo da massa, equacdo da quantidade de movimento na
direcéo x e equacdo da quantidade de movimento na direcdo y - na formulagdo de camada
limite, so escritas em variaveis primitivas e na forma adimensional como:
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submetidas as condicdes de entrada e de contorno, respectivamente:

x=0, O<y<1
U(0y)=1 (4
V(0,y)=0 ©)

y=0, x>0 y=1 x>0
oy -0 U(x,1)=0
Y|, (6-9)

V(X,O)=O V(X,1)=O

De forma a se reescrever 0 sistema de equagdes acima na formulacdo alternativa de
funcdo corrente, W(x,y), parte-se de sua defini¢éo:

OP(x.y). V(xy)=-2X )

10-11
ay ox ( )

Ux,y)=——>+7-

gue, apds apropriada manipulacdo matematica das Eqgs. (2-3), chega-se a equagao que governa
0 escoamento nesta nova formulacéo:

3 3 O 2
oW %W gWoRw _ 655_ 1+vt)aLP , 0<y<l1l x>0 (12)
dy oxdy2  Ox oy® Oy Y oy?

submetida as condi¢des de entrada e de contorno, respectivamente:

x=0, O<gy<1
W(0y)=y (13)
Ll [ (14)
0X |, o

y=0, x>0 y=1 x>0
W(x,0)=0 W(x,1)=1
2 -
ak: -0 [hd -0 (15-18)
ay y=0 ay y=1



Para o fechamento dos sistemas de equacdes (1-9) e (12-18), faz-se necessario a
prescricdo ou modelamento da viscosidade turbulenta, v;. O modelo aqui adotado € o mesmo
utilizado por Lima et al. (1997) e Lima et al. (1999), o qual consiste num modelo algébrico
gue utiliza o conceito de viscosidade turbulenta efetiva, desenvolvido por Richman e Azad
(1973). Representa um truncamento do modelo original de Van Driest em (1-y)=0.158 que,

apesar de extremamente simples, serve para 0s propdsitos que neste trabalho se apresentam.
Maiores consideracOes sobre este modelo podem ser obtidas em Richman e Azad (1973).

3. METODOL OGIA DE SOLUCAO

Seguindo idéias anteriormente estabelecidas no desenvolvimento da GITT propde-se a
separacao dos potenciais a serem estudados, velocidade e funcéo corrente, em duas parcelas:
uma devido ao campo completamente desenvolvido e outra devido exclusivamente a0 campo
em desenvolvimento. Este procedimento reduz significativamente o esforco computacional,
além de homogeneizar a condicdo de contorno, eg. (17); uma vantagem adicional para a
aplicacdo da transformada integral. Uma vez que os sistemas resultantes para ambas as
formulacbes sdo similares, e de forma a reescrevé-los em termos de apenas uma equacao, Sao
definidas as seguintes variaveis genéricas.

G(x,y) =F(x,y) + Fa(y) (19)

onde.  G(x,y) - potencial original de velocidade, U(x,y), ou funcéo corrente, W(x,y)
F(x,y) - potencial filtrado de velocidade, U(x,y), ou fungio corrente, ®(x,y)
F.(y) - campo completamente desenvolvido, U.(y), ou W (y)

O primeiro passo para a aplicacdo datécnica da transformada integral consiste na escolha
de problemas de autovalor que irdo auxiliar no processo de solucdo. Para ambas as
formulactes, estes problemas estdo bem estabelecidos e podem ser encontrados em Figueira
da Silvaet al. (1996). Os problemas auxiliares permitem a definicdo do seguinte par genérico
de transformada/integral :

F(x,y):i% (y) F(x) Inversa (20)
E(x)= J‘Ol\?i (y) F(x,y) dy Transformada (21)

onde os potenciais sdo definidos, de acordo com a formulacéo que se esteja analisando, como:

F(x) - potencial transformado de velocidade, U;(x) , ou de func&o corrente, ®; (x)
Y, (y) - autofuncdes normalizadas associadas aos autovalores ;' s.

Apbs o formalismo matematico de transformacdo integral, isto €, apos a aplicacéo do
operador I: Y (y)dy e uso da formula de inversdo, eg. (21), nas equagdes (1-9) e (12-18)

obtém-se 0 seguinte sistema genérico de equacdes diferenciais ordinarias, com 0S Seus
respectivos coeficientes.



0

ZAikd—Fk = B, i=1,23,.., o (22)
4 dx

onde, para aformulacdo em variaveis primitivas, os coeficiente sdo definidos como:

Aik:Z[Aijk"'Bijk]@j + [Cikoo+Dikoo] - Zfﬁi(o)[bUk"'Bkoo] (23)
J:
_ o He o du,| B
Bi= - (12T + B+ By + fi(O)E'gZu%fj(O)Uj -1 & (24)
0= y=1[]
1 i _ -
Aijk :I YiY;Ydy Bij :I Y;Yfdy Cikeo :I YiYU.dy (25-27)
0 0 0
1 1 1_ U
D[ TR0y Bu=[VUedy  Busf Yi'vtE'Lw;Edy (28-30)
0 0 0 oy
_ 1
fi(y)=] Yidy (31)
y
e, paraaformulacdo em funcdo corrente:
Aik:Z[Aijk_Bijk] [@; + [Cikoo_Dikoo] Bi= [Hf1 D + B + Bivoo] (32-33)
J:
i o -
Ai=[ YiY;Y dy Bij :I YiYi'Ydy Cikeo :I Yi Y Wedy (34-36)
0 0 0

1. 1 1 2
Diter = I YW dy B = I YrWidy  Bpes I Iovi 2w Ty (37-39)
0 0 0 oy?

nestes coeficientes, um apéstrofe, ('), denota diferenciacéo em relacdo avariavel y.

A condicdo de entrada, x=0, para cadaformulacéo deve igualmente ser transformada:
_ 1
EQ©) = Ui(O):I Yi[1-U.(y)] dy i=1,2,., 0  VariaveisPrimitivas (40)
0
_ 1
E(0) = (Di(O):I Vil y-w. )] dy i=1,2,.., o  Funcdo Corrente (41)
0

O processo de transformacdo integral elimina, entdo, a coordenada transversal, y, e
oferece um sistema diferencial ordinario para os potenciais transformados na coordenada x. O
sistemainfinito, Eq. (22), deve ser truncado numa ordem N, suficientemente grande, de forma
a se obter resultados numéricos dentro de uma precisdo prescrita, através de subrotinas para
problemas de valor inicial, como a DIVPAG (IMSL, 1987). Uma vez que estas quantidades
tenham sido avaliadas para qualquer posicdo axial, X, 0s potenciais originais sdo recuperados
analiticamente pelo uso de suas defini¢bes e da formula de inversao.



4. RESULTADOSE DISCUSSAO

O procedimento computacional foi implementado em Fortran e executado em um
microcomputador Pentium 111 de 500 MHz/192 Mb de meméria. Um erro relativo de 10°
(cinco digitos significativos) foi estabelecido na chamada da subrotina DIVPAG. Resultados
para 0s principais potenciais s8o0 mostrados para diferentes nUmeros de Reynolds.

A tabela 1 ilustra a convergéncia da velocidade média, quando a formulacdo em variaveis
primitivas € empregada, para dois nimeros de Reynolds ao longo do canal. Verifica-se que a
violacdo da velocidade média, comentada no trabalho de Figueira da Silva et al. (1996) e
Pimentel (1993), € claramente observada apenas quando baixas ordens de truncamento nas
expansdes propostas sdo utilizadas, mais notadamente, em posi¢cdes distantes da entrada do
canal. Para Re=3510* e N=200, a velocidade média ja se encontra completamente
convergida. Para um nimero de Reynolds mais elevado, Re=4,8[10*, atabela 1 indica que o

processo de convergéncia parece ser mais lento, requerendo um maior nimero de termos para
a completa conservacao.

Tabela 1 — Convergéncia da velocidade média, U(x), ao longo do canal,
para diferentes nimeros de Reynolds. (Variaveis Primitivas)

Re=35010* Re=4,810%
X*/Dp| N 10 100 150 200 10 100 150 200
1 099%1 1001 1000 09999 |09%6 1001 1001 1,001
5 1,006 1004 1002 1000 | 1,006 1,005 1,003 1,002
10 1011 1005 1003 1001 | 1,011 1,00/ 1,004 1,003
20 1,015 1006 1003 1001 | 1,016 1,008 1005 1,003
30 1,019 1007 1,003 1001 | 1,020 1009 1006 1,003
40 1,023 1007/ 1003 1001 | 1,024 1010 1006 1,003
60 1,032 1008 1003 1001 | 1,033 1011 1006 1,003
100 1,063 1009 1,004 1001 | 1,066 1,014 1007 1,004
400 3049 1037 1007/ 1001 | 3,019 1071 1022 1,007

A tabela 2 ilustra 0 comportamento da convergéncia da velocidade no centro do canal ao
longo da posicéo axial, para Re=35[10*. Esta tabela mostra a equivaléncia entre as duas
formulacbes quando a conservacdo da massa € alcancada.

Tabela 2 — Convergéncia da velocidade no centro do canal, U(x,0), ao longo
da posicéo axial, para ambas as formulagées. Re=3510*

Variaveis Primitivas Funcdo Corrente
X*/Dy|N| 10 100 150 200 10 100 150 200
1 1,024 1,022 1,021 1,021 | 1,020 1,021 1,022 1,022
5 1,082 1,070 1,069 1068 | 1,068 1,067 1,069 1,070
10 1,122 1,107 1,104 1,103 | 1,105 1,102 1,103 1,104
20 1,146 1,132 1,128 1,126 | 1,127 1,125 1,125 1,126
25 1,152 1,136 1,132 1,129 | 1,130 1,129 1,129 1,129
30 1,154 1,138 1,134 1,131 | 1,131 1,130 1,130 1,130
40 1,159 1,139 1,135 1,132 | 1,132 1,131 1,131 1,131
60 1,172 1141 1,136 1,133 | 1,132 1,132 1,132 1,132
100 1,210 1,142 1,136 1,133 | 1,132 1,132 1,132 1,132




Observa-se que, tomando os resultados de funcéo corrente como referéncia, em posicoes
proximo a entrada do canal, os resultados fornecidos pela formulagdo em variaveis primitivas
sdo praticamente idénticos ao fornecidos pela formulagdo em funcdo corrente, mesmo para
peguenos valores de N. Todavia, para posi¢des distantes da entrada, os resultados para a
formulac@o variaveis primitivas se deterioram devido a ndo conservacdo da massa. Um
nimero maior de termos se faz necessério. Fazendo-se N =200 as formulagdes sdo idénticas.

Confirmando as conclusbes anteriores, a tabela 3 mostra a convergéncia da velocidade
longitudinal na posicdo axial, x*/Dy=10, em vérios pontos da coordenada transversal, .
Nota-se que, em regides afastadas da parede, as duas formulacdes fornecem resultados iguais.
Entretanto, proximo a parede, onde prevalecem os maiores gradientes de velocidade, a
convergéncia é mais lenta. Até mesmo a formulacdo em funcdo corrente, que conserva a
massa em toda posi¢édo ao longo do canal, tem sua convergéncia prejudicada nesta regido.

Tabela 3 — Convergéncia da velocidade longitudinal, U(x,y), paraa posicéo axial
X" /Dy =10para ambas as formulagdes. Re=3,5[10*

Varidveis Primitivas Funcdo Corrente
Y|N 10 100 150 200 10 100 150 200
0,0 1,122 1,107 1,104 1,103 | 1,105 1,102 1,103 1,104
0,1 1,119 1,105 1,102 1,101 | 1,102 1,100 1,101 1,101
0,2 1,112 1,099 1,096 1,094 | 1,097 1,094 1,094 1,095
0,3 1,100 1,088 1,085 1,083 | 1,085 1,083 1,083 1,084
0,4 1,082 1072 1,069 1,067 | 1,069 1,066 1,066 1,067
0,5 1,057 1,049 1,046 1,043 | 1,045 1,043 1,043 1,043
0,6 1,022 1018 1,015 1012 | 1,013 1,012 1,011 1,011
0,7 0,9798 0,9777 0,9747 0,9723 | 0,9713 0,9719 0,9711 0,9706
0,8 0,9251 0,9277 0,9249 0,9225 | 0,9192 0,9221 0,9212 0,9205
0,9 0,8523 0,8582 0,8557 10,8535 | 0,8487 0,8530 0,8523 0,8514

A tabela 4 ilustra uma comparacdo, em termos de custo computacional, entre as duas
formulacbes. Observa-se que, para a faixa analisada, 0 nimero de Reynolds apresenta pouca
influéncia sobre o tempo de execucdo, para um mesmo numero de termos e mesma
formulac&o. Também, para um mesmo nimero de termos, a formulacdo em funcéo corrente
apresenta custo computacional de cerca de duas vezes 0 custo apresentado pela formulacdo
variaveis primitivas. Em adicdo, para ambas as formulagbes, nota-se um crescimento
excessivo do custo computacional com o aumento do nimero de termos. Isto indica a
necessidade de recursos computacionais avancados para uma perfeita convergéncia de
resultados, principalmente quando se utiliza a formulagdo em funcéo corrente.

Tabela4 — Tempo de CPU, em segundos, para diferentes nimeros
de Reynolds e para as diferentes formulactes.

Varidveis Primitivas Funcdo Corrente
N Re=35M10* | Re=4,8[10* | Re=35[10* | Re=4,8[10*
10 2,8 3,0 5,4 51
50 160 159 363 364
100 1.225 1.218 2.422 2777
150 4.429 4.200 9.366 9.380
200 12.281 12.300 26.961 26.881




5. CONCLUSOES

Quando as equacbes de camada limite sGo analisadas na formulacdo em varidveis
primitivas pela GITT, resultados idénticos aos produzidos pela formulacdo em funcéo
corrente sdo obtidos. Tal conclusdo € verdadeira desde que a conservacdo da massa seja
totalmente satisfeita, isto €, um nimero de termos, N, suficientemente elevado seja utilizado
nas expansdes dos potenciais. Esta conclusdo, reafirma os resultados de Figueira da Silva et
al. (1996) e Pimentel et al. (1997), realcando, entretanto, que a violacdo da equacdo da
continuidade se da apenas devido as baixas ordens de truncamento anteriormente empregadas.
Isto implica que a formulacdo em variaveis primitivas é t&o representativa quanto a
formulacdo em funcéo corrente. Mais ainda, se 0S recursos computacionais S80 escassos, a
formulacdo em variaveis primitivas apresenta menor custo, apesar de reguerer um maior
nimero de termos para a total convergéncia de resultados. A favor da formulacdo em funcéo
corrente esta a excelente representatividade dos potenciais originais para baixas ordens de
truncamento e pequena influéncia do nimero de Reynolds nas taxas de convergéncia,
caracteristicas que levam a sua preferéncia em relacéo a formulacdo em variaveis primitivas.
Como uma nota final, lembra-se que o mesmo comportamento de convergéncia deve ser
verificado com outros modelos algébricos que melhor descrevem o fenémeno daturbuléncia.
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