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Resumo

Neste trabalho sdo descritos diversas estratégias que visam ampliar as flexibilidades de um ge-
rador de malhas, triangulares e/ou quadrilaterais ndo-estruturadas, bidimensional. Dentre estas
estratégias descreveremos: 1) Os procedimentos adotados para incorporar a possibilidade de de-
finicdo de subregifes, bem como, de malhas mistas com elementos triangulares e quadrilaterais
em subregides distintas; 2) Os procedimentos necessarios para a obtencao de malhas triangu-
lares ou quadrilaterais com alongamento direcional dos elementos, i.e. malhas anisotropicas,
em funcéo das caracteristicas da funcao representada na malha; 3) Outros aspectos que dizem
respeito ao acoplamento entre os modulos de geracdo de malhas, analise via método dos ele-
mentos finitos e analise de erros/adaptacédo. Finalmente, sdo apresentados alguns exemplos para
demonstrar as flexibilidades do sistema de geracdo de malhas descrito, bem como, a qualidade
dos elementos obtidos nas malhas.

Palavras-Chave: Geracdo de Malhas, Malhas Mistas e Anisotropicas, Adaptacdo de Malhas

1. INTRODUCAO

Nos ultimos tempos observa-se uma tendéncia cada vez maior de se utilizar métodos numeé-
ricos adequados para o uso de malhas quaisquer (estruturadas ou nao), tais como o método dos
elementos finitos (MEF) ou o método dos volumes finitos (MVF)(AGARD, 1992). As principais
vantagens da utilizacao de procedimentos adequados ao uso de malhas nao-estruturados séo: fle-
xibilidade para lidar com geometrias complexas e o fato destas se apresentarem como a forma
natural para a incorporacéo da adaptatividade de malhas, que representa talvez a Unica esperanca
de resolucdo adequada de fen6menos de pequena escala (por ex. camada limite, propagacéo
de ondas de choque, turbuléncia, etc.) em geometrias complexas. O primeiro passo para uma
simulacdo computacional, ap0s a etapa de modelagem geométrica, € a geracdo de malhas, e a
qualidade das solucdes obtidas esta diretamente relacionada com a qualidade da malha empre-
gada na analise. Em problemas tipicos da dindmica dos fluidos, usam-se malhas com dezenas e
até centenas de milhares de elementos, o que, claramente, torna a geracdo manual de elementos
totalmente inviavel. Em geral se utilizam malhas triangulares devido ao baixo custo e flexibili-
dade geométrica destes elementos, porém determinadas formulacdes do método dos elementos
finitos requerem e/ou apresentam melhor desempenho com o uso de elementos quadrilaterais e,
em situacOes especificas (por ex. problemas acoplados, ou em problemas com certos fendme-
nos essencialmente unidimensionais), com o uso de malhas mistas. A melhoria da qualidade da
solucéo encontrada através da analise numérica, pode ser alcancada através de estratégias que
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refinam as malhas automaticamente nas regides onde a solugéo apresenta grandes erros de dis-
cretizagcdo (aproximacoes grosseiras) e desrefinam em regides onde 0s erros estdo muito abaixo
da preciséo estabelecida. Ao lidarmos com fenbmenos cujo comportamento apresenta uma di-
recao preferencial, a estratégia de geracdo/adaptacdo de malhas se torna mais eficiente quando
da possibilidade de se obter malhas com alongamento direcional (i.e. anisotrépicas). O desen-
volvimento de um sistema computacional robusto e flexivel de geracdo e adaptacdo de malhas
bidimensionais resulta em uma ferramenta muito valiosa para simulacdo de problemas reais de
interesse das Engenharias e Ciéncias.

Neste trabalho descrevemos algumas estratégias implementadas num sistema de geragéo de
malhas triangulares e/ou quadrilaterais ndo-estruturadas bidimensionatt(bltel998a; Lyra
et al., 1998b) visando ampliar as suas flexibilidades para lidar com sub-regides, malhas mistas,
malhas anisotropicas, assim como apresentamos o procedimento adotado para o acoplamento do
programa de analise com o de geracao/adaptacao de malhaseshing. Estes e outros pontos
sao ilustrados através de diversos exemplos.

2. GERADOR DE MALHASNAO-ESTRUTURADASBIDIMENSIONAIS

O processo de geracdo de malhas consiste basicamente na subdivisdo do dominio de interes-
se em um conjunto consistente de sub-dominios (“ou elementos”). A consisténcia fica garantida
uma vez que os elementos gerados cobrem todo o dominio, sendo as intersecdes entre os ele-
mentos apenas em pontos ou lados comuns.

2.1 Geracdo deMalhasTriangulares

O gerador de malhas triangulares, desenvolvido por Peatzite1987), e que se baseia na
técnica do avanco de frentadyancing front), foi utilizado para efetuar as triangularizagées dos
dominios apresentados neste trabalho. Este gerador permite um controle da densidade e gradacao
da malha e da forma dos elementos. Algumas modificacdes, que seréo descritas no transcorrer
deste artigo, foram efetuadas neste programa para permitir a incorporacao da flexibilidade para
lidar com sub-regides, assim como para possibilitar que o0 modulo de geracao de malhas quadri-
laterais gere também malhas mistas e para auxiliar na definicdo automatica de sub-regiées com
malhas anisotropicas quadrilaterais.

2.2 Geracao deMalhasQuadrilaterais

O nosso gerador de malhas quadrilaterais ndo-estruturadas baseia-se na conversao de uma
triangularizacao prévia do dominio de interesse (lgra., 1998a; Lyraet al., 1998b). O pro-
cedimento consiste basicamente de trés etapas: 1) Unido de dois triangulos adjacentes atraves
da remocéo criteriosa da aresta comum, levando a uma malha mista intermediaria; 2) Obtencao
de uma malha totalmente quadrilateral através da subdivisdo da malha intermediaria (subdividir
tridangulos remanescentes em trés e quadrilateros em quatro quadrilateros respectivamente (ver
figuras 7 e 8); 3) Otimizacdo da malha através de estratégias que modificam a topologia ou a
geometria da malha visando uma melhor qualidade dos elementos gerados. Uma sintese desta
estratégia de geracdo de malhas quadrilaterais pode ser visto nas figuras 1 a 4.
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As estratégias de otimizacdo da malha adotadas sao: (a) permutacdo de diagonais, (b) re-
gularizacdo Laplaciana, e (c) eliminacdo de n6s com apenas trés elementos conectados. A per-
mutacéo de diagonais pode ser feita com dois objetivos: (a.1) visando um equilibrio do niamero
de elementos que cocorrem em cada n6 da malha ou (a.2) visando a formacéao dos elementos
com melhor qualidade (i.e. menor distor¢cdo). A otimizacao € entéo feita tomando-se a seguinte
sequéncia de estratégias: (a.l1), (b), (c), (b) e (a.2). Para maiores detalhes em relacdo a estas
estratégias ver (Lee & Lo., 1994) e (Lyebal., 1998a).

Uma idéia da qualidade das malhas triangulares e quadrilaterais tipicas obtidas com 0 nosso
sistema de geracéo de malhas (Lstral., 1998b) pode ser vista nas figuras 5 e 6. Nestas figuras
tem-se a triangulacéo inicial e malha quadrilateral correspondente do dominio que representa um
protétipo da regido frontal de um aviao civil, cuja geometria foi modelada por furspfiess
cubicas. Nestas figuras pode ser apreciada a boa qualidade dos elementos gerados.
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Figura 5: Malha Triangular Figura 6: Malha Quadrilateral

Vale ressaltar que o tamanho dos elementos da triangulacéo inicial do dominio deve ser
aproximadamente o dobro daquele desejado para os elementos quadrilaterais da malha final. A
opcéao pela conversao de triangulos € extremamente atraente pois as malhas quadrilaterais geradas
podem herdar as propriedades das malhas triangulares originais, as quais sédo obtidas através de
qualquer técnica de triangularizacéo ja consolidada na literatura.

3. FLEXIBILIDADESINCORPORADASAO SISTEMA DE GERACAO

3.1 ConsideragbesIniciais

Para a implementacéo do procedimento de converséo de triangulos em quadrilateros se faz
necessario a definicdo de algumas matrizes inteiras que fornecem os dados topologicos utilizados
nos algoritmos, sem a necessidade de buscas constantes (ver detalhes enalL{#898a)).

Quando desejamos gerar malhas mistas ou com sub-regides, anisotropicas ou nado, utilizamos
algumas estratégias e informacdes especificas do nosso gerador de malhas triangulares, que ndo
sdo em geral encontradas em um programa de geracado de malhas triangulares.
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3.2 Subregides

Quando, por exemplo, da analise de problemas da dinamica dos fluidos tais como escoamen-
tos multi-fasicos e ndo-misciceis ou da analise de problema da mecéanica dos solidos envolvendo
materiais com diferentes propriedades mecanicas em diferentes por¢des do dominio de interesse,
tem-se a necessidade de malhas adequadas para cada sub-dominio (ou sub-regido) consistentes
entre si. Na geracdo de malhas triangulares consideramos cada sub-regido independentemente
com a definicdo topoldgica das sub-regifes e descricdo da geometria do contorno, incluindo a
interface entre sub-regies. No processo de triagularizacdo, através da técnica do avanco de fren-
te, obtemos primeiramente a numeracao dos nos do contorno e em seguida a geracdo de nés e
tridangulos simultaneamente em cada sub-regido independentemente, porém os dados topologi-
cos da malha final (numeracg&o dos nds, elementos, arestas e faces do contorno) séo consistentes
e possuem uma numeracao sequencial. Isto é feito utilizando-se um vetor que informa os seg-
mentos que descrevem cada regido e um outro que fornece os nos pertencentes a cada segmento,
quando este ja foi discretizado. Tem-se desta forma malhas totalmente triangulares, consistentes
e por sub-regides. Para obter malhas totalmente quadrilaterais e por sub-regides procedemos a
quadrilaterizagdo do dominio completo, conforme é feito no caso de uma Unica regido, isto ja
garante ao final a consisténcia entre regiées sem a necessidade de trata-las independentemente.

3.3 MalhasMistas

Como consequéncia da flexibilidade da definicdo de sub-regides com malhas consistentes
entre si, tem-se a possibilidade de se gerar malhas com tipos de elementos distintos em cada
sub-regido. A definicdo do tipo de elemento para cada regido pode ser feita apriori nos dados
fornecidos ao gerador. Na matriz auxiliar denominada “ISIDE” (utilizada tanto no mddulo de
gereacdo triangular como quadrilateral), e que originalmente listava o primeiro e ultimo no, as-
sim como o elemento a direita e 0 elemento a esquerda de cada aresta da malha (com zero para o
namero do elemento correspondente no caso de arestas sobre o contorno), foi necessario acres-
centar uma quinta informagao com o nimero da regido que contém a aresta ou zero no caso da
aresta pertencer a interface entre duas sub-regifes. Assim como na geracdo de malhas quadri-
laterais, a geracao de malhas mistas segue trés etapas: 1) Unido de dois triangulos adjacentes
apenas nas regides pré-definidas como quadrilaterais; 2) Subdivisdo da malha intermediaria ob-
tida nas sub-regifes quadrilaterais conforme descrito no item 2.2 (figuras 7 e 8 e subdivisao das
sub-regides triangulares dividindo cada triangulo em quatro novos triangulos conforme figura 9,
garantindo-se assim a consisténcia na interface entre sub-regides; 3) Otimizacdo das malhas nas
sub-regides quadrilaterais (Lyeh al., 1998a; Lyraet al., 1998b). Como 0s novos triangulos
obtidos atraves do processo de subdivisdo nas regides triangulares herdam as caracteristicas do
triangulo original, que ja passaram por um processo de otimizac&o durante a triangulacéo inicial
do dominio, a utilizacdo de uma nova otimizacdo ndo representa grandes melhorias na qualidade

dos elementos e nao foi efetivado.
& N

Figura 7: Subdivisdo em Figura 8: Subdivisdo em Figura 9: Subdivisdo em
sub-regiao quadrilateral sub-regido quadrilateral sub-regido triangular

Alguns exemplos, puramente académicos, visando ilustrar a possibilidade de lidarmos com
dominios onde tem-se sub-regides distintas, podem ser vistos nas figuras 10 a 13. Nestas figuras
temos malhas triangulares (figura 10), quadrilaterais (figura 11) ou mistas (figuras 12 e 13), todas
malhas uniformes e com garantia da consisténcia entre diferentes sub-regides.
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Figura 10: Subregiao - malhdigura 11: Subregido - malh&igura 12: Subregido - malha
triangular qguadrilateral mista

Figura 13: Subregido - malha mista

3.4 Alongamento Direcional

Na solucédo de problemas que envolvem fendmenos onde em certas regiées do dominio
tem-se um comportamento eminentemente unidimensional (i.e. em apenas uma dire¢cédo tem-se
variacoes acentuadas do comportamento da solugéo do problema) torna-se pouco eficiente a uti-
lizacdo de malhas com elemento equilaterais e sem direcdo preferencial, i.e. malhas isotropicas.
Nestes casos é de extrema importancia a possibilidade de se definir uma direcao e fator de alon-
gamento para os elementos nas proximidades das referidos regides, levando-se assim a obtencao
de malhas anisotropicas. Tem-se desta forma uma maior eficiéncia ja que concentramos graus
de liberdade ao longo das dire¢cdes com variagao acentuada da solucdo representada pela malha.
Aliadas a isto, existem evidéncias numéricas e matematicas (Rippa, 1992) de que, pelo menos
para elementos triangulares lineares, tem-se uma melhor aproximacgao da solucao.

No gerador de malhas triangulares utilizado temos a flexibilidade de gerarmos malhas ani-
sotropicas fornecendo-se a direcdo e o fator de alongamento em cada n6 da malha de fundo (ou
background) (ver Perairest al (1987)). Visando uma automatiza¢do necessaria no processo de
geracdo/adaptacao (wiemeshing) de malhas anisotropicas em determinadas sub-regides, proce-
demos da seguinte forma: 1) Definimos uma razédo de alongamerdinetohing ratio, (Smin)

a partir da qual os triangulos sédo considerados “alongados”, definimos ainda um percentual mi-
nimo (Pmin) de triangulos com fator de alongamento superiBimain para que consideremos a
sub-regido como anisotrdpica; 2) calculamos a razdo de alongamento (maior lado sobre altura
correspondente) de cada triangulo pertencente a sub-regido, e o percentual de triangulos “alon-
gados” Pelem), considerando que a sub-regido é anisotropica sempriestgme > Pmin.

Na estratégia de obtencdo de malhas quadrilaterais pelo processo de conversdo de malhas
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triangulares tem-se que os quadrilateros herdam certas caracteristicas dos triangulos da malha
inicial. Além disto, num quadrilatero qualquer néo é tao evidente definir se este é ou ndo alonga-
do. Diante deste fato, a informacéo, se devemos ter malha quadrilateral anisotropica numa dada
sub-regido, é determinada na malha triangular inicial, conforme descrito no paragrafo anterior.
Quando do processo de conversdo da malha triangular inicial, na etapa de unido de dois
tridngulos adjacentes através da remocao da aresta comum para formar a malha intermediéria,
utilizamos normalmente um critério que s6 permite remover a aresta caso o quadrilatero a ser for-
mado satisfaca critérios que garantam uma boa qualidade do mesmet(alyd998a). Ja no
caso de malhas anisotrdpicas, sé removemos uma aresta caso esta seja simultaneamente o maior
lado dos dois triangulos adjacentes a mesma, isto claro desde que o quadrilatero a ser formado
satisfaca critérios minimos de qualidade. A etapa de subdivisdo dos elementos € a mesma tanto
para malhas isotropicas como anisotropicas. A terceira etapa, tanto no caso de triangulos como
quadrilateros, é feita com uma otimizacéo seletiva da malha, i.e. nas regides anisotropicas ape-
nas a estratégia de eliminacao de nés onde concorrem trés elementos é adotada. A utilizacdo das
estratégias de regularizacdo Laplaciana e da permutacdo de diagonais formada por dois elemen-
tos adjacentes levariam a destruir a natureza anisotropica da malha e s6 podem ser usadas nas
sub-regides isotrdpicas. Na figura 14(a) temos uma malha triangular com direcédo preferencial
(30°) e fator de alongamento (8). Na figura 14(b) temos a malha quadrilateral correspondente,
onde os quadrilateros séo alongados na direcdo desejada. N&o temos, no entanto, um controle
muito bom da qualidade dos elementos uma vez que nao podemos utilizar de todas as estratégias
de otimizacdo da malha. Este problema pode ser minimizado com o uso de malhas mistas.

Figura 14: Malhas anisotrépicas com alongamento: a) Triangular; b) Quadrilateral

Na figura 15 o dominio considerado foi utilizado na simulagdo de um escoamento com-
pressivel e ndo-viscoso, regido pelo sistema de equacdes de Euler, onde temos um escoamento
supersdnico (M= 2.0) incidindo numa parede sélida horizontal, com angulo de ataqde de
(Lyra & Almeida, 2000). Na solucéo deste problema tem-se a formacéo de um choque obliquo,
cujo angulo tedrico é de9, 3°. A malha apresentada foi obtida fazendo uso do conhecimento
tedrico da solucdo. Uma idéia da solucéo deste problema, em termos da distribuicdo da densida-
de, encontrada utilizando-se a formulacéo estabilizada do MEF denominada de CAU (Almeida
et al., 2000), pode ser vista na figura 16. Um estudo detalhado do desempenho da formulacéo
CAU na solucao de problemas da dinamica dos fluidos, utilizando-se malhas n&o-estruturadas
triangulares, quadrilaterais e mistas, com ou sem dire¢cdo e alongamento, sera apresentado no
trabalho de Lyra e Almeida (2000).

3.5 Acoplamento dos M odulos de Ger acdo/Adaptacéo e Andlise

A adaptacao de malhas é imprescindivel quando da simulacdo de problemas complexos e
de grande porte. O procedimento para adaptacdo de malhas triangulasesesieng que havia
sido estendido para malhas quadrilaterais via uma estratégia em trés etapatdlyi®98a) é
inteiramente valido também para malhas com subregifes e mistas. Em linhas gerais a estratégia
consiste em: 1) Transformar as sub-regides quadrilaterais do dominio em malhas triangulares,
subdividindo cada elemento em dois através de uma diagonal; 2) Gerar nova malha triangular
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Figura 15: Malha Mista direcional e sem Figura 16: Isolinhas de densidade, obti-
Alongamento das utilizando-se a formulacdo CAU

de acordo com parametros ditados pela andlise de erros; 3) Converter a malha triangular em
malha quadrilateral nas sub-regiées correspondentes e subdivisdo dos triangulos em quatro nas
regides triangulares. Na andlise adaptativa via MEF utilizanderseshing tem-se um madulo

de andlise de erros que fornece ao modulo de geragdo/adaptacdo de malhas indicadores de erros
e estimativas da densidade de malha, direcdo e taxa de alongamento desejada para os elemen-
tos em cada porcdo do dominio em estudo. O médulo de geracdo/adaptacéo fornece entdo uma
nova malha para o moédulo da anélise, que consiste dos dados topologicos da malha e coorde-
nadas dos nés da mesma. Isto, no entanto, ndo é suficiente, devemos garantir que as malhas
adaptadas representem de forma adequada o problema em questao, i.e. a geometria, 0s carre-
gamentos e condigdes de contorno necessérias ao programa de analise. No nosso gerador de
malhas associamos todas as entidades topoldgicas da malha (nés, arestas, elementos) ao tipo e
namero da entidade geométrica (ponto, curva ou sub-regido) a que pertence ( ver tabela 1). Isto
representa uma estrutura adequada para que a geometria, 0s carregamentos e condicdes de con-
torno, que sao normalmente associados diretamente as entidades topoldgicas da malha fiqguem
indiretamente associados ao modelo geométrico do problema em estudo e ndo a malha inicial
adotada. Utilizando-se das informac@es fornecidas, conforme descrito, o0 médulo de adaptacéo
pode fornecer um novo modelo do MEF consistente com 0 modelo original.

Tabela 1: Relacao entre entidades topoldgicas da malha e entidades geométricas do dominio

Entidade da malha Entidade Geométrica Associada
NO Ponto
Curva
Sub-regido
Aresta Curva
Sub-regido
Elemento Sub-regiao

Uma etapa fundamental no procedimento adaptativoenashing se refere a interpolacéo

dos dados entre duas malha ndo-estruturadas. Para tal precisamos de um algoritmo de busca
eficiente para descobrir em que elemento da malha antiga se encontra cada n6 da nova malha.
Em seguida efetuamos a interpolacéo utilizando os valores da solu¢do nos nés deste elemento
para obter o valor no novo né. Foi utilizado um algoritmo de busca baseado em uma estrutura
de dados em arvore binaria (Bonet & Peraire, 1990), que foi adequado para malhas triangulares,
quadrilaterais e mistas. Associado a interpolacdo temos um erro que pode vir a desqualificar a
solucéo principalmente no caso de analise adaptativa transiente onde o numero de malhas gera-
das e portanto o numero de interpolacdes entre malhas € muito grande. Diante disto, estendemos
para quadrilateros lineares a possibilidade de se interpolar ndo apenas linearmente mas quadrati-
camente conforme descrito em De Sampahial (1993), para triangulos lineares.
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4. CONCLUSOES

O sistema computacional para geracdo de malhas apresentado € robusto e versétil permitin-
do lidar malhas triangulares, quadrilaterais ou mistas consistentes e em geometrias quaisquer. A
geracdo de malhas quadrilaterais e mistas herda todas as flexibilidades da técnica de triangulacao
via avanco de frente, possibilitando um controle da densidade, gradacéo, forma dos elementos,
assim como da direcao e do fator de alongamento quando malhas anisotrépicas forem indica-
das. O médulo de geracao pode ser acoplado a um moédulo de andlise de erros permitindo assim
uma redefinicdo automatica da malha e do modelo do MEF. No presente, encontra-se em fase
de desenvolvimento a incorporacao da flexibilidade da definicdo automatica de sub-regifes para
possibilitar adaptacdo de malhas kémeshing local, i.e. sem a necessidade de geracao de nova
malha sobre todo o dominio, quando os parametros da malha s6 se modificarem apreciavelmente
em sub-regides do dominio. Este aspecto pode representar grande economia na simulacéo adap-
tativa de problemas transientes, bem como reduzir o erro de interpolacao da solugéo entre malhas
gue € inerente a este processo adaptativo.
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