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RESUMO

A solucdo acoplada das equacOes de Navier-Stokes e conservagdo da massa vem
tornando-se uma aternativa atraente e cada vez mais viavel em funcdo do aumento
exponencial da capacidade de processamento e armazenamento dos computadores modernos.
A metodologia discutida neste trabalho € um método da classe de volumes finitos
desenvolvido por Raw (1985) e conhecido por FIELDS, que aém de resolver as equagdes de
forma acoplada possui algumas caracteristicas interessantes com relacdo a funcéo de
interpolacéo e montagem das equagdes, assuntos que serdo explorados neste trabal ho.
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1. INTRODUCAO

O método FIELDS (FlInite ELement Differential Scheme) € uma metodologia para a
solucdo de problemas de mecénica dos fluidos e transferéncia de calor que combina a
conservacdo da propriedade dentro do volume de controle, caracteristica fundamental dos
métodos de volumes finitos, com a flexibilidade de um sistema de coordenadas local,
caracteristica herdada de elementos finitos, e que é uma ferramenta muito apropriada para a
discretizacdo de geometrias complexas através de malhas ndo estruturadas.

O FIELDS também possui outras caracteristica importantes;, uma delas é utilizar como
funcdo de interpolacdo as proprias equacbes do movimento, em sua forma completa
discretizada. Isto d& a0 método a capacidade de incorporar todos os detalhes da fisica
envolvida no problema, propicia um forte acoplamento p-v e estabilidade durante a solucéo.
Outra importante caracteristica estd associada a utilizagdo de um esquema de interpolacdo
para 0 termo convectivo da funcdo de interpolacdo, que envolve a0 mesmo tempo, as
variaveis armazenadas nos nds e nos pontos de interpolacdo. O terceiro ponto importante é a
maneira como o termo difusivo é discretizado, no qual ndo é simplificado o divergente do
campo de vel ocidades mesmo em escoamentos incompressivels.

Neste trabalho o0 método FIELDS sera brevemente descrito e duas de suas caracteristicas
importantes seréo exploradas. A primeira é a andlise de trés formas possiveis para a aplicacéo
de um esguema skew upwind para o termo convectivo das funcdes de interpolacdo as quais
serdo entdo comparados com relagdo a taxa de convergéncia e o tempo de CPU utilizado para
o célculo dos coeficiente. A seguir a influéncia do divergente do campo de velocidades
adicionado a parcela com os termos difusivos também seré analisada.



2. REVISAO DO METODO

Neste método o dominio de calculo é subdividido em elementos que posteriormente irdo
contribuir para a formacdo dos volumes de controle. O método utiliza-se de quadrilateros
como elementos finitos os quais sdo formados pela unido de quatro nds, onde todas as
variavels sdo armazenadas, constituindo assim em um arranjo co-localizado. Cada elemento
deve ser tratado isoladamente através da utilizacdo de um sistema de coordenadas local. O
dominio deste sistema (s,7) variade —1 a+1 conforme mostra a Figura 1a

de controle

(a) elemento (b) SVCs (c) volume de controle

Figura 1: Caracteristicas geométricas

Deve ser observado na Figura 1a que o sistema de coordenadas local ndo é ortogona e
gue as linhas que unem dois nés sdo sempre linhas de s ou ¢ constantes. Cada elemento esta
ainda divido em quatro entes menores chamados de sub-volumes de controle (SVC), como
mostra a Figura 1b. Esta mesma figura mostra também os ponto onde as propriedades devem
ser integradas os quais séo denominados de pontos de integragcdo ou simplesmente pis.

Todas as propriedades, fisicas ou geométricas, devem ser interpoladas para qualquer
ponto dentro do elemento somente em fungdo das propriedades armazenadas nos nés. Isto é
conseguido através de uma transformacdo de coordenadas do sistema global (x,y) para o
sistema local (sf). Assim uma propriedade qualquer ¢ e ser determinada em qualquer
posi¢ao no interior do elemento através da expressao

4 = 025[(L+ 5) W+ 1)gu + A= 5) @+ 1) gy + 0= 5) - 1) g + (Lt 5) - 1) ] (1)

Finalmente, o volume de controle, mostrado Figura 1c, é criado em torno dos nés e
recebe contribui¢des de quatro elementos diferentes.

A discretizagdo completa das equacdes pode ser encontrada em Schneider (1987), porém
uma versado resumida sera mostrada. Por exemplo a equacdo de Navier-Stokes para u é dada
por
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Através da integracdo sobre o volume de controle, e da definicdo de um vetor normal a
superficie do mesmo dado por dn, = —dx +dy , aEq. (2) resulta
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Para 0 SVC1, o termo convectivo deve ser avaliado nos pontos de integragéo pi; € pia.
Destaforma as integrais sobre as superficies que contém estes pontos podem ser aproximadas
por

Ly, it pude= oz, o

No termo convectivo, tanto o coeficiente “a” como a variavel “u” sdo escritos em letras
minusculas. Isto indica que o subindice j referese aos pontos de integracdo e ndo aos nos.

Exatamente como o termo convectivo, o termo difusivo serd avaliado sobre as mesmas
superficies. A parceladifusivadaEg. (3) pode ser entdo escrita naforma

s Eﬁ+—ﬁd - o ”’%ﬂ Sa b (5)

Procedendo de maneira idéntica para o ponto de integracéo 4 e com o auxilio da Eq. (1)
paraaavaliacdo das derivadas, obtém-se uma forma compacta
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Ostermos transiente, de presséo e fonte podem ser facilmente discretizados como
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onde.J € 0 Jacobiano da transformag&o.
Com todos os termos discretizados é possivel dar a forma final para a equacdo da
guantidade de movimento para a velocidade u, por

4 4 4
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onde 0s “4;” e 0s “a;” S0 matrizes 4x4 em gue as linhas representam os sub-volumes e as
colunas representam as contribuic¢des de cada né ou ponto de integracdo para o sub-volume da
linha em questéo. As letras mailsculas referem-se aos nds enquanto que as minuscula aos
pontos de integracdo. Os superindices ¢, d, p, s e t indicam respectivamente convectivo,
difusivo, pressdo, fonte e tempo, enquanto que u e v indicam se o coeficiente multiplica a
velocidade U ou V.

O vetor u; representa o valor das propriedades nos quatro pontos de integragéo. Para a
avaliac8o deste vetor faz-se necessario a utilizagdo da fungdo de interpolagdo que no método
FIELDS acaba por ser a equagéo da quantidade do movimento discretizada de forma quase
idéntica A Eq. (10). Como este trabalho propde-se a explorar apenas 0s termos convectivos
desta funcéo de interpolacdo, apenas este termo sera discretizado no item seguinte.



3. FUNCOES DE INTERPOLACAO PARA O TERMO CONVECTIVO

Nesta sec¢do trés forma de interpolagdo para o termo convectivo serdo abordadas: duas
apresentadas por Raw (1985) e um terceira proposta neste trabal ho.

Antes da apresentacdo dos trés esquema de interpolagdo, uma breve introducdo aos ja
conhecidos esquemas skew, € cabivel de ser apresentada.

A Figura 2a mostra um elemento com seus quatro pontos de integragdo e quatro nés. E
também mostrada adiregdo 7 fluxo aqual esta alinhada com o vetor velocidade V.

(b) (©

Figura 2: Esguemas de interpolacdo
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pode ser aproximado para 0 ponto de integracéo 1 por

a —
o8 = prl620.) 1
onde VV =+u® +v* @, éaaproximagdo para ¢ ;£L é 0 um comprimento.

A formacomo serainterpolado ¢ ,radeterminar o tipo de esquema de interpol acéo.

3.1. Skew Upstream differential Scheme (suds)
Este primeiro esguema apresentado é o mais completo de todos, pois utiliza para a
interpolacdo deg ,tanto as variaveis armazenadas nos nGs como nos pontos de integracao.
Referindo-se novamente a Figura 2a pode ser observado que a linha de corrente n
intersecta 0 SVC2 em um ponto entre ¢ ,eo ponto médio entre ®, e @3, entdo ¢ , dee ser
interpolado em fungéo de ¢ P, e P3 e pode ser expresso por

%:%@+[B_ b@“iﬁ (13)

Desta forma, englobando todas as possibilidades de intersecdo da linha de corrente do
escoamento com as bordas dos SVC2 ou do SVC1, aavaliagéo do termo convectivo para este
esguema acaba envolvendo oito varidveis. quatro nos pontos de integracdo e quatro nos noés. O
termo convectivo pode entdo ser expresso para um el emento como

pu—ﬂ»——ZZ ¢.9,%C.,,,) (14)

onde i indicao SVC e o ponto de integracdo, para os coeficientes em letras mindsculas, e 0
no para os coeficientes em letras maidscul as.



Para a criagcdo das funcbes de interpolagdo € preciso isolar a varidvel u, 0 que torna
necessario ainverséo da matriz de coeficientes ¢; ;. Mesmo sabendo-se que a maioria dos seus
coeficientes sd0 zeros, € impossivel determinar quais ndo sdo, tornando-se necessario que um
método geral de inversdo de matrizes sgja utilizado. Os métodos que operam com todos 0s
termos da matriz executam sempre 0 mesmo numero de operagdes, ndo interessando a
guantidade de termos nulos.

3.2. Skew upstream differential scheme-node (suds-no)

Este é 0 esquema proposto neste trabalho o qual e uma simplificacdo do esguema
anterior, onde apenas as variaveis armazenadas nos nés sao utilizadas nainterpolacdo de ¢ .. O
procedimento é idéntico ao anterior, porém @ ,énterpolado em um ponto situado na borda do
elemento, ao invés da borda do SV C, como no esquema suds.

No escoamento mostrado na Figura 2a, agora a discretizacéo de ¢ , tha-se

_a _a
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Esta formulacdo é mais simples do que a suds, pois agora existem menos formas de
interpolar ¢ , bem como apenas quatro variavels estdo envolvidas.

A motivagdo para a criagdo deste esquema de interpolagcdo foi dada pelo fato que a
inversdo de uma matriz 4x4 com a maior parte de seus coeficientes iguais a zero, implica em
um gasto de tempo de processamento e armazenagem de dados desnecessario. Usando apenas
os valores nos nés para interpolar ¢ ,ameatriz c;; torna-se uma matriz diagonal, fazendo com
gue a operacdo de inversdo desta matriz resulte em apenas quatro operagdes de divisdo.

3.3. Skewed upstream weighted differential scheme (suwds)

A Ultima forma de interpolacéo (Schneider (1986)) € construida em fungdo da observacéo
dos fluxos de massa que entram e saem de um determinado SVC, e possui a vantagem de
gerar apenas coeficientes positivos.

A Figura 2b mostra o fluxo de massa m; saindo do SVC2, e o fluxo de massa m;
entrando, consequentemente m; e m, possuem sinais diferentes. Se /m./ > Im;/ é correto dizer
que a varidvel no ponto de integracdo 1, (¢ ;)depende apenas da variavel no ponto de
integracdo 2. Neste caso ¢ ;e depender apenasde ¢ ».

Olhando agora para Figura 2c onde tanto m; quanto m, estdo saindo do SV C2, neste caso
o fluxo de massa que deixa 0 SVC2 precisavir de dentro do SVC, ao invés de m,, entdo agora
@ »deve depender apenas de P..

A Ultima possibilidade € quando m; esta saindo e m; entrando no SV C2 (Figura 2b), mas
Imyl < Im,/. Neste caso, como o fluxo de massa m; que deixao SVC2 é maior do que o fluxo
m; que entra, parte da massa que sai por m; precisa vir do interior do volume, assim ¢ ; dee
depender tanto deg >quanto de ®,.

As trés possibilidades acima podem ser resumidas em uma Unica espressao

¢, =s¢, +{+s)® s:maxgmin M21 E (16)
u 2 2 onde 0 m B g

Este esquema, assim como 0 suds também se utilizadamatriz c;;.

4. DIYERGENTE DO CAMPO DE VELOCIDADES
E sabido que para escoamentos incompressivels onde a massa especifica (o ) 1@ varia ao
longo do escoamento, os termos difusivos podem ser simplificados. Relembrando a equacéo



de Navier-Stokes para a velocidade u na sua forma mais geral, a parcela com 0s termos
Viscosos € dada por

u
S T L 4

Seu for considerado constante e 0 termo com o divergente (equacdo da massa na qual

OO =0) for simplificado, através de algumas operages algébricas a Eq. (17) pode ser
escritacomo

0 2u u
— tU— 18
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E neste ponto que para escoamentos incompressiveis, o divergente de velocidade é
novamente feito igual a zero e a Eq. (18) toma a forma usualmente utilizada. Porém o método
FIELDS néo faz esta simplificac&o. Na busca de solugdes analiticas as simplificacdes séo bem
vindas, enquanto que a manutensdo de termos sdo artificios usados em soluces numeéricas. A
inclusdo deste termo, modifica a matriz dos coeficientes e aparentemente proporciona um
maior acoplamento entre as equacdes, melhorando a estabilidade e taxa de convergéncia do
meétodo.

5. RESULTADOS E CONCLUSOES

Uma das caracteristicas mais importantes do método FIELDS esta relacionado com a
forma de aproximacdo do termo convectivo na funcéo de interpolacdo. No item 3 foram
mostradas trés formas possiveis para estas aproximagfes. Aqui serd feito uma breve
comparacao entre o desempenho destes esquemas de interpol acéo.

O problema agui utilizado para tanto € o da cavidade quadrada com tampa movel. Este
problema foi escolhido pois apresenta as principais dificuldades encontradas na solucéo
numérica de problemas de mecéni ca dos fluidos, que sdo o forte acoplamento entre os campos
de velocidade e pressdo e as ndo-linearidades do termo convectivo. Este problema foi testado
e 0s resultados comparados com os obtidos por Guia et al. (1975). Como 0 objetivo deste
trabalho ndo é a vaidacdo da metodologia FIELDS, mas sm o estudo de algumas
caracteristicas do método, estes resultados ndo sdo mostrados.

O primeiro parametro utilizado para a comparacdo € a taxa de convergéncia. A Figura 3a
mostra os residuos para o problema da cavidade com Re = 1000, maha cartesiana 31x31
volumesed t=1.

Dos trés esguemas de interpolacdo estudados o que apresentou o melhor desempenho foi
0 suds. Em comparagdo ao esquema suds-no, este melhor desempenho pode ser explicado por
dois fatores. o primeiro € relacionado com a proximidade a qual ainformagdo do escoamento
€ captada. No suds, @, € interpolado na interseccdo da linha de corrente do escoamento com a
borda do sub-volume, ao invés da borda do elemento, como ocorre no esquema suds-no. I1sto
torna o termo convectivo mais significativo na funcdo de interpolacéo, algo sempre desgjado
na solugéo de problemas dominantemente convectivos. O segundo fator esta relacionado com
aforte ligacdo entre as variaveis dos pontos de integracéo dentro do elemento. A matriz para
0s pontos de integragéo (c;;) € na realidade um sistema de equagdes que relaciona os quatro
pontos de integracdo de cada elemento. Com a solucéo deste sistema, na realidade estdo sendo
encontrados vaores para as varidvels nos pontos de integracdo que a0 mesmo tempo
satisfazem as necessidades do escoamento em quatro posicdes diferentes dentro do mesmo
elemento. Como cada elemento contribui para a formagéo dos coeficientes de quatro volumes



diferentes, este esquema acaba por também criar uma certa conectividade entre os quatro
volumes adjacentes.

E estranho porém o comportamento do esquema suwds, que funciona perfeitamente para
problemas convectivog/difusivos onde o campo de velocidades € conhecido, como pode ser
verificado em Schneider (1986). Porém, para o problema da cavidade, onde o campo de
velocidades ndo é conhecido, este esquema funcionou bem apenas para baixos nimeros de
Reynolds. Muitas sdo as citagOes destes esquema de interpolacdo na literatura, mas em
nenhum dos trabalhos verificados, foi encontrado sua aplicagdo em algum problema
semelhante. Aparentemente a forma “pobre” pela qual este esquema cacula os termos
convectivos onde a variavel no ponto de integracéo € aproximada em funcéo de no maximo
dois pontos (um né e um ponto de integracdo) ndo consegue captar corretamente as direcoes
preferenciais do escoamento, interferindo de tal forma a ndo permitir a convergéncia.
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Figura 3— Comparacdo entre 0s esquemas de interpolacéo para Re = 1000

As observacOes feitas a respeito do esquema suwds ndo sdo conclusivas. Embora os
algoritmos utilizados para todos os trés esquemas de interpolacéo sejam todos derivados do
criado para 0 esquema suds, sempre ha a possibilidade de que exista algum engano, o qual néo
foi identificado, e que pode estar causando este comportamento inesperado. Talvez a divida
sobre este esguema de interpolacdo sO podera ser eliminada com a repeticdo do trabalho de
Schneirder (1986), confirmando sua correta implementacdo, e entdo através deste algoritmo
utilizé-lo para a solucdo dos problemas propostos neste trabal ho.

A principal motivagdo para a criagdo do esquema suds-no foi a possibilidade de reducéo
do tempo de céalculo dos coeficientes. Como 0 esquema suds-no € muito semelhante ao
esquema suds, sua rotina de clculo foi criada a partir da rotina do esquema suds onde
peguenas adaptacOes foram feitas para que as interpolacdes pudessem ser realizadas ndo mais
nos contornos do sub-volume, mas sim do elemento. Tendo em vista estes fatores, € possivel a
comparacao dos tempos de CPU para o calculo dos coeficientes entre os esquemas. A Figura
3b mostra os tempos de CPU para o calculo dos coeficientes.

As curvas da Figura 3b, mostram que 0 esguema suds-no consome menos tempo de CPU
para o célculo dos coeficientes, porém esta superioridade € peguena e como a convergéncia é
mais lenta, o nlimero excedente de iteragdes para se alcancar um terminado residuo (1x10°
neste problema) acaba por tornar o tempo total de CPU maior. Como o tempo gasto com o
clculo dos coeficientes depende somente do esquema de interpolacdo e do nuimero de
elementos (geometria), os resultados observados no gréfico da Figura 3b ndo restringem-se
somente ao problema da cavidade e servem como um parametro de comparagdo geral entre os
trés esquemas.

Os testes apresentados neste trabalho mostram que o esguema suds realmente € 0 mais
eficiente, tanto na taxa de convergéncia quanto no tempo final de CPU. Por outro lado,
embora 0 esquema suds-no, mesmo com 0 seu ganho em tempo para o caculo dos



coeficientes ndo consiga diminuir o tempo total de CPU, 0 seu ganho com a economia de
memoria é significativo, pois a0 inves de 4x4 elementos da matriz c;;, apenas 4 precisam ser
armazenados. Para uma versdo tridimensional, as pequenas vantagens do esgquema suds-no
aparentemente dever&o ampliar-se geometricamente, pois a matriz c;; passaria a ter 12x12
termos, tornando sua inversdo inviavel, e o numero de termos armazenados seriam apenas 12
ao inveés dos 144 nos esquemas suds € suwds.

O Ultimo ponto estudado é com relagdo a ndo simplificagdo do divergente do campo de
velocidades no termo difusivo. Em primeira anadise, € esperado que esta inclusdo no maximo
melhore a convergéncia, mas como € mostrado na Figura 4 esta € decisiva. O problema
utilizado foi o da cavidade com malha cartesiana de 31x31 volumese 4 ¢ =1

Tempo total de CPU
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Figura 4— Influéncia do divergente de vel ocidade na convergéncia do método

Nos problemas com Reynolds baixo a influéncia ndo é sentida, porém com o aumento do
nimero de Reynolds esta passa a ser decisiva. A melhor performance do método com a
inclusdo do divergente nos termos difusivos talvez possa ser explicada através de uma andlise
numeérica. A inclusdo do divergente nos termos difusivos modifica a matriz dos coeficientes
gque comega a tornar-se mais irregular e dificil de convergir, o que influi diretamente na
solucdo do sistema linear. A inclusdo deste termo extra nas equagdes do movimento cria um
acoplamento entre os campos de u e v, facilitando a convergéncia do problema.
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