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Resumo 
O processo de fraturamento em materiais quasi-frágeis com efeito de amolecimento do 
material e localização de deformações pode ser representado por meio do modelo de fissura 
coesiva. Neste trabalho foi implementado o sistema computacional QUEBRA2D-FEMOOP, 
que simula processos de fraturamento bidimensional de fissuras coesivas usando elementos 
finitos de interface de linha quadráticos com amolecimento linear e bi-linear. O modelo 
considera duas pontas de fissura, a real e a fictícia, entre as quais encontram-se os elementos 
de interface. O QUEBRA2D é um programa para modelamento de problemas bidimensionais 
de fraturamento, é responsável pela interface gráfica, entrada e saída de dados, geração de 
malhas adaptativas de elementos finitos e gerenciamento dos processos de mecânica da 
fratura. O FEMOOP (“Finite Element Method Object-Oriented Program”) é o programa 
utilizado para resolver o problema de elementos finitos. Serão apresentados exemplos de 
fraturamento coesivo, utilizando os dois modelos constitutivos de amolecimento linear e bi-
linear, comparando os resultados numéricos com os experimentais, para ilustrar a utilização 
desta ferramenta computacional. 
Palavras-Chave : fraturamento coesivo, elemento finito de interface, amolecimento linear e 
bi-linear. 
 

1 INTRODUÇÃO 

       O sistema QUEBRA2D-FEMOOP constitui uma ferramenta computacional capaz de 
simular fraturamento bidimensional com interface gráfica moderna. O QUEBRA2D-
FEMOOP (“Finite Element Method – Object Oriented Programming”) [Martha-1996] possui 
as rotinas computacionais necessárias para viabilizar a modelagem do fraturamento coesivo 
bidimensional. O funcionamento integrado do sistema QUEBRA2D-FEMOOP pode ser 
representado segundo o fluxograma da figura 1: 

Figura 1. Fluxograma geral da integração QUEBRA2D-FEMOOP. 



       O QUEBRA2D possui interface gráfica bastante moderna e amigável, além de possuir  
recursos de geração automática e adaptativa de malhas. O gerenciamento de entrada e saída 
de dados, assim como o controle do processo de fraturamento, é feito pelo programa 
QUEBRA2D. O programa FEMOOP é desenvolvido em linguagem C++, utilizando os 
conceitos de programação orientada a objetos.  

2 PROBLEMA COESIVO  

       O processo de fraturamento em materiais quasi-frágeis é caracterizado pela contribuição 
de resistência devida ao entrelaçamento de agregados, ligações por fibras, microfissuração e 
outros fenômenos inelásticos. A representação desses fenômenos inelásticos localizados pode 
ser feita satisfatoriamente por meio de modelos coesivos, os quais descrevem a região 
danificada próxima à ponta de fissura. Estes modelos propõem a representação dos 
fenômenos não-lineares considerando perda de resistência do material a medida que os 
deslocamentos das faces da fissura aumentam, caracterizando o efeito de amolecimento 
(“strain-softening”). Na figura 2, a região coesiva corresponde ao comprimento ad da fissura 
(região na qual ocorre transmissão de esforços entre as faces da fissura) e a região de 
comprimento ao, à parte da fissura sem nenhuma transmissão de esforços. 

Figura 2. Zona de processo na ponta de fissura 

       A distribuição de tensão no modelo de fraturamento coesivo permite que o material atinja 
a tensão última de tração, e a partir deste ponto a tensão diminui progressivamente até o ponto 
que apresenta a condição de abertura crítica (wc), a partir do qual não há transferência de 
esforços entre as faces da fissura (figura 3). A curva que caracteriza a distribuição da tensão 
depende da relação constitutiva do amolecimento do material (curva de “softening”).  

 
Figura 3. Distribuição de tensão no modelo coesivo 

       O modelo de fissura fictícia (“Fictious Crack Model”) foi desenvolvido por Hillerborg 
[Hillerborg-1976] no final dos anos setenta. A partir de ensaios de tração uniaxial em corpos 



de prova de concreto, foi possível observar que, após a carga máxima, a fissura inicial surgia 
numa região estreita de deformação localizada.  

3 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA COESIVO 

       Neste trabalho, foram utilizados elementos finitos de interface para representar o efeito 
das forças de coesão que atuam nas faces das fissura fictícia. Aplicando os conceitos do 
método dos elementos finitos (FEM), subdivide-se o domínio em diversos sub-domínios, 
permitindo que se escreva o vetor de deslocamentos como o produto de funções de forma e 
deslocamentos nodais. Pode-se escrever os problema coesivo na forma de elementos finitos: 
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       O vetor de forças desbalanceadas está presente devido a contribuição do efeito dos 
elementos de interface, cuja configuração de equilíbrio é obtida através da condição de tensão 
última na ponta de fissura fictícia. 

3.1 Elemento de Interface 

       Para representar o efeito coesivo ao longo da fissura, foi utilizado neste trabalho o 
elemento de interface paramétrico de 6 nós com dois pontos de integração de Gauss 
[Schellekens-1990]. 
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Figura 4. Elemento Finito de Interface de Linha INTERFACE6 

       A matriz de propriedades do material [Bueno-1999] é definida como: 
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3.2 Modelo Constitutivo de Amolecimento Linear 

       O modelo constitutivo adotado para representar o efeito de coesivo por meio de 
elementos de interface é feito através de uma lei de amolecimento linear [Bueno-1999]. 
Baseando-se em estudos feitos por Carpinteri, Bocca e Valente [Carpinteri-1989], desprezou-
se os efeitos coesivos tangenciais (KS = σr/∆ur = 0) e simplificou-se  a curva de resistência 
considerando que o material desde o início da solicitação já começa a perder resistência, 
conforme a figura 5a. 
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3.3 Modelo Constitutivo de Amolecimento Bi-Linear 
       O modelo constitutivo de amolecimento bi-linear [Bueno-1999] é caracterizado pela 
curva de resistência constituída por duas retas, desprezando a contribuição resistência de 
coesão dos efeitos tangenciais. Também foi considerado que o material desde o início da 
solicitação já começa a perder resistência, conforme mostra a figura 5b. 

3.4 Representação da fissura coesiva 

       A fissura coesiva é representada no sistema QUEBRA2D-FEMOOP através de elementos 
de interface com modelo constitutivo de amolecimento linear. O controle da condição de 
equilíbrio do modelo é feito por meio da verificação da tensão principal de tração no 
elemento de ponta de fissura. A figura 6 ilustra como uma fissura coesiva é modelada no 
QUEBRA2D-FEMOOP, utilizando elementos de interface e elementos planos triangulares de 
6 nós e e 3 pontos de integração de Gauss. A fissura coesiva não apresenta singularidade de 
tensão, portanto os elementos que formam a roseta de ponta de fissura têm seus nós 
intermediários não deslocados, no meio do lado do elemento, por isso a roseta de ponta de 
fissura coesiva é chamada de “roseta mid-point”[Bueno-1999]. 
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Figura 6. Fissura fictícia com elementos de interface e ponta de fissura com roseta         

“mid-point”. 

4 SOLUÇÃO E CONDIÇÃO DE PROPAGAÇÃO 

       Para resolver o sistema de equações do problema coesivo da Eq. (1), com n equações 
lineares e n+1 incógnitas ( n deslocamentos e o fator de carga λ ), utiliza-se a restrição de que 
a tensão principal no elemento de ponta de fissura deve ser igual a tensão última do material. 
O sistema de equações resultante é não-linear, e optou-se por resolve-lo através da associação 
do método de Comprimento de Arco de Cilindro com o Método da Relaxação. A condição de 
propagação da ponta de fissura fictícia é a tensão principal máxima se igualar à tensão última 
do material, a direção da propagação é perpendicular à da tensão principal máxima na ponta 
da fissura fictícia. A ponta de fissura real localiza-se no ponto onde a abertura da fissura se 
iguala à abertura crítica de fissura (wc), seguindo a trajetória traçada pela ponta de fissura 
fictícia [Bueno-1999]. 

5 EXEMPLOS NUMÉRICOS 

5.1 Amolecimento Linear 

Foi modelada uma viga sujeita à flexão por 3 pontos (TPB -“Three Point Bending”), 
contendo uma fissura inicial como mostrado na figura 7. O objetivo deste exemplo é mostrar 
a semelhança entre os resultados numéricos fornecidos pelo sistema QUEBRA2D-FEMOOP 
e resultados experimentais obtidos da literatura por Bocca[Bocca-1991]. 



Para modelar este problema no sistema QUEBRA2D-FEMOOP [Bueno-1999] foram 
utilizados elementos triangulares de 6 nós e 3 pontos de integração de Gauss (T6 e elementos 
de roseta mid-point -T6R) e elementos de interface de 6 nós e dois pontos de integração de 
Gauss (INTERFACE), em estado plano de tensão. Considerou-se a existência de uma fissura 
inicial sem elementos de interface para representar o chanfro feito na viga do ensaio. 
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Figura 7. Geometria da viga. 
       As propriedades do material, com amolecimento linear, constam na tabela 1: 

Tabela 1. Propriedades do material – Amolecimento Linear 
E = 4,9 GPa GF = 52,1×10-3N/mm wc = 10,42µm 
ν = 0,15 GFvigaC1 = 59,5×10-3N/mm wcvigaC1 = 11,90µm 
σu = 10 MPa GFvigaC2 = 50,2 ×10-3N/mm wcvigaC2 = 10,04µm 
   GFvigaC3 = 49,6×10-3N/mm wcvigaC3 = 9,92 µm 
       Na figura 8 ilustra-se a simulação numérica feita no sistema QUEBRA2D-FEMOOP 
através de uma das malhas utilizadas na modelagem do problema deste exemplo, da 
configuração deformada (exagerada). 

 
Figura 8. Tela do QUEBRA2D - Viga com chanfro inicial de 19mm. 

       Foram analisados três modelos de vigas (3PB-“Three Point-Bending”) com as mesmas 
dimensões, mas com chanfro inicial (fissuras iniciais) de três tamanhos diferentes: ao = 4mm 
(viga C1), ao = 11mm (viga C2) e ao = 19mm (viga C3). Os resultados fornecidos pelo 
sistema QUEBRA2D-FEMOOP foram comparados com resultados experimentais e 
numéricos obtidos da literatura [Bocca-1991]. Na viga ensaiada a abertura do chanfro 
(CMOD) antes do carregamento é de 1,0 mm, esta abertura não foi considerada no modelo 
numérico. 



5.1.1 Resultados 

       Nas figuras 9, 10 e 11 são mostrados os resultados para as vigas analisadas, considerando 
a carga e a flecha do ponto de aplicação de carga. Para cada uma das três vigas modeladas são 
apresentadas duas curvas de resultados, uma referente a análise que utilizou um valor de 
energia de fraturamento média do material, igual para todas as vigas (GF =52, 1 × 10-3 
N/mm), e a outra análise utilizando a energia de fraturamento obtida para cada viga nos 
ensaios experimentais (GF- Viga C1 = 59,50 × 10-3 N/mm, GF- Viga C2 = 50,20 × 10-3 N/mm e GF- 

Viga C3 = 46,70 × 10-3 N/mm). São apresentados também os resultados experimentais e 
numéricos obtidos por Bocca [Bocca-1991]. 

Deslocamento do ponto de aplicação de carga x Carga 
Viga C1 - Fissura Inicial de Comprimento = 4mm  
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Figura 9. Curva deslocamento do ponto de aplicação de carga (flecha) × carga – Viga C1. 
       Observando os gráficos das figuras 9, 10 e 11 nota-se que os resultados obtidos através 
da análise que utiliza os valores de energia de fraturamento obtidos através do ensaio de cada 
viga aproximam-se mais dos resultados experimentais do que aqueles em que se utilizou um 
valor médio de energia de fraturamento do material, para as vigas C1e C2, embora os 
resultados sejam bastante semelhantes entre si. 

Deslocamento do ponto de aplicação de carga x Carga 
 Viga C2 - Fissura Inicial de Comprimento = 11mm   

 Resultados  QUEBRA2D-FEMOOP e [BOCCA-1989]
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Figura 10. Curva deslocamento do ponto de aplicação de carga (flecha) × carga – Viga C2. 



Deslocamento do ponto de aplicação de carga x Carga 
Viga C3 - Fissura Inicial de Comprimento = 19mm     

 Resultados  QUEBRA2D-FEMOOP e [BOCCA-1989]
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Figura 11. Curva deslocamento do ponto de aplicação de carga (flecha) × carga – Viga C3. 

Resultados  Numéricos QUEBRA2D-FEMOOP
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Figura 12. Comparação das curvas de equilíbrio das vigas C1, C2 e C3. 
       É possível observar na figura 12 que o efeito coesivo se mostra atuante quando o 
comprimento de fissura fictícia é maior, aumentando o comportamento dúctil. Isto ocorre na 
viga C3, decrescendo na viga C2, e sendo a viga C1 a mais frágil das três, que se traduz 
através do efeito acentuado de “snap-back” na sua curva de equilíbrio. A maior diferença 
entre resultados ocorreu na viga C1. Isto porque, sendo a viga C1 a mais frágil das três 
analisadas, há maior concentração de tensão na região da fissura, pequeno comprimento de 
fissura fictícia e por isso grande variação de tensão na região coesiva, além de uma maior 
variação de tensão dentro do elemento de ponta de fissura onde se faz o controle de tensão. 
Comparando-se as curvas de resultado obtidas pelo sistema QUEBRA2D-FEMOOP, 
demostram que o programa fornece resultados satisfatórios, em comparação com resultados 
experimentais. 



5.2 Amolecimento Bi-Linear 

       Neste exemplo também foi analisada uma de viga sujeita à flexão por três pontos TPB 
(“Three Point Bending”) (figura 10) com fissura alinhada à carga no vão central é 
tipicamente um modelo de fraturamento no Modo I. Neste modelo considerou-se o modelo 
constitutivo de amolecimento bi-linear e estado plano de tensão. Esta viga foi analisada 
experimentalmente por Jamet et al. [Jamet-1995]. 
       A modelagem no sistema QUEBRA2D-FEMOOP também foi feita utilizando elementos 
triangulares de 6 nós e 3 pontos de integração de Gauss (T6 e elementos de roseta mid-point -
T6R) e elementos de interface de 6 nós e dois pontos de integração de Gauss (INTERFACE). 
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Figura 13. Geometria da viga. 

Tabela 2. Propriedades dos materiais – Amolecimento Bi-linear 
E = 30,7 Gpa ν = 0,15 
Material 1: Material 2: 

GF = 60,0×10-3N/mm    GF = 60,0×10-3N/mm    

σu = 4,0 MPa wc = 77,33 µm σu = 4,0 Mpa wc = 46,67 µm  

σ1 = 0,6 MPa w1 = 16,0 µm σ1 = 0,6 Mpa w1 = 20,0 µm 

       Foram feitas análises da viga com mesma geometria, mas com duas leis de amolecimento 
linear diferentes (material 1 e 2 da tabela 2). As duas leis de amolecimento consideradas têm 
a mesma energia de fraturamento e a mesma tensão última de tração, mas consideram-se dois 
diferentes limites de abertura da fissura para mudança da lei de amolecimento (w1Viga 1  ≠ 
w1Viga 2), conseqüentemente, tem-se wcViga 1  ≠ wcViga 2. Na referência [Jamet-1995], a abertura 
do chanfro (CMOD) anterior ao carregamento é de 3,0 mm. Esta abertura foi desconsiderada 
na modelagem numérica. 

5.2.1 Resultados 

       Os resultados obtidos das duas vigas modeladas foram comparadas com resultados 
experimentais obtidos da literatura [Jamet-1995] e [Álvarez-1997]. Na figura 14 consta curva 
do deslocamento vertical do ponto de aplicação de carga (flecha) × carga máxima das vigas 
modeladas, mostrando que os resultados do sistema QUEBRA2D-FEMOOP estão próximos 
dos experimentais. 
       Baseando-se nos resultados numéricos obtidos, é possível observar que a curva de 
amolecimento bi-linear do material 1 se mostrou mais adequada ao comportamento da 
interface do material ensaiado, pois o material 1 apresentou resultados mais semelhantes aos 
experimentais do que o material 2. Mesmo assim, ambos superestimam a carga máxima em 
relação aos resultados experimentais.  
       Os valores de máximos de carga obtidos nas simulações numéricas do QUEBRA2D-
FEMOOP foram superiores ao valor máximo experimental. Esta diferença se deve a diversos 
fatores, tais como a influência da posição do ponto no qual se faz o controle de tensão. Além 
disso, a diferença de inclinação entre as curvas numéricas e experimentais na parte superior 
trecho ascendente deve-se ao fato das curvas numéricas terem sido construídas considerando 



o resultado de um único ponto em regime elástico linear, sendo imediatamente conectado a 
um ponto já em regime não-linear, com efeitos coesivos. 

Amolecimento Bilinear  -  Curva Carga x Flecha   
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Figura 14. Curva flecha × carga–amolecimento bi-linear. 

       Os resultados fornecidos pelo sistema computacional QUEBRA2D-FEMOOP para 
amolecimento bi-linear mostram-se bastante animadores quanto ao seu potencial de 
simulação. Algumas adaptações na parte de controle de tensão podem melhorar 
significativamente estes resultados. 

6 CONCLUSÃO 

       A simulação do fraturamento coesivo por meio do Método dos Elementos Finitos 
utilizando elementos de interface com modelo constitutivo de amolecimento linear tem se 
mostrado eficiente. A implementação do fraturamento coesivo no sistema QUEBRA2D-
FEMOOP torna-o uma ferramenta computacional muito poderosa para análise de 
fraturamento de materiais de comportamento quasi-frágil, possibilitando a análise de 
estruturas de concreto que apresentam fissuras. 
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