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Resumo

Este trabalho apresenta a andise de vibracdo livre ndo amortecida de placas e cascas através
de um elemento finito do tipo hierérquico baseado no conceito de aproximacéo p. O primeiro
nivel de aproximagdo da solucdo € obtido através do elemento isoparamétrico quadrilateral
guadrético de 9 nés da familia Lagrangeana, formulado a partir da teoria de Reissner-Mindlin,
com integracdo numérica consistente. Para outros nivels de aproximagdo sdo realizados
sucessvos refinamentos hierarquicos com o propésito de retirar a caracteristica de rigidez
excessiva do elemento isoparamétrico na andlise de placas e cascas finas. Sdo apresentados
exemplos humeéricos para mostrar a precisao, eficiéncia e vantagens da presente formulacéo, e
os resultados obtidos (frequéncias naturais e modos de vibrar) sGo comparados com 0s
disponiveis naliteratura.
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1. INTRODUCAO

A maior parte das estruturas compostas por placas e cascas projetadas atualmente
requerem agum tipo de andise dindmica para comprovar sua capacidade de suportar
carregamentos transitorios. Embora a andlise de estruturas compostas por placas e cascas pelo
Método dos Elementos Finitos j& se estenda por mais de trés décadas, o estabelecimento de
um modelo que sga confidvel, eficiente e aplicavel a qualquer situacdo (placas e cascas finas
ou placas e cascas moderadamente grossas) ainda continua a ser objeto de estudo de muitos
autores.

Bathe e Dvorkin (1985 e 1986) resumiram 0s requisitos que devem ser encontrados no
desenvolvimento de um elemento finito confiavel e eficiente para andise de casca:

1. o elemento deve satisfazer 0s requisitos usuais de invariancia e convergéncia

(Zienkiewics, 1977);

2. 0 demento deve ser formulado sem o0 uso de uma teoria especifica, de maneira que possa
ser aplicavel em quaquer situacdo de placa ou casca;

3. 0 elemento deve ser smples, barato e utilizar, consderando a andlise de cascas, cinco ou
seis graus de liberdade por no;



4. o elemento deve ser "numericamente seguro”, isto €, ndo deve conter qualquer modo
proprio nulo, e deve estar livre do efeito de bloqueio;

5. o éemento ndo deve ser baseado em fatores de gjuste numerico;

6. 0 elemento deve ser relativamente insensivel as distor¢bes geométricas,

7. o0 elemento deve ter a capacidade de proporcionar solucdes precisas e eficientes.

A formulacdo para andlise de casca baseada na degeneracdo de um elemento sdlido
tridimensional através da reducéo de sua dimensdo na direcdo da espessuratem sido escolhida
por um grande numero de pesquisadores nos ultimos anos com o objetivo de satisfazer os
requisitos acima e, baseado nessa formulacdo, o elemento de nove nos da familia Lagrangeana
tem sido usado como base para o desenvolvimento de muitos elementos finitos para andlise de
casca. Em parte, isto se deve as seguintes observagbes. na andlise de tensdes no plano o
elemento isoparamétrico de nove nés € menos sensivel a distorcdes geométricas que o
elemento de oito nds (Cook, 1981 e Verhegghe e Powell, 1986) e, para o caso gera de flexéo
de placas o elemento de nove nos tem um Otimo desempenho se comparado a outros
elementos quadrilaterais lineares, quadréticos e cubicos (Pugh et al., 1978). Além disso, os
elementos de nove nos para andise de cascas sd0 geralmente considerados como vantg 0sos
em casos onde existem grandes variagdes de tensdes, onde as deformagbes por flexdo
dominam a solucéo, e onde a geometria é curva (Park e Stanley, 1986).

Entretanto, é bem conhecido que os resultados obtidos através do elemento de nove nos
para andlise de cascas apresentam diversas deficiéncias (Onate, 1992). A integracdo exata do
elemento quadrilateral quadratico de nove nos exige 3x3 pontos de integracdo na quadratura
de Gauss-Legendre para a matriz de rigidez que contém os termos relativos a flexdo e 3x3
pontos de integragdo para a matriz de rigidez que contém os termos relativos a cortante
(integracdo numérica consistente). Os resultados obtidos sGo excelentes para situagdes de
placas e cascas moderadamente grossas, contudo, com a reducdo da espessura 0 elemento
torna-se excessivamente rigido e os resultados ndo tendem agueles da teoria classica de
Kirchhoff para placas e cascas finas. A integracdo numérica reduzida (2x2 pontos de
integracdo para a matriz de rigidez que contém os termos relativos a cortante) elimina em
muitos casos 0 efeito de bloqueio na andlise de placas e cascas finas, mas pode gerar
elementos com modos proprios facilmente propagaveis em toda maha para vérias condicoes
de contorno, que distorcem a solucéo.

Este trabalho apresenta uma formulagdo do tipo hierarquica, baseada no conceito de
aproximacdo p. O primeiro nivel de aproximacdo da solucdo é obtido através do elemento
isoparamétrico quadrilateral quadratico de 9 nés da familia Lagrangeana, formulado a partir
da teoria de Reissner-Mindlin, com integracdo numérica consistente. Para outros niveis de
aproximacdo sdo realizados sucessivos refinamentos hierarquicos (3°, 4° e 5° graus) com o
proposito de retirar a caracteristica de rigidez excessiva do e emento isoparamétrico naanalise
de placas e cascas finas.

No processo de refinamento h a malha de elementos é refinada através da diminuigdo
sucessva do tamanho dos elementos. Neste processo o numero e o tipo de funcdes de
interpolacdo sobre cada elemento permanecem fixos. A utilizacdo deste tipo de refinamento
tende a aumentar o custo da andlise (novos nos e elementos tém de ser gerados) e produzir
erros associados a subdivisdo excessiva da maha de discretizagéo.

Ao contrério, no processo de refinamento p hierarquico o nimero e adistribuicéo de nés
e elementos sobre a malha discretizada permanecem fixos, no entanto, 0 nimero e o grau das
funcdes de interpolacdo sdo aumentados progressivamente. As matrizes de rigidez produzidas
nos estagios anteriores aquele da aproximacdo pretendida reocorrem e ndo precisam ser
recalculadas. A qualidade de aproximagdo da solucéo e o custo computacional sdo vantagens
gue aversdo p hierarquica de refinamento oferece em relagdo aversdo h.



2. FORMULACAO

De acordo com Zienkiewicz et al. (1971), o campo de deslocamento do eemento de
casca é interpolado a partir das fungdes de forma N, (E ,n) guadrilaterais quadraticas, e € dado
por:

zwna=iwwwwaiwﬁm@%m—aiwwm%%m @)

onde o deslocamento B({ ,n,Z) € um vetor coluna de componentes u,vew nasdiregbes X, Y
e Z, respectivamente, de um sistema de referéncia globa associado ao elemento e, da mesma
maneira U, Vi € W, as componentes do deslocamento di. Neste trabalho o campo de
deslocamento do elemento de casca serd interpolado a partir das fungbes de forma Ni(§,n)
guadrilaterais quadraticas de nove nos da familia Lagrangeana, portanto n=9.

O refinamento da expansdo quadrética especificada pela Eq.(1) pode ser conseguido
adicionando-se a ela fungbes de forma hierarquicas My(&,n) de ordem superior a dois
(Babuska et al., 1981). As fungdes Mp«(&,n) sdo polinbmios de grau p associados a cada um
dosladosdo elemento ( k=1, 2, 3 e4) ou sdo polinémios de grau p, do tipo bolha, associados
ao elemento (k =5, 6, 7, ...). Neste trabalho o refinamento da expansdo quadrética foi feito
adicionando-se fungbes de forma hierarquicas de 3° ,4° e 5° graus. As funcdes de forma
utilizadas foram definidas em termos das integrais dos Polinbmios de Legendre
(Szabo et al., 1991), conforme mostraa Tabela 1.

Tabela 1. Fungdes de forma hierarquicas de 3° ,4° e 5° graus.

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
p=3| - - =

p=4

p=5 = - ~ >

Destaformao deslocamento A dado pela Eq.(1) parao caso do elemento isoparameétrico,
torna-se:
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para 0 caso de elemento paramétrico do tipo hierdrquico. Nesta expressdo Spk, de
componentes apk, bpk € Cok Segundo os eixos X, Y e Z do sstema de referéncia globd, € o



vetor congtituido dos pardmetros hierérquicos. As fungdes Mpk(§,n) quando inseridas na
Eg.(1) ndo modificam o nivel de aproximagdo do elemento, mas, no entanto, a incognita Spk

deixa de ter o significado fisico de variavel nodal. Na realidade, as componentes de 8pk sdo

pardmetros dependentes das incognitas nodais &, , a, e ;.
De uma maneira compacta, a Eq.(2) pode, ainda, ser dada por:

{u =[N] da 3

onde{u éumamatriz congtituida dos deslocamentos u(&,n,Z), v(€,n,) ew(&,n,d), [N] éuma
matriz constituida das fungdes de forma Ni(§,n) e Mu(&,n), e {a} € uma matriz constituida
dos desdocamentos nodais u;, vi, W, a; € §; € dos parametros hierarquicos apk, bpk € Cok.

De acordo com as hipéteses bésicas da teoria de placa e casca (Timoshenko et al., 1959)
e em funcéo da solicitagdo do elemento, um ponto genérico va apresentar, segundo o0 sistema
dereferéncialoca (X ,y, z'), aele associado, 0 seguinte estado de deformagéo especifica:
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ou ainda,

{e} =[L]du} (5)

onde, {€} é uma matriz coluna constituida das deformagdes especificas e distor¢cdes em um
ponto genérico do eemento segundo o sistema de referéncia loca, {u’} corresponde aos
deslocamentos segundo o sistema de referéncialocal e [L] € o operador linear.

Aplicando o Principio do Trabalho Virtual e o Principio de D’ Alembert, chega-se a
determinacéo das matrizes de rigidez e de massa do elemento:
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onde, [B] € uma matriz que relaciona as deformacfes especificas com os dedocamentos e as
rotacGes nodais, [D’] € umamatriz quadrada, simétrica, constituida das constantes elésticas do

material, |J(E ,n)| 0 determinante da matriz jacobiano da transformacéo global-local e p a

densdade de massa por unidade de volume do elemento. De uma forma compacta, pode-se
escrever a equacdo que representa o equilibrio do sistema:

[me]cfg +[«<]cfa ={r°} ®)



onde [M? é a matriz de massa do eemento, {§ é um vetor coluna constituido das
aceleragdes nodais e dos parametros hierarquicos, [K °] € amatriz de rigidez do elemento, { a}
€ um vetor coluna constituido dos deslocamentos nodais e dos parametros hierarquicos, {f é
o0 vetor de carga. Encontradas as equactes algébricas que descrevem as caracteristicas de cada
elemento do sistema estrutural, 0 proximo passo € combinélas para formar um conjunto
completo de equagdes, que governe a reunido de todos os elementos. O procedimento de
montagem deste conjunto de equacfes € baseado na necessdade de que o equilibrio se
verifique por todo o sistema. Pode-se, portanto, escrever que:

M]dg +[]dd < } )

Esta equacdo representa o caso geral de vibracdo forcada para sistemas ndo amortecidos e se
ndo existem forgas atuantes no sistema, tem-se o caso de vibragdo livre. Admitindo-se
movimento harménico a Eq.(9) pode ser reescrita na seguinte forma:

([KI-ADOM]) dg ={d (10)

onde [K] e[ M] sdo as matrizes de rigidez e de massa globais do sistema, respectivamente, e
A o quadrado da frequéncia angular. Entretanto, este problema s6 pode ser resolvido apos a
imposicao das condigBes de contorno do sistema estrutural em andlise. Para um sisema
estrutural com n graus de liberdade podemos escrever que:

(K] thal =[ M D DA (11)

onde [K] e[M] si0 as matrizes (nxn) de rigidez e de massa globais do sistema,
respectivamente, [A] a matriz diagonal (nxn) que contém o0s n autovaores A e
[<D]=[{(p]}{ q¢.{ ¢, ] amatriz (nxn) que contém os n autovetor%{(pi}.

O processo de resolucéo do problema de autovalor generalizado consiste na obtencéo das
matrizes [A\] e [<D] Para tanto resolve-se, primeiramente, o S stema isoparameétrico:

[Kiso] [Eq)isa] :[ Mist] []q)isl [D/\il (12)

Sendo nis, 0 NUMero de graus de liberdade da andlise isoparamétrica, [Kiso], [Miso], [Piso] €
[Aiso] S80 submatrizes (niso X Niso) correspondentes ao sistema isoparamétrico. Pode-se fazer o
refinamento da solucéo obtida através da primeira reandlise do sistema introduzindo fungbes
de forma hierérquicas de terceiro grau:

0Kl [Kiso,hS]DD[cDiso] [q)iso,hS]D_ 0[Kiso] [Kiso,ha]DD[cDiso] [q)iso,ha]D Nl [/\iso,hs]D
T 1 Boun) o T Akerd B o) o] D] Tl 1

onde as submatrizes correspondentes a0 sSistema isoparamétrico ja foram obtidas
anteriormente na andise inicial. Sendo nn3 0 ndmero tota de varidvels hierérquicas
introduzidas na primeira reandise, [Kisons], [Misons], [Pisonz] € [Aisonz] S80 submatrizes
(niso X Nn3)  correspondentes ao acoplamento entre o sistema isoparamétrico e o sistema
hierarquico relacionado com a primeira reandise, [Knz], [Mnz], [Pn3] € [/Anz] S0 submatrizes
(nh3 X N3) correspondentes a0 sistema hierédrquico para a primeira reandlise. De maneira



semelhante, pode-se fazer o refinamento da solucdo obtida através da segunda reandlise do
sistema introduzindo func@es de forma hierérquicas de quarto grau e depois de quinto grau.

Como o algoritmo desenvolvido permite que se escolham, independentemente, oslados e
elementos a serem refinados, os graus das fungbes de forma hierdrquicas a serem
introduzidas, bem como as varidveis hierarquicas de interesse, pode-se ter tantas reandlises
guanto se queira. Assm, de uma forma geral, se se pretender fazer a i-reandlise pode-se
escrever que:

S[Klso] [Klsohl]DD[q)lso] [q)lsohu]gzg[Mlso] [Mlsohu]DD[q)lso] [q)lsohl]DD[/\lso] [Alsohl]g(l4)
aKhi,iso] [Khi] %Dm,iso] [q’m]g aMhi,iso] [Mhi] %Dm,iso] [q)hi] %\hmw] [Ahi]E

onde todas as submatrizes anteriores aguelas relacionadas com areandlise i ja foram obtidas.
Sendo npi 0 nUmero total de varidveis hierérquicas introduzidas na i-ésima reandise, [Kisonil,
[Misoni], [Pisoni] € [Aisoni] @ Submatrizes (nis, X Npi) correspondentes ao acoplamento entre o
sistema isoparamétrico e o sistema hierarquico relacionado com a i-ésima reandise, [Kyi],
[Mhl, [®n] e [An] as submatrizes (nn X ny) correspondentes a0 sistema hierérquico
relacionado com aj-ésima reanalise.

3. RESULTADOS NUMERICOS

A seguir sdo apresentados aguns resultados numéricos onde a confiabilidade e a
eficiéncia, consderando a andlise dindmica de placas e cascas, do elemento finito hierdrquico
proposto sdo andisadas. Fez-se, além da comparacdo dos resultados obtidos nas andlises
isoparamétrica (p=2) e hierdrquica de 3°grau (p=3), 4°grau (p=4) e 5°grau (p=5), a
comparagdo dos resultados obtidos com os eementos finitos QURI (isoparamétrico
quadrilateral quadrédtico de nove nOs com integracdo totamente reduzida) e Shell93
(disponivel no "software" comercial ANSY S5.4).

Todos os resultados obtidos com os vérios elementos finitos descritos acima foram
comparados com os obtidos anaditica ou experimentalmente disponivels na literatura. Os
resultados apresentados foram normalizados dividindo-se a freqiéncia natural calculada pela
freqliéncia natural "exata" (obtida na literatura).

3.1 Casca esférica engastada em uma extremidade

Em funcdo da geometria a casca esférica engastada em uma extremidade (Figura 14) foi
modelada com seis malhas de discretizagdo de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos. As
Figuras 1b, 1c, 1d, 1e e 1f apresentam as cinco primeiras frequéncias naturais normalizadas
(Leissaet al., 1983) para cada maha de discretizacdo e o numero de graus de liberdade
envolvidos na andlise do elemento finito proposto com seus refinamentos (p=2, p=3, p=4 e
p=5) e dos outros elementos finitos comparados (QURI e Shell93).
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Figura 1. Casca esférica engastada em uma extremidade (@) e suas frequéncias naturais
normalizadas para o 1° modo (b), 2° modo (c), 3° modo (d), 4° modo (e) e 5° modo (f).

3.2 Placa quadrada apoiada nos quatro cantos

Para verificar se 0 elemento finito com refinamento hierarquico gera elementos com
modos préprios propagaveis em toda malhafoi feito um teste classico proposto naliteratura: a
andlise de uma placa quadrada apoiada nos quatro cantos que € extremamente sensivel a
existéncia de modos préprios de flex&o.

Em funcdo da geometria a placafoi modelada com malha de discretizacéo regular de 3x3,
5x5, 7x7 e 9x9 elementos. A Figura2 apresenta as seis primeiras freguéncias naturais
normalizadas (Leissa, 1969) para cada maha de discretizacdo e 0 nUmero de graus de
liberdade envolvidos na andise do elemento finito proposto com seus refinamentos (p=2, p=3,
p=4 e p=5) e dos outros elementos finitos comparados (QURI e Shell93).



Os resultados obtidos com o eementos finitos QURI e Shell93 estdo muito distantes do
"exato" (os modos préprios se propagam em toda malha distorcendo a solucéo) e por esta
razéo os resultados para este e emento ndo aparecem na Figura 2.

Na Tabela2 sdo apresentados os seis primeiros modos de vibrar da placa quadrada
apoiada nos quatro cantos obtidos a partir do elemento finito proposto (HIERARQUICO) e do
elemento Shell93 (ANSY S) com malhas de discretizacdo de 9x9 elementos, estes resultados
podem ser comparados com os obtidos analiticamente (“EXATQ”) por Leissa (1969).

Pode-se verificar que os modos de vibrar obtidos com o eemento finito proposto séo
excelentes, enquanto que os obtidos com o eemento Shell93 apresentam o problema de
geracdo de modos proprios que distorcem a solugéo.

T T T T T 1.04 T
106 o 1° MODO —e—p=2 —e—p=2
| —o—p=3 —o—p=3
1.05 —Ep=4 1034 —m—p=4
© ] —0—p=5 —O0—p=5
E ks
©
N 1.04 E IS
< =
E 1 £ 102 i
S 1.03 E 5
© 4
2 g
& 1.02 ° b &
=i \ < 1.014 B
g =3
o °
L 1,014 . E iy
\. B e e
1,00 - Omfl g S— R .
T T T T T T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Numero de graus de liberdade Namero de graus de liberdade
1.04 T T T T T 1.05 T T T T T
3° MODO —e—p=2 ) 4° MODO —e—p=2
—o—p=3 —o—p=3
Cm—p= 1.04 _m—p=
1034 " p_4 L] p_4
< —0O0—p=5 < J —0O0—p=5
o o
8 S 103 g
g 102 4 g
& &
o o 1.02 -
3] 3]
& &
2 1.01 - E 2
o © 1.014 4
w w
— e 5
100 oo Ty 1.00 o eoeeen O R I S T
T T T T T T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Numero de graus de liberdade Numero de graus de liberdade
T T T T 1.04 T T T T T
5° MODO —e—p=2 6° MODO —e—p=2
—o—p=3 1 —o—p=3
1.03- TP
(] (]
o o
© ©
N N
g g 102+
=] =]
= =
8 8
3] 3]
& &
=1 5 1014
o o
o o
w w

1.00

T T T T T T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Numero de graus de liberdade Numero de graus de liberdade
(€) ()

Figura 2. Frequéncias naturais normalizadas da placa quadrada apoiada nos quatro cantos
para o 1° modo (@), 2° modo (b), 3° modo (c), 4° modo (d), 5° modo (€) e 6° modo (f).



Tabea 2. Modos de vibrar da placa quadrada apoiada nos quatro cantos.
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4. CONCLUSOES

A partir dos resultados dos exemplos numéricos, verifica-se que o refinamento da solucéo
do elemento isoparamétrico, através da introducéo de polindmios de terceiro (p=3), quarto
(p=4) e qU| nto (p=5) graus, apresenta os seguintes resultados:

excelente convergéncia com o refinamento damaha;

- ndo apresenta os problemas de bloqueio na andlise de placas e cascas finas;

- ndo gera elementos com modos préprios;

- com o refinamento da malha os resultados convergem para os obtidos com
integracdo reduzida

Enfim, pode-se dizer que o elemento finito proposto, consderando a andlise dindmica,
atende praticamente todos requisitos que devem ser encontrados no desenvolvimento de um
elemento finito confidvel e eficiente para andlise de placas e cascas.
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