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Resumo

A determinacdo das curvas de interseccdo entre duas superficies € um algoritmo béasico para
vérias aplicagdes, tais como: operacdo de suavizacdo entre superficies, operacdes booleanas
entre solidos e superficies, geragdo da trajetoria da ferramenta para usinagem de superficies,
entre outras. Existem diversos métodos para solucionar tal problema, com abordagens restritas
a alguns tipos de superficies e possuindo diversas limitagdes quanto ao tratamento de casos
especiais. E possivel demonstrar que uma superficie de Gregory com vinte pontos de controle
€ equivalente a uma superficie racional de Bézier de oito por oito pontos de controle. Esta
propriedade nos permite controlar de modo mais intuitivo o interior da superficie e também
definir a continuidade entre superficies adjacentes segundo um plano de tangéncia. Entretanto,
este tipo de superficie esta disponivel em apenas alguns poucos sistemas de CAD, pois o grau
elevado dos seus polindmios torna o seu processamento proibitivo. Além do que, ndo existe
algoritmo para redizar a subdivisdio do seu espaco paramétrico. Neste trabalho
apresentaremos como este problema foi solucionado.
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1. INTRODUCAO

Os estudos sobre a modelagem geométrica utilizando-se superficies de forma livre,
comegaram logo no inicio da histéria dos sistemas CAD. A histéria das superficies de forma
livre € mais longa que a de M odelagem de Solidos. Entretanto, a determinac&o das curvas de
interseccdo entre duas superficies de forma livre é um dos problemas mais estudados,
principal mente na Ultima década.

Uma das primeiras propostas para a determinagdo das curvas de interseccdo entre
superficies de forma livre foi feita para superficies de Bézier e se baseava na propriedade de
subdivisdo dos retalhos de Bézier (Lasser, 1986). Esta proposta apresentava trés passos:
subdivisdo das duas superficies onde os paral el epipedos envoltorios se interceptam até que o
retalho resultante da subdivisdo possa ser considerado plano; determinacéo dos pontos de
intersecc@o entre os retalhos que se interceptam; e colegdo dos pontos de interseccdo para
definir a curva de interseccéo.

As propostas mais recentes dividem o problema em dois passos. determinagéo de pontos
iniciais para redizar o tracamento da curva de interseccdo; e tragcamento da curva de
interseccdo. O tracamento da curva de intersecgdo se baseia na determinagdo do vetor
tangente da curva de intersec¢do no ponto em estudo, o vetor tangente é equivalente ao
produto vetoria entre as normais das duas superficies. Entretanto, pode existir a possibilidade



em que as duas normais sdo colineares, impossibilitando definir uma diregdo a ser seguida
para o tragamento da curva de interseccdo (Wang et. al., 1991; Kriezis et a., 1992; Grandine
etal., 1997; Huet a., 1997).

Podemos classificar a curva de interseccdo em dois possiveis casos. curva de interseccéo
aberta e curva de interseccdo fechada. A curva de interseccdo aberta € aquela que
intersecciona pelo menos uma das curvas de contorno de uma das duas superficies. A curva
de interseccdo fechada é aguela que ndo intersecciona nenhuma das curvas de contorno das
duas superficies. Um caso particular de curva de interseccdo fechada € aquele em que as duas
superficies se interseccionam em apenas um ponto (Sedeberg et a., 1989; Grandine et al.,
1997).

2. SUPERFICIE DE GREGORY

Gregory estendeu a proposta da superficie de Coons de modo gque cada um dos vetores
tangentes cruzados associados as curvas de contorno possam ser especificados de forma
independente. Chiyokura e Kimura (1983) aplicaram a mesma estengéo a superficie cubica de
Bézier. A seguir discutiremos algumas das propriedades da superficie de Gregory naforma de
superficie cubicade Bézier. Como ilustrado na Figura 1, uma superficie de Gregory € definida
por um conjunto de 20 pontos de controle B, (i =0,---,3, j =0,---,3, k=01). As equagbes

da superficie de Gregory sdo as seguintes:

Q(u,v)zleDBi(u) B, (v)@Q;(u,v) 0<uv<l (1)
onde:
Q;uVv)=PR,=PR; (2)

Os pontos Q(u,v), Q,,Vv), Q,(u,v) e Q,(u,v) sio definidos por expressdes
especiais

u D:)110 tv |:Plll

Quuv) =
(1—uL)153V +Vv[P
Qu(u,v) = (1-u) +v
Q,(u V)=UE|3120+(1_V)D3121 (3)
By u+(1-v)
_A-u) Py + A=V) [Py,
Q,(uU,v) = (1—-u) +(1-v)

A superficie de Gregory pode ser degenerada para uma superficie de Bézier no caso em
que os pontos internos de controle satisfizerem P, = P,;,. Também & possivel determinar os

guatro vetores tangentes cruzados as curvas de contorno, que serdo especificadas de forma
independente:

Q,(u,0=3 3 B, (u)(Pilo - PiOO) Q,(O,v) =3 3 B (V)(Pﬁo - POil)
5 = (4)
Q,(uY = BDZ B (U)(Py ~Pp) Q@V)= BDZ B, (V)(Pyo — Pay)



Figura 1. Superficie de Gregory.

3. ESTUDO DO PROBLEMA

Vamos definir o problema da determinacéo das curvas de interseccdo entre superficies da
seguinte forma: dadas F(u,v) e G(s,t), superficies quaisquer parametrizadas no dominio

[01]?, deseja-se obter os pares (u,v) e (s,t) tais que:
F(u,v)-G(st) =0 (5)

A expressao acima compreende, na verdade, um sistema de 3 equacdes (uma para cada
coordenada do espaco) e 4 incdgnitas, 0 que torna extremamente complexa uma solucéo
direta e controlada para 0 mesmo. O conjunto solucdo pode consistir em nenhuma, uma ou
mais curvas isoladas. Neste trabalho, para tracar as curvas de interseccdo entre as superficies,
sera utilizado o método da caminhada (Hu et al, 1997), que a partir do ponto inicia da curva
de interseccdo determina seus pontos seguintes, 0s quais satisfazem aequacdo ( 5), através de
procedimentos numeéri co-geométri cos.

Pelo método apresentado por Hu et al. (1997), podem-se encontrar pontos iniciais para as
curvas abertas (agquelas cujos pontos inicial e final no espaco paramétrico séo distintos — &
interessante notar que estes pontos podem corresponder a0 MesMo ponto No espaco
tridimensional) pertencentes ao conjunto solucdo do problema. Para tal, igualase, em ( 5),
cada parametro (u, v, s e t) a zero e, depois, a um. Assim, apOs cada uma destas
substituicOes, resta em ( 5) um sistema 3x3 que pode ser resolvido diretamente, conforme
serd detalhado em secdo a frente. Feito isto, tem-se os pontos das extremidades de todas as
curvas abertas do conjunto solugdo, uma vez que as mesmas sempre comegam e terminam nas
bordas dos dominios paramétricos de uma das superficies do par em questao.

Todavia, podem existir curvas de intersec¢do que sejam fechadas dentro do dominio
paramétrico, de modo a ndo cruzarem as bordas dos mesmos. S80 os chamados lagos de
interseccdo. Para tracar 0s lagos, 0s mesmos devem ser quebrados em curvas abertas,
identificando-se, entdo, os pontos das extremidades das mesmas. Mas para que eles possam
ser quebrados, os lagos devem ser, primeiro, detectados. Sedeberg et al. (1989) demonstram
que se duas superficies de continuidade a0 menos C* se interceptam ao longo de um lago,
entdo existe uma reta perpendicular a ambas superficies e que atravessa o interior desta curva.
O par formado pelos pontos, um de cada superficie, nos quais esta reta se intercepta
chamado par de pontos com normais colineares. Ou sgja, o0 vetor normal de uma superficie no
primeiro ponto é colinear ao da outra superficie no segundo ponto. Neste caso, Sedeberg et al.
(1989) demonstram que € necessario solucionar um sistema 4x4 para determinarmos 0s
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Figura 2. Exemplo de determinagdo dos pontos de virada das curvas de interseccdo através das
linhas de varredura.
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pontos com normais colineares sobre cada dominio paramétrico. A partir de cada ponto
encontrado, € possivel subdividir sucessivamente o dominio paramétrico de modo a quebrar
as curvas fechadas de intersec¢do em curvas abertas cujos pontos iniciais serdo o0s pontos de
cruzamento das mesmas com as bordas de cada novo subdominio. Para o caso de superficies
de Gregory, ndo poderemos utilizar esta proposta, pois ndo existe algoritmo que permita
subdividir o seu dominio parameétrico.

Grandine et a. (1997) apresentaram outra proposta para determinar os pontos iniciais das
curvas fechadas de interseccdo. Neste caso, faz-se uma varredura (no espago paramétrico)
com linhas paralelas inclinadas de 6 em relacéo a diregdo do parédmetro v, conformeilustraa

Figura 2. Desta forma, o vetor (—SenG,COSB) sera paralelo as linhas de varredura, sendo
0<f< % Isto permite determinar os pontos em que as curvas de interseccéo fazem o

retorno em relagdo as bordas, eles se caracterizam pelo fato de que a tangente a curva neste
ponto é paralela a dire¢do das linhas. Estes pontos sdo chamados por pontos de virada. No
exemplo da Figura 2, mostra-se como as linhas de varredura irdo encontrar os pontos de
virada tanto das curvas abertas quanto dos lagos de interseccdo, detectando assim a presenca
destes ultimos e fornecendo pontos iniciais para os mesmos. Conforme detal hado em Gradine
et a. (1997), os pontos de virada séo dados pelas solucdes do seguinte sistema 4x4:

F(u,v)-G(st) =0 5
(F,sen8 -F,cos8) oG xG, =0 (6)

Nota-se que o conjunto solucdo deste sistema deve conter também todos os pontos em
gue as curvas de interseccdo se encontram, uma vez que as mesmas sd Se cruzam em pontos
nos quais o gradiente desaparece - pontos criticos. Em Ultima analise, aidéia principal deste
método é encontrar pontos iniciais para cada curva do conjunto solucéo do problema de
interseccdo. Com isto, simplifica-se a solugdo em si, posto que se adiciona uma equagdo a
expressao original do problema, com 3 equacdes e 4 incognitas, originando um sistema 4x4.
Assim, nota-se que devem ser escolhidos métodos numéricos adequados para resolver os
sistemas de polindmios cujas solucdes irdo representar os pontos iniciais desejados. Para
realizar tal tarefa, utiliza-se 0 método do poliedro projetado que sera apresentado a seguir.

4. RESOLVENDO SISTEMAS POLINOMIAIS PELO METODO DO POLIEDRO
PROJETADO

Resolver sistemas de polindmios significa, em termos algébricos, determinar todas as n-
uplas x = (x,,%,,-, X, ) de modo que



f,(x)= f,(x)=...= f,(x)=0 (7)

com x0[0]]* e f, sendo um polinémio com n varidveis. O método do poliedro

projetado foi apresentado por Sherbrooke & Patrikalakis (1993). Este algoritmo baseia-se na
idéia de converter cada polindmio f,(x) em um polindmio equivalente em base de Bernstein.

Neste sentido, € possivel realizar uma anal ogia entre 0s sistemas polinomiais e a determinagéo
da interseccdo de curvas de Bézier pela interseccdo dos convex hulls de seus pontos de
controle. A seguir, apresentaremos uma descri¢ao suscinta do algoritmo para facilitar a sua
compreensdo. Sua primeira etapa é transformar cada equacdo f, paraabase de Bernstein, o

gue significa

d](.k) dék) dr(\k)

R00=y 3y e I ) B o) () (8)

onde d éo grau davariavel x em f,. Agora, vamos redefinir o problema da equago
(7) como a tarefa de determinar a interseccao dos grafos® de cada f, (cada grafo pode ser

visto como uma hipersurperficie en 0™') com o hiperplano x_,, =0. Cada grafo de f, €
dado por

Fi ()= (05,00 %, £y (x)) = (x, £ (x)) (9)

Ja que cada grafo F, também é uma hipersuperficie paramétrica, entéo & possivel
determinar os seus pontos de controle. Consegiientemente, uma nova maneira de lidar com o
problema de resolver o sistema da equacdo ( 7 ) seria determinar a interseccdo entre as
hipersuperficies definidas por cada F, . Uma aproximagéo inicial para este problema seria
determinar a interseccdo entre os convex hulls que sdo formados pelos pontos de controle
destas hipersuperficies no espago 0™*. Além disto, é possivel converter este problema de
dimensdo (n+1) em n problemas bidimensionais projetando-se os pontos de controle de
cada F, em cada plano do espago 0" formado pela coordenada relativa avaridvel x epela
ultima coordenada da equagéo ( 9 ), relacionada com afungdo origina f, (ou seja, um plano
para cada variavel do sistemainicial daequacéo ( 7)). Desta maneira, os pontos de controle
de cada F, sfo projetados em n planos. E formado entdo, em cada plano, o convex hull
bidimensional dos pontos de controle de cada F, . E dentro de cada plano, é determinada a
intersecgd@o entre todos os convex hulls com o segmento [OJ] (que esta relacionado com o
dominio da variavel x ) da abscissa daguele plano. O resultado pode ser um segmento, um

ponto ou nulo (pois todos os convex hulls projetados sdo poligonos convexos). Se for nulo,
entdo ndo ha nenhum valor para a variavel deste plano que sgja solugdo do sistema. Se o
resultado € um ponto, seu valor (um real dentro de [0,]]) € uma solucéo para a variavel no
sistema da equacédo ( 7). E seresultado € um segmento, entéo ainda é possivel que hajaum ou
mais pontos de solucdo para aquela variavel do sistema. Isto significa que, para cada variavel

! ou qualquer outro dominio finito [a,h]0 qual deve ser, entdo, mapeado no dominio [o1] através da

transformacgo de varidveis X = & + X [{b — &) em cadaequagio f, .
2 5g4a f:0" -~ O uma funclio de X. Entdo, seu grafo é a fungio F 0" — O™ definida por:

F(x) = (x, f(x)).



Xi, NOs teremos diminuido a faixa de busca por soluces do dominio completo da variével
inicial ([O,]]) para um segmento [ai,b,]. Assm, pode-se reduzir o box de solugdes do

dominioinicial total [0,]]” para 0 box formado pelos segmentos de intersec¢éo encontrados:

S=[a,.b][a,,b)] x---q a,,b] (10)

Neste ponto, para cada k , definimos uma novafungéo f, de modo que:

1

fk (X): fk(a1+(b1_a1)D(1’az +(b2 _az)D(zi-“van +(bn _an)D(n) (11)

Esta funcdo sera mapeada dentro do dominio [0,]]” da mesma maneira que f, era

mapeada no dominio da equacdo ( 7 ). Este processo € entdo repetido iterativamente até que
sgjam encontrados boxes de solucéo (como os da equacdo ( 10 )) com todos os lados
pequenos bastante para que 0 box sgja visto como raiz isolada para as variavels do sistema.
Em outras palavras. em S (equagéo ( 10)), Ui tal que 1<i<n, deve ser verdadeiro que
(b. —a,) < tol . Estatolerancia define a preciséo das solugdes. Entretanto, apds ter processado

ainterseccéo dos convex hulls dentro dos planos, € possivel que o valor (b, —a,) de algumas

varidveis em S (equagdo ( 10 )) possa ndo ter diminuido significativamente de 1. Isto
acontece quando ha mais de uma solucéo no sistema da equacéo ( 7 ). Em tal caso, nés
devemos dividir em dois o segmento da variavel que ndo foi reduzida consideravelmente no
passo anterior. A partir dagui, os dois boxes resultantes serdo tratados como problemas
independentes e separados.

5. METODOLOGIA ADOTADA

Este trabalho foi baseado no trabalho realizado por Faustini (1999) que determinava a
curva de interseccdo entre superficies NURBS. Entretanto, esta primeira implementacéo
solucionava apenas dois tipos de sistemas polinomiais: com trés equacfes e trés variaveis, e
de quatro equagtes e quatro variaveis (que eram os tipos de sistemas presentes no problema
em estudo). Ele utiliza uma implementagdo que fazia uso de nimeros em ponto flutuante com
dupla preciséo e estava perdendo solugdes, mesmo com sistemas de ordem relativamente
baixa (poténcia 7). Portanto, desenvolveu-se uma nova implementacdo para 0 método do
poliedro projetado. A seguir detalham-se 0s pontos principais da pesquisa:

» Adaptacéo do algoritmo do poliedro projetado para fazer uso da técnica de dgebra
intervalar. E conhecido que a simples substituicdo do intervalo em algoritmos de
ponto flutuante pode gerar como solugdo um interval 0 exageradamente grande que néo
possui utilidade prética;

» Estudo do o agoritmo de conversdo do polinbmio em base de poténcia para base de
Bernstein, que é uma possivel fonte de imprecisdo para o algoritmo do poliedro
projetado;

» Estudo do algoritmo de conversdo de variavel, que em conjunto com o item anterior
s80 as possiveis fontes de imprecisdo para 0 algoritmo do poliedro projetado;

» O agoritmo da caminhada € 0 mesmo que o apresentado por Faustini (1999).

5.1. ARITMETICA INTERVALAR ARREDONDADA

A limitada representacdo inerente a representacdo interna dos computadores de ponto
flutuante compromete os resultados na soluc&o dos sistemas polinomiais representados pelas
equacdes (6) e ( 5) (esta tltima quando uma das variaveis é feitaigual a 1 ou 0). E preciso
estar consciente de que qualquer seqiéncia de operagcbes em um computador digital é



essencialmente equivalente a uma seqiiéncia finita de manipulactes em um conjunto discreto
de pontos. Este problema pode ser solucionado substituindo a aritmética de ponto flutuante
pela aritmética intervalar arredondada que assegura robustez numérica e fornece resultados
com precis&o confiavel. O intervalo [a,b] é um conjunto de nimeros reais definido por:

[a.b] ={x | asx<f (12)

Onde as seguintes operacdes de aritmética intervalar sdo definidas:

[a,b] +[c,d] =[a+c,b+d
[a,b] -[c,d Ha-d,b-4¢
[a,b] ffic, d ] min(a (&, ad,b &, bd), max(alt,ad,b e, b ]
[a,b]{c,d  min@/c,a/d,b/c,b/d),max(@/c,al/d,b/c,b/d]

(13)

Se a aritmética de ponto flutuante é utilizada para implementar estas operacdes de
aritmética intervalar, entéo ndo é garantido que o arredondamento dos contornos esteja sendo
realizado corretamente. A aritmética intervalar arredondada assegura que os contornos sao
determinados de modo a conter o intervalo exato, assim definimos as seguintes operagoes
para dgebraintervalar arredondada:

[a,b]+[c,d] :[a+c—£| ,b+d +£J
[a,b]—[c,d] :[a—d -& ,b—c+£J
[a,b] fic,d  min(alt,atd,blE,bH) - ¢, max(alt,ald,ble,bld) +¢]
[a.b]{c,d  min@/c,a’d,b/c,b/d) - ¢ ,max(@/c,a/d,b/c,b/d) +¢]

(14)

Onde &, representa a diferenga entre 0 nimero em ponto flutuante determinado e o
ndimero em ponto flutuante imediatamente inferior. O mesmo vale para &,, mas em relagéo

ao numero em ponto flutuante imediatamente superior. Uma maneira de determinar estes
parametros é demonstrada em Abrams et al. (1998). Sabemos que a simples substituicdo das
variaveis de ponto flutuante por varidveis de aritmética intervalar arredondada pode nos
fornecer interval os exageradamente grandes que ndo possuem utilidade pratica. Entretanto, o
algoritmo do poliedro projetado foi adaptado de forma eficiente, por ser um algoritmo de
busca por intervalo. Assim, um intervalo [[a, b],[c, d]] da equagdo ( 5) que contém a solucéo
pode ser reconfigurado para [[a,a][d,d]].

Quanto aos outros dois pontos principais de pesquisa, comparamos dois algoritmos para
converter um polinbmio em base de poténcia para base de Bernstein. O primeiro foi
apresentado por Faustini (1999) que se utilizava de substituigbes sucessivas. O segundo
algoritmo foi baseado na representacdo matricial para as superficies de Bézier adotada por
Yamaguchi (1988). A forma matricia foi utilizada para definir uma representagcéo matricial
n-dimensional. Devido as possibilidades da algebra matricial, segundo a representacéo feita
por Yamaguchi (1988), é possivel converter um polindmio de duas varidveis em base de
poténcia para a base de Bernstein diretamente. Para 0 caso de um polindmio com n variaveis
foi utilizado um algoritmo para converter uma varidvel por vez para a base de Bernstein. O
mesmo procedimento foi feito para implementar o algoritmo de converséo de variaves.
Definimos dois algoritmos. um direto e outro utilizando agebra matricia. Como é de
conhecimento da literatura, duas expressdes algébricas distintas, mas equivalentes, produzem
resultados distintos em aritmética intervalar arredondada. Entretanto, um dos pontos mais
importantes é que os algoritmos definidos utilizando-se de algebra matricial foram os que
produziram um menor alargamento do intervalo e, simultaneamente, foram os mais vel ozes.



6. CONCLUSOES

Neste trabalho definimos um algoritmo para determinar a curva de interseccéo entre duas
superficies de Gregory. Um dos grandes problemas para este tipo de superficie € que néo
existe algoritmo para subdividir o seu dominio paramétrico. Paraisto, foi utilizada a proposta
feita por Grandine (1997) para determinar pontos iniciais para um algoritmo de caminhada
para tragar a curva de interseccdo. A proposta de Grandine exige que um conjuntos de
sistemas polinémiais sejam solucionados, e para este fim adotamos o algoritmo do Poliedro
Projetado. Entretanto, foi necess&rio realizarmos algumas adaptacBes ao algoritmo do
Poliedro Projetado para que o sistema polinomial de grau 10 (minimo) fosse solucionado e
todas as solugBes fossem encontradas. O sistema foi implementado em linguagem C++
utilizando o software Visual C++ 6.0.
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