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Resumo

Controlar estruturas flexíveis, com o intuito de atenuar vibrações de forma ativa, é um
problema complexo. Isto deve-se principalmente ao atuador estar colocado em uma
extremidade, enquanto se deseja atenuar vibrações na outra extremidade da estrutura,
existindo toda uma dinâmica flexível entre o atuador e o sensor  a partir do qual a vibração é
medida. Neste sentido, o conhecimento de um modelo dinâmico preditivo e realista pode ser
de grande auxílio ao projeto de controladores com condições reais de implementação prática.
Estes problemas motivaram a realização deste trabalho, o qual contém um estudo analítico
detalhado do problema de modelagem dinâmica de uma estrutura do tipo manipulador
flexível. Nesta primeira  parte, uma técnica de modelagem é desenvolvida e analisada,
tratando-se do Formalismo Discreto. Comparações de respostas em freqüência entre as
funções de transferência analítica e do modelo discreto são realizadas, concluindo-se ao final
sobre a precisão e simplicidade deste primeiro formalismo de modelagem dinâmica estudado.

Palavras-chave: Modelagem, Manipulador, Flexível, Vibrações,  Robótica.

1. INTRODUÇÃO

A partir dos anos oitenta, o estudo sobre o controle de estruturas flexíveis tem se
intensificado, principalmente motivado por aplicações na robótica flexível (De Luca et al.,
1998), (Isogai et al., 1999), (Kim, et al., 1997). Neste artigo serão desenvolvidas as equações
dinâmicas governantes do movimento de uma estrutura que consiste em uma lâmina flexível,
acoplada em uma extremidade a um atuador do tipo motor elétrico, a partir do qual é aplicado
um torque de controle (Figura 1). Na outra extremidade existe uma massa constante,
denominada de carga terminal. Serão ainda deduzidas as funções de transferência analíticas
(exatas) e as funções de transferência a partir da abordagem discreta, para que se possa fazer
comparações entre as mesmas.

Figura 1. Estrutura flexível



2. ESTUDO ANALÍTICO

Considera-se, inicialmente, uma estrutura flexível de comprimento l (Figura 2), fixa na
extremidade onde se localiza o rotor, no qual é aplicado um torque mT , e livre na outra

extremidade na qual  é colocada uma carga,  sendo rI  a inércia do rotor e cm  a massa da

carga (de momento de inércia rotacional desprezível).
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Figura 2.  Estrutura flexível.

2.1 Equações da Dinâmica

As equações das Energias Cinética  e Potencial  são dadas por (Schmitz, 1985):
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onde ρ  é a massa por unidade de comprimento da linha elástica, E  é o Módulo d’Young e I
é o momento de inércia da área da secção transversal da estrutura. Foram negligenciados
esforços de cisalhamento na estrutura quando esta se deforma, hipótese não restritiva para
estruturas delgadas conforme a considerada neste trabalho.

Pelo Princípio de Hamilton (Meirovitch, 1967), obtém-se as seguintes equações do
movimento:
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com as seguintes condições de contorno (Schmitz, 1985):
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Considerando-se a transformação de variável sugerida por Brakwel (Soares, 1997):
( ) ( ) ( )txtxwtxy θ+= ,, ,                                                                                                        (6)

resulta o sistema em função da variável ( )txy , :
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com as respectivas condições de contorno:
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Aplicando-se a Transformada de Laplace na equação (7), resulta em:

 04
4

4

=− y
dx

yd β ,                                                                                                              (10)

sendo 24 s
EI

ρβ −=  e lβλ =  , com as seguintes condições de contorno:

( )

( )

lxc

lx

lx

x
r

x

ysm
dx

yd
EI

dx

yd
EI

dx

yd
sIsT

dx

yd
EI

sy

=
=

=

==

=

=

=+

=

2
3

3

2

2

0

2

0
2

2

0

0,0

,                                                                                           (11)

onde  ( )sT  é a transformada de Laplace de ( )tTm . A solução geral de (10) é dada na forma:

( ) ( ) ( ) ( )xDxCxBxAy ββββ coshcossenhsen +++= .                                                                (12)
É fácil demonstrar ainda que (Pereira, 1999):
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onde ( )syt  é a transformada de Laplace da posição da carga.

Aplicando-se à equação (12) as condições de contorno (11), resulta no sistema:
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onde:
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=η , sendo 
rI  o momento de inércia do rotor e 

BI  o momento de inércia

da lâmina. As constantes A , B , C  e D são obtidas da solução de (15), sendo funções de λ   e
de  ( )sT . Substituindo-as  na solução geral (12), obtém-se ( )sy  em função de λ   e  de  ( )sT .

2.2 Funções de Transferência Analíticas

Os pólos das funções de transferência são as raízes da equação ( ) 0=λD , sendo ( )λD

obtido pelo determinante da matriz ( )λM , que em série de Taylor pode ser escrito como
(Pereira, 1999):
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2.2.1 Função de Transferência no caso colocado

 No caso colocado, observa-se a posição angular do rotor, ou seja, a observação é feita
no mesmo local onde está sendo aplicado o torque motor. As equações (12) e (13) permitem a
obtenção do numerador da função de transferência neste caso (Pereira, 1999), o qual possui a
forma:
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A função de transferência pode então ser escrita como:
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onde 2lmIII crBT ++=  é o momento de inércia de corpo rígido.

2.2.2 Função de Transferência do caso não colocado

No caso não colocado, observa-se a posição angular da carga, ou seja, a observação é
feita num local diferente do qual está sendo aplicado o torque motor. As equações (12) e (14)
permitem a obtenção do numerador da função de transferência neste caso, sob a forma
[Pereira, 1999]:
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A função de transferência pode então ser escrita como:
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2.3 Gráficos das Funções de Transferência

Considerando-se os parâmetros de um manipulador flexível real apresentado em
(Gomes e Chrétien, 1992a), foram traçadas as respostas em freqüência das funções de
transferência analíticas nos casos colocado e não colocado, vistas nas figuras 3 e 4
respectivamente.

Na Figura 3 verifica-se a presença  de picos que representam os valores nos quais a
função de transferência do caso colocado tende a mais infinito, equivalentes, portanto,  aos
pares de pólos complexos e conjugados em malha aberta. Percebe-se também a existência  de
pontos nos quais  a função de transferência tende a  menos infinito, correspondentes aos pares
de  zeros complexos e conjugados  em malha aberta. Trata-se, portanto, de um sistema de fase
mínima.



Na Figura 4 identifica-se a presença de picos, representando os pares de pólos
complexos e conjugados em malha  aberta e verifica-se a ausência de zeros complexos uma
vez que, no caso não colocado, o sistema é de fase não mínima.

Figura 3.  Gráfico da Função de Transferência Analítica (caso colocado).

Figura  4. Gráfico da Função de Transferência Analítica  (Caso não colocado).

3.  ABORDAGEM  DISCRETA

Na Abordagem Discreta, a estrutura de flexibilidade contínua é dividida em partes
rígidas conectadas por  elementos flexíveis chamados de articulações fictícias,  sendo que
neste artigo será considerado o caso em que a estrutura  de comprimento l   é dividida em
quatro partes  rígidas, ou seja, são colocadas três articulações fictícias, conforme mostra a
Figura 5.

As partes rígidas (elos)  têm massas concentradas nos centros de massa, ou seja,
( )11, yx  , (x2 , y2 ) , (x3, y3 )  e (x4 , y4 )  (coordenadas dos centros de massa dos elos de massas
m1,  m2 ,  m3  e  m4  respectivamente), enquanto (xc, yc ) são as coordenadas do centro de massa



da carga de massa  mc . Conforme observa-se na Figura 5, k   é a constante elástica dada por

(Gomes e Chrétien, 1992 b):
l

nEI
k =  ,onde n  é o número de articulações fictícias, EI  é o

módulo d’Young multiplicado pela inércia da seção reta.
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Figura 5. Estrutura dividida em quatro partes rígidas.

3.1 Modelo com três modos flexíveis

Será desenvolvida a modelagem matemática para o caso citado, ou seja, para uma
estrutura flexível  dividida em quatro partes rígidas com três articulações fictícias (ver Figura
5).

Neste caso,  as Energias Cinética e Potencial são escritas na forma:
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Aplicando-se as equações de Euler-Lagrange, obtém-se o seguinte sistema:
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onde:
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3.2 Funções de Transferência (sistema 3af)

Considerando-se o sistema de equações diferenciais na forma de estado e um vetor de
observações

CXYBuAXX =+=  ; �                                                                                                       (24)

e tomando-se a Transformada de Laplace deste sistema, obtém-se:

( ) ( ) BAsICsG 1−−=                                                                                                          (25)

onde G s( ) é a função de transferência, sendo o numerador e o denominador desta  função  dois
polinômios em s, onde as raízes do denominador são os autovalores da matriz A (pólos de
G s( )), sendo as raízes do numerador os zeros deG s( ).

A matriz C = 1  0  0  0  0  0  0  0[ ] permite a observação da posição angular do rotor,
tratando-se portanto do caso colocado, para o qual a função de transferência  possui a forma:
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Considerando-se  a matriz de observaçãoC = 0  0  0  1 0  0  0  0[ ], observa-se a posição da
carga terminal, sendo a função de transferência, neste caso não colocado:
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Na Figura 6  observa-se a função de transferência do modelo discreto sobreposta ao
resultado analítico (Figura 3), para o caso colocado. Verifica-se que os dois primeiros pares
de pólos e zeros se aproximam bem dos dois primeiros pares de pólos e zeros observados na
Função de Transferência Analítica. Já o terceiro par pólo-zero do caso Discreto é
intermediário aos terceiro e quarto pares de pólos e zeros do caso analítico.

Figura 6  Funções de Transferência Analítica e do Modelo Discreto com 3 modos
flexíveis(caso colocado-3af), sendo negligenciados os torques de atrito do Modelo Discreto.



4. CONCLUSÕES

Sobre o Estudo Analítico

•  As funções de transferência analíticas são fundamentais para a aferição dos modelos
dinâmicos encontrados a partir de diferentes técnicas;

•  Com estas funções de transferência obtém-se as respostas freqüenciais as quais revelam os
pólos (comum aos casos colocado e não colocado) e os zeros (específicos para cada caso);

Sobre o Formalismo Discreto

•  Trata-se da mais simples das técnicas em termos matemáticos uma vez que, não há a
necessidade de se trabalhar com equações diferenciais parciais, nem, obviamente, com as
conseqüentes condições de contorno;

•  Esta técnica mostrou ser bem representativa até os primeiros dois modos de vibração,
sendo que o mesmo não acontece a partir do terceiro modo, isto para valores iguais das
constantes elásticas das articulações fictícias (conforme considerado neste trabalho);

•  Devido a sua simplicidade, o Formalismo Discreto apresenta facilidades na obtenção de
modelos dinâmicos e cinemáticos para manipuladores com vários elos flexíveis, o mesmo
não acontecendo com os demais formalismos vistos na continuação deste trabalho (parte
II).
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