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Resumo

Controlar estruturas flexiveis, com o intuito de atenuar vibracbes de forma ativa, € um
problema complexo. Isto deve-se principamente ao atuador estar colocado em uma
extremidade, enquanto se desgja atenuar vibragdes na outra extremidade da estrutura,
existindo toda uma dindmica flexivel entre o atuador e o sensor a partir do qual a vibracéo é
medida. Neste sentido, o conhecimento de um modelo dinamico preditivo e realista pode ser
de grande auxilio ao projeto de controladores com condicdes reais de implementacdo prética.
Estes problemas motivaram a realizacdo deste trabalho, o qual contém um estudo analitico
detalhado do problema de modelagem dindmica de uma estrutura do tipo manipulador
flexivel. Nesta primeira parte, uma técnica de modelagem é desenvolvida e analisada,
tratando-se do Formalismo Discreto. Comparacdes de respostas em freqiéncia entre as
funcdes de transferéncia analitica e do modelo discreto séo realizadas, concluindo-se ao final
sobre a precisdo e simplicidade deste primeiro formalismo de modelagem dinamica estudado.
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1. INTRODUCAO

A partir dos anos oitenta, o0 estudo sobre o controle de estruturas flexiveis tem se
intensificado, principalmente motivado por aplicacbes na robdtica flexivel (De Luca et al.,
1998), (Isogai et al., 1999), (Kim, et a., 1997). Neste artigo serdo desenvolvidas as equagoes
dindmicas governantes do movimento de uma estrutura gue consiste em uma lamina flexivel,
acoplada em uma extremidade a um atuador do tipo motor elétrico, a partir do qual € aplicado
um torque de controle (Figura 1). Na outra extremidade existe uma massa constante,
denominada de carga terminal. Seréo ainda deduzidas as funcbes de transferéncia analiticas
(exatas) e as funcdes de transferéncia a partir da abordagem discreta, para que se possa fazer
comparagdes entre as mesmas.

Figura 1. Estrutura flexivel



2. ESTUDO ANALITICO

Considera-se, iniciamente, uma estrutura flexivel de comprimento | (Figura 2), fixana
extremidade onde se localiza o rotor, no qual é aplicado um torque T, e livre na outra

extremidade na qual é colocada uma carga, sendo |, ainércia do rotor e m, a massa da
carga (de momento de inérciarotacional desprezivel).
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Figura 2. Estruturaflexivel.
2.1 Equagtes da Dinamica

As equacdes das Energias Cinética e Potencial sdo dadas por (Schmitz, 1985):
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onde p é amassa por unidade de comprimento da linha elastica, E € o Médulo d' Young e |
€ 0 momento de inércia da &rea da seccdo transversal da estrutura. Foram negligenciados
esforgcos de cisalhamento na estrutura quando esta se deforma, hipétese néo restritiva para
estruturas del gadas conforme a considerada neste trabal ho.

Pelo Principio de Hamilton (Meirovitch, 1967), obtém-se as seguintes equagdes do
movimento:
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com as seguintes condi¢des de contorno (Schmitz, 1985):
dz‘z’v(x,t) 4T, -1,6=0
dX x=0

W(x,t]x=0 =w(0,t)=0 _ )

9?2 97
El X\ZN(X,'[]X:I = El dx\ZN(I’t):O

a%w W
El 7 (x,t]xzI :mc%+x9%'
=|

Considerando-se a transformacdo de varidvel sugerida por Brakwel (Soares, 1997):
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y(x.t)=w(x,t)+x6(), (6)
resulta o sistema em fungéo davariavel y(x,t):
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com as respectivas condic¢des de contorno:
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Apl icando-se a Transformada de Laplace na equacéo (7), resultaem:
sendo B* = —% s’ e A = , com as seguintes condicdes de contorno:
y(0,s)=0
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onde 'T( ) éatransformadade Laplacede T ( ) A solucdo geral de (10) é dada naforma:
y = Asen(Bx)+ Bsenh(Bx) + C cos(3x) + D cosh(fx) - (12)
E fécil demonstrar ainda que (Pereira, 1999):
3(s)= 95(0.s) (13)
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onde y, (s) éatransformada de Laplace da posicéo da carga.
Aplicando-se a equagéo (12) as condicdes de contorno (11), resulta no sistema:
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D=—C,¢= € _m!* sendo |, 0 momento deinérciado rotor e |, 0 momento de inércia
3, 3l,

dalamina. AsconstantesA, B, C e D sdo obtidas da solucéo de (15), sendo funcbesde A e
de T(s). Substituindo-as nasolugéo geral (12), obtém-se y(s) enfuncdode A e de T(s).

2.2 Funcdes de Transferéncia Analiticas

Os pdlos das fungbes de transferéncia séo as raizes da equagdo p(A)=0, sendo D(A)
obtido pelo determinante da matrizm(x), que em série de Taylor pode ser escrito como
(Pereira, 1999)'

-



2.2.1 Funcgéo de Transfer éncia no caso colocado

No caso colocado, observa-se a posi¢éo angular do rotor, ou sgja, a observacéo é feita
no mesmo local onde esta sendo aplicado o torque motor. As equacdes (12) e (13) permitem a
obtencdo do numerador da funcéo de transferéncia neste caso (Pereira, 1999), o qual possui a
forma:
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A funcédo de transferéncia pode entéo ser escrita como:
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onde |, =1, +1, +m|? €0 momento de inércia de corpo rigido.
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2.2.2 Funcao de Transfer éncia do caso néo colocado

No caso ndo colocado, observa-se a posicdo angular da carga, ou sgja, a observacao €
feita num local diferente do qual esta sendo aplicado o torque motor. As equagdes (12) e (14)
permitem a obtencdo do numerador da funcdo de transferéncia neste caso, sob a forma
[Pereira, 1999]:

N, (A)=- Eé; (senA +senhA) (19)

A funcéo de transferéncia pode entdo ser escrita como:

vi(s) - Na(A) 1 e E_:E (20)
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2.3 Gréficos das Funcgdes de Transferéncia

Considerando-se os parametros de um manipulador flexivel real apresentado em
(Gomes e Chrétien, 1992a), foram tracadas as respostas em frequéncia das funcbes de
transferéncia analiticas nos casos colocado e ndo colocado, vistas nas figuras 3 e 4
respectivamente.

Na Figura 3 verifica-se a presenca de picos que representam os valores nos quais a
funcéo de transferéncia do caso colocado tende a mais infinito, equivalentes, portanto, aos
pares de pdlos complexos e conjugados em malha aberta. Percebe-se também a existéncia de
pontos nos quais afuncao de transferénciatende a menos infinito, correspondentes aos pares
de zeros complexos e conjugados em malha aberta. Trata-se, portanto, de um sistema de fase
minima.



Na Figura 4 identifica-se a presenca de picos, representando os pares de polos
complexos e conjugados em malha aberta e verifica-se a auséncia de zeros complexos uma
VEZ que, o caso hdo colocado, o sistema é de fase ndo minima.
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Figura 3. Gréfico daFuncdo de Transferéncia Analitica (caso colocado).
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Figura 4. Gréfico daFuncdo de Transferéncia Analitica (Caso ndo colocado).

3. ABORDAGEM DISCRETA

Na Abordagem Discreta, a estrutura de flexibilidade continua é dividida em partes
rigidas conectadas por elementos flexiveis chamados de articulacfes ficticias, sendo que
neste artigo sera considerado o caso em que a estrutura de comprimento | é dividida em

quatro partes rigidas, ou sgja, sdo colocadas trés articulagdes ficticias, conforme mostra a
Figurab.

As partes rigidas (elos) tém massas concentradas nos centros de massa, ou sga,
(x,,¥,) » (%.¥5), (%,Ys) e (X,Y,) (coordenadas dos centros de massa dos elos de massas
m, m,, m, e m, respectivamente), enquanto (X_,Y.) sé0 as coordenadas do centro de massa



da carga de massa m,. Conforme observa-se na Figura 5, k € a constante elastica dada por
(Gomes e Chrétien, 1992 b):, = "El onde n é o nlmero de articulacBes ficticias, EI é o
[

moédulo d'Y oung multiplicado pelainércia da secéo reta.
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Figura 5. Estrutura dividida em quatro partes rigidas.
3.1 Modelo com trés modos flexiveis

Sera desenvolvida a modelagem matematica para o caso citado, ou sgja, para uma
estrutura flexivel dividida em quatro partes rigidas com trés articulacdes ficticias (ver Figura
5).

Neste caso, as Energias Cinética e Potencial sdo escritas naforma:
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Aplicando-se as equacdes de Eul er-Lagrange, obtém-se o seguinte sistema:
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onde;
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3.2 Funcdes de Transferéncia (sistema 3af)

Considerando-se 0 sistema de equacdes diferenciais na forma de estado e um vetor de
observacoes

X = AX +BU;Y = CX (24)
e tomando-se a Transformada de Laplace deste sistema, obtém-se:

G(s)=c(s - A)*B (25)
onde G(s) € afuncdo de transferéncia, sendo o numerador e o denominador desta funcéo dois
polindmios em s, onde as raizes do denominador sdo os autovalores da matriz A (pélos de
G(s)), sendo as raizes do numerador os zeros degG(s).

A matriz c=[100 000 00] permite a observagdo da posicdo angular do rotor,
tratando-se portanto do caso colocado, para o qual afuncdo de transferéncia possui aforma:

ZX- L B f% QZ%QE. (26)
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Considerando-se a matriz de observacéoc=[0 0 0 1 0 0 0 0], observa-se a posi¢éo da
cargaterminal, sendo afuncdo de transferéncia, neste caso néo colocado:
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Na Figura 6 observa-se a funcdo de transferéncia do modelo discreto sobreposta ao
resultado analitico (Figura 3), para o caso colocado. Verifica-se que os dois primeiros pares
de pdlos e zeros se aproximam bem dos dois primeiros pares de pdlos e zeros observados na

Funcdo de Transferéncia Analitica. JA o terceiro par polo-zero do caso Discreto €
intermedi&rio aos terceiro e quarto pares de pélos e zeros do caso analitico.
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Figura 6 Funcgdes de Transferéncia Analiticae do Modelo Discreto com 3 modos
flexiveis(caso colocado-3af), sendo negligenciados os torques de atrito do Modelo Discreto.



4. CONCLUSOES
Sobre o Estudo Analitico

» As fungdes de transferéncia anaiticas séo fundamentais para a afericdo dos modelos
din@micos encontrados a partir de diferentes técnicas;

» Com estas funcdes de transferéncia obtém-se as respostas frequienciais as quais revelam os
polos (comum aos casos colocado e ndo colocado) e os zeros (especificos para cada caso);

Sobre o Formalismo Discr eto

e Tratase da mais simples das técnicas em termos mateméticos uma vez que, ndo ha a
necessidade de se trabalhar com equactes diferenciais parciais, nem, obviamente, com as
consegientes condi¢des de contorno;

» [Esta técnica mostrou ser bem representativa até os primeiros dois modos de vibracéo,
sendo que 0 mesmo ndo acontece a partir do terceiro modo, isto para valores iguais das
constantes el asticas das arti culagdes ficticias (conforme considerado neste trabal ho);

* Devido a sua simplicidade, o Formalismo Discreto apresenta facilidades na obtencéo de
model os dindmicos e cinematicos para manipuladores com varios elos flexivels, 0 mesmo
nao acontecendo com os demais formalismos vistos na continuacdo deste trabalho (parte

).
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