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Resumo. Neste trabalho desenvolve-se uma formulacdo do método dos elementos de contorno
para a anélise elastodinamica bidimensional no dominio do tempo. Admite-se que tanto os
deslocamentos quanto as forcas de superficie apresentam variacdo linear no tempo -
principal aspecto a ser discutido - e no espago. A formulagdo consiste basicamente em se
adotar um procedimento do tipo Wilson-6 para o Ultimo intervalo de tempo e, a partir da
resposta no tempo t..e = t, + BAt, 8 > 1, obter a resposta no tempo t..;. Tal procedimento
praticamente ndo produz custo computacional extra e ainda produz resultados estaveis para
problemas que envolvem dominios fechados (ao contrério da formulagéo padréo, quando se
utiliza variacéo linear para forcas de superficie). Dois exemplos sdo apresentados ao final do
trabalho, com o objetivo de validar a formulacéo apresentada.
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1. INTRODUCAO

Neste trabalho apresenta-se uma formulacdo do método dos elementos de contorno
dependente do tempo na qual € admitida variagdo linear no tempo tanto para os deslocamentos
- como é usua nas formulagBes padréo - quanto para as forgas de superficie - esta a principa
contribuicdo do trabalho.

O uso de interpolacdo constante no tempo para as forcas de superficie foi adotado por
diversos autores, por exemplo (Mansur, 1983, Manolis & Beskos, 1988, e Dominguez, 1993)
como uma maneira bastante eficaz de se levar em conta as descontinuidades temporais que
podem ocorrer nas forcas de superficie ao longo da andlise. Assim, quando ha reflexdo de
ondas em corpos finitos, as descontinuidades séo razoavelmente bem representadas
numericamente com a utilizagcdo da hip6tese de variago constante das forgas de superficie nos
intervalos de tempo At nos quais o tempo total de andlise foi dividido. A seguinte pergunta
pode ser feita: ndo € possivel a adocdo de funcdes de interpolacdo de ordem mais alta para
representar a variacdo temporal das forgas de superficie? A resposta € Sm e dois caminhos
diferentes para a solucéo do problema séo sugeridos. O primeiro, testado com sucesso para o
caso da onda escalar (Mansur et dii, 1998), consiste no emprego simultaneo das equacoes



integrais de contorno para desdocamentos e velocidades nos nés que apresentam
deslocamentos (e, portanto, velocidades) prescritos, de tal maneira que, para um dado
intervalo de tempo At =t - tj, apds a resolucdo do novo sistema de equagdes agébricas
sgjam determinadas as componentes incognitas de forcas de superficie em ti.; e em t; (nova
incégnita do ponto de vista da formulacdo padréo). Procedendo dessa maneira, ao longo da
andlise sd0 encontrados dois valores, relativos ao mesmo tempo, para as forcas de superficie.
O segundo, também testado com sucesso para 0 caso da onda escalar (Yu et dii, 1998),
consiste na formulagdo a ser apresentada neste trabalho para a elastodindmica e sera
denominado, ao longo do texto, método O linear. Aqui, ao se efetuar aintegracdo no tempo de
forma discreta, isto é a0 se desenvolver um esquema passo-apasso para a solucdo do
problema, adota-se um procedimento do tipo Wilson-6 (Bathe, 1996) para o Ultimo intervalo
de tempo, de tal maneira que, apds a solugdo do sistema de equagdes, sdo obtidos vaores
correspondentes ao tempo t,.e = t, + BAt, 6> 1. Note-se que aqui o esquema Wilson-6 é
aplicado para aproximagdo tanto dos deslocamentos quanto das forcas de superficie, enquanto
que no MEF é aplicado para aproximacao das aceleracfes. A obtencdo da resposta no tempo
th.1 praticamente ndo acarreta custo computacional extra e se da com o emprego de férmulas
bastante smples. Além disso, os resultados obtidos sdo bastante estaveis, demonstrando que a
formulacdo apresenta uma independéncia maior do que a formulagdo padrdo em relacdo ao
intervalo de tempo adotado.

Importa observar ainda que, neste trabalho, as equacgdes integrais sGo apresentadas com a
utilizacdo do conceito de parte finita de integra (Hadamard, 1952). Para a discretizagéo do
contorno sdo empregados elementos lineares.

Ao find do trabalho sdo apresentados dois exemplos, com o propésito de demonstrar o
desempenho do método no que diz respeito a precisao.

2. EQUACOESINTEGRAIS

A equagdo integral basicado MEC escreve-se como:
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onde I" representa o contorno, Q representa 0 dominio e p é a densidade de massa (admitida
constante). Os termos com indice ‘0 na Eq. (1) e ao longo do texto se referem ao estado
inicid (t = 0).

A solugéo fundamental é dada por:
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e representa 0 deslocamento na direcéo k no ponto campo X correspondente a um impulso
unitario aplicado na diragdo i no ponto fonte & no tempo t=1. A forca de superficie
fundamental é dada por:
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Nas Egs. (2) e (3) r é a disténcia entre os pontos campo e fonte, ¢s e ¢y representam as
velocidades das ondas secundéria e primaria, respectivamente e Hs e Hy sdo as funcbes
Heaviside definidas a seguir:
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Ostensores Ei, Fik € Jik (EQ. (2)) e Aik, Bik € Dik (Eg. (3)) sdo definidos como segue:
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As fungBes abaixo também estdo presentes nas Egs. (2) e (3). Note-se que aqui, e ao
longo do texto, o indice w pode ser substituido convenientemente por s ou por d para
representar, respectivamente, a contribuicédo da onda secundéria ou da onda primaria.

L= LXEED = [ -0 - (14)
N, = N, (XtET) = 25 (t-1)° - 12 (15)

De acordo com o tratamento dado as derivadas das fun¢fes Heaviside presentes na Eqg.
(3), duas formulagbes podem ser desenvolvidas. a primeira versdo foi apresentada inicia mente
por (Mansur, 1983) e se baseia em procedimentos de regularizacéo da funcdo a ser integrada.
A segunda versdo, que utiliza o conceito de parte finita de integral, apresentado por
(Hadamard, 1952), foi adotada neste trabalho. E importante notar que, quando a integragéo no
tempo é efetuada analiticamente, ambas as formulagdes conduzem as mesmas expressoes: este
tem sido o procedimento habitual quando se trabalha com formulagdes do MEC dependentes
do tempo e foi adotado aqui.

Na auséncia de condi¢Bes iniciais, a seguinte expressdo € obtida quando se adota a
segunda versao:
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onde o simbolo f representa a parte finita daintegral e deve ser interpretado como:
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3. RESOLUCAO NUMERICA DO PROBLEMA: FORMULACAO PADRAO
3.1 Integracado no tempo

Para o desenvolvimento do esquema de marcha no tempo, considera-se um conjunto de
valores discretos t,, n=1,2,...N, tais que tn.; - t, = At. Além disso, impde-se a condi¢do de que
a componente de deslocamento ux(X,T) deve ser continua por partes até a derivada de ordem
um (Mansur & Carrer, 1993). Como foi dito no inicio deste trabalho, admite-se que os
deslocamentos e as forcas de superficie possuem variacéo linear no tempo. Assim sendo, dado



o intervalo [t,t+1], pode-se escrever:
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As fungdes de interpolagdo P, e ®r sdo definidas como segue:
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Apébs a substituicdo das Egs. (18) na Eq. (1), integra-se analiticamente no tempo. As
expressdes integradas dependem das posicOes relativas das frentes de onda primaria e
secundéria com respeito ao intervalo de [t,t,,,]. Assm sendo, para um dado tempo t, trés

casos sao possiveis e podem ser descritos como segue (observe-se quet,,, = t, - r/c,, representa
as duas frentes de onda):

caso 1. t<stwstaeta=t,
caso 2: t stwstiet, <t
caso 3: t., <t

As expressoes integradas para a formulagéo padréo podem ser encontradas em (Carrer &
Mansur,1999).

3.2 Integragao no contorno

O contorno é discretizado com o emprego de elementos isoparamétricos lineares. Para o
clculo dos coeficientes das sub-matrizes diagonais das matrizes G e H, relativos aos
elementos singulares e ao Ultimo intervalo de tempo, ha dois aspectos principais a serem
considerados:

i) os termos logaritmicos da matriz G sdo integrados analiticamente.

ii) para a matriz H, a solugdo fundamental da estética é subtraida e adicionada a solugéo
fundamental dependente do tempo (Eg. (3)), eiminando dessa maneira a singularidade que
ocorre quando ‘r’ tende a zero e permitindo 0 emprego da quadratura de Gauss para o clculo
daintegral. Para o calculo das contribui¢cdes do termo Cix e da integral restante, que envolve a
solucdo fundamental da estética, utiliza-se a técnica do movimento de corpo rigido, tal como é
feito naandlise estética, e.g. (Telles, 1983).

3.3 Sistema de equacdes

A aplicacdo da Eg. (1) a todos os nés do contorno discretizado produz um sistema de
equacdes que pode ser escrito como segue (Mansur, 1983):

n
(C+ H(n+1)(n+1)) um D) = g+ )+ pm D) 4 Z %;nm pm - Hm M E (20)
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onde as matrizes com o superindice (n+1)(n+1) estdo relacionadas ao Ultimo intervalo de
tempo.



De umamaneirageral, as matrizes H™ (ou G"") s&o formadas como segue:

H™=H"™+ H™™ 1<m<n (21)
onde osindices‘’’ e ‘F estdo associados, respectivamente, as funcbes de interpolacéo @, e dr
(Egs. (19)). Entretanto, como mencionado no inicio do trabalho, o emprego de interpolagdo
linear para as forgas de superficie na formulacdo padrdo produz resultados instaveis. 1sso
porgue variagao linear implica em continuidade da fungo interpolada (Mansur et aii, 1998) e
esse ndo € o caso das forgas de superficie em problemas envolvendo dominios fechados, nos
quais ocorrrem reflexdes de onda. Assim sendo, objetivando utilizar funges de interpolacdo
lineares tanto para deslocamentos quanto para forcas de superficie, foi desenvolvida a
formulagdo que serd apresentada a seguir.

4. RESOLUCAO NUMERICA DO PROBLEMA: O METODO 6 LINEAR

O método 0 linear é bastante smples e adota, como ultimo intervalo de tempo, o intervalo
modificado Ats = At de ta maneira que se pode escrever: t,.g = t, + BAt. O sistema de
equacOes correspondente ao sistema representado pela Eq. (20) pode ser escrito como:

n
(C+ H(n+e)(n+e)) 48 = (n+e)(n+6) pM+6) 4 Z %;nm p™ - HM M E (22)

m=1

onde as matrizes com o superindice (n+8)(n+0) estdo relacionadas ao tempo t,.e.

Umavez resolvido o sistema de equagtes representado pela Eg. (22), sdo determinadas as
incognitas no tempo tn.e. OS valores no tempo tn.; sdo facilmente determinados com o auxilio
da expressao abaixo:

el = % [0 + (0 - 1)] (23)

onde f™* representa os deslocamentos ou forcas de superficie em to. 1.

As integracdes no tempo e no contorno sdo efetuadas de maneira analoga a da formulacéo
padréo.
5. APLICACOES

Nas aplicagbes que serdo apresentadas a seguir, foi utilizada a varidvel adimensional

onde | € o comprimento do menor elemento utilizado na discretizagdo do contorno. Tendo em
conta a causalidade (Mansur, 1983), aconselha-se utilizar 3 < 1,0. Observa-se entdo que 0



parametro 3 proporciona uma avaliagcdo qualitativa do intervalo de tempo a ser usado na
andlise, relacionando-o as varidveis|, ¢4 e At. Nas duas andlises adotou-se 3 = 0,6.

5.1 Barra unidimensional

Este exemplo consiste da andlise de uma barra unidimensional, mostrada na Fig. 1,
submetida a um carregamento subitamente aplicado e mantido constante no tempo. O
problema unidimensional foi smulado adotando-se um coeficiente de Poisson nulo; para as
demais constantes foram adotados os valores. E =100,0 e p=1,0. A maha utilizada esta
apresentadanaFig. 2.
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Figura 1- Barraunidimensional: geometria e carregamento.
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Figura 2- Barra unidimensional: malha de elementos de contorno e né selecionado.

Inicialmente foi utilizada a formulagéo padréo (6 = 1,0) para a andlise deste problema: os
resultados correspondentes a forca de superficie no n6 A(0,a/4) apresentam uma rpida
deterioracdo, que invalida completamente a andlise (Fig. 3).

O emprego do método 6 linear, por sua vez, produziu bons resultados. Na Fig. 4 estéo
apresentados os resultados obtidos com o emprego de 8 = 1,4. Estes resultados apresentam
boa concordancia com a solucéo andlitica e sdo estaveis (observe-se, entretanto, a presenca de
amortecimento), o que demonstra a eficiéncia da formulagéo.
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Figura 3- Forca de superficie no nd A(0,a/4): formulagéo padréo com variagéo linear das
forcas de superficie.
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Figura4- Forca de superficie no né A(0,a/4): respostapara® = 1,4.

5.2 Viga simplesmente apoiada

Este exemplo de estado plano de tensdo consiste de uma viga smplesmente apoiada,
mostrada na Fig. 5, submetida a um carregamento subitamente aplicado e mantido constante
no tempo. Os seguintes parametros foram adotados: E = 100,0, v =1/3 ep =1,5. A Smetria do
problema foi smulada com a imposicdo de dedocamentos horizontais nulos ao longo da secéo
transversal médiada viga, conforme mostrado naFig. 6. Nesta andlise adotou-se 6 = 1,4.

Para a verificacdo das respostas, outra andlise foi efetuada com a formulacgo desenvolvida por
(Carrer & Telles, 1992) na qual adota-se como solugdo fundamenta a da estética: devido aisso, a
integral de dominio do termo inercid é mantida na formulagdo, o que implica na discretizagdo de
todo o dominio para se efetuar a andlise, (Carrer& Telles, 1992). Os resultados das duas andlises,



relativos a componente horizontal daforca de superficie no nd A(0,-a/8), estéo apresentados na Fig.
7. Uma boa concordancia entre eles € observada, vaidando uma vez mais a observagéo de que a
presente formulacdo conduz aresultados estévels.
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Figura 5- Viga simplesmente apoiada: geometria e carregamento.
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Figura 6- Viga simplesmente apoiada: malha de elementos de contorno e n6 selecionado.
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Figura 7- Forca de superficie no n6 A(0O,-a/8): resposta para6 = 1,4.



6. CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentada uma nova formulacéo dependente do tempo do MEC, que
se denomina método 6 linear, para andlise elastodinamica bi-dimensiona. Variagdes lineares no
tempo podem ser admitidas para deslocamentos e forcas de superficie em andlises envolvendo
dominios fechados, sem que isso invalide a resposta, tal como acontecia com a formulacdo
padréo (ver, por exemplo, Fig. 3). Nesse sentido, a formulagdo padréo pode ser considerada
um caso particular da apresentada aqui no qual 6 = 1,0.

A introducdo do pardmetro 6 produz um amortecimento benéfico na andise numérica.
Esse amortecimento, entretanto, deve ser mantido sob controle: conclui-se que, de uma
maneira geral, pequenos valores para 3 e grandes valores para 8 podem ser utilizados
simultaneamente e vice-versa. A combinagdo 3 =0,6 e 6 = 1,4 produziu os bons resultados
apresentados nos dois exemplos. Outra vantagem da formulagdo é a sua fécil implementacdo
computacional, partindo da formulagéo padréo.
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