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Resumo. Encontram-se na literatura duas abordagens para o desenvolvimento de modelos de
turbulência em meios porosos. A primeira parte inicialmente das equações macroscópicas do
escoamento utilizando o modelo estendido Darcy-Forchheimer. A segunda parte das
equações microscópicas do escoamento. As duas abordagens levam a modelos k -ε  distintos
os quais serão aqui abordado.
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1. INTRODUÇÃO

Na literatura encontramos dois tipos de abordagens para o desenvolvimento de modelos
de turbulência em meios porosos. Na primeira abordagem (Lee & Howell, 1987; Wang &
Takle, 1995; Antohe & Lage, 1997), aplica-se a média temporal nas equações macroscópicas
do escoamento. Esse procedimento é adotado alegando-se que o meio poroso interage com o
escoamento instantâneo e não com o escoamento médio no tempo (representação média no
tempo do mesmo). Tal afirmação é verdadeira assim como o meio poroso interage com o
escoamento microscópico e não com a representação macroscópica do mesmo. Além disso, se
a representação média do escoamento instantâneo não fosse adequada, todos os cálculos em
escoamentos turbulentos internos ou sobre corpos que utilizam esse conceito não dariam bons
resultados. Pois, assim como o meio poroso interage de fato com o escoamento instantâneo,
as paredes e os corpos nesses escoamentos também o fazem. Na segunda abordagem
(Masuoka & Takatsu, 1996; Kuwahara et al., 1998; Takatsu & Masuoka, 1998), aplica-se a
média volumétrica na equação microscópica do escoamento médio. Ou seja, na primeira
abordagem aplica-se primeiro a média volumétrica nas equações microscópicas instantâneas
e, em seguida, a média temporal; na segunda abordagem a ordem da aplicação das médias é
invertida.

Recentemente Pedras & de Lemos (1999) mostraram que as duas abordagens chegam aos
mesmos resultados em termos das equações de conservação macroscópicas do escoamento



(continuidade, momentum e energia), quando o meio poroso é indeformável e saturado por
um fluido monofásico.

Entretanto, no desenvolvimento da equação macroscópica da energia cinética turbulenta,
k , e da dissipação da energia cinética turbulenta, ε , as diferentes abordagens levam a
resultados distintos os quais serão aqui esclarecidos.

2. OPERADORES DE MÉDIA

2.1 Teorema da média volumétrica local

As equações de conservação macroscópicas num meio poroso podem ser obtidas por
médias volumétricas das equações de conservação microscópicas, em relação a um volume
elementar representativo do meio poroso, V∆  (Bear, 1972), Figura 1.

Figura 1- Volume elementar representativo, V∆ , média volumétrica intrínseca, flutuação
espacial e temporal.

Para uma propriedade geral, ϕ , associada ao fluido, a média volumétrica intrínseca,
i〉〈ϕ , e a média volumétrica com relação a V∆ , v〉〈ϕ , são relacionadas através da porosidade
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onde fV∆  é o volume de fluido contido em V∆ . A propriedade ϕ  pode, então, ser definida

como sendo a soma de i〉〈ϕ  mais um termo relacionado à flutuação espacial ϕi  (Whitaker,
1969),

ϕϕϕ ii +〉〈= , (2)

donde conclui-se que 0=〉〈 iiϕ . A Figura 1 mostra a interpretação da Eq. (2) para uma
propriedade vetorial (ex. velocidade) em uma determinada posição x , onde verifica-se que a
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flutuação espacial é a diferença entre o valor real (microscópico) da propriedade em questão e
a sua média volumétrica intrínseca.

Nestes processos de média, três comprimentos característicos devem ser definidos
(Whitaker, 1969): 1) o comprimento microscópico característico, d, que representa a distância
sobre a qual verificam-se significantes variações na velocidade microscópica do fluido, u ; 2)
comprimento macroscópico característico, L, sobre o qual verificam-se significantes variações
na velocidade macroscópica do fluido, v〉〈u ; 3) e o comprimento característico, l, relacionado
com o volume elementar representativo, V∆ .

A princípio, assume-se que l deve ser muito maior que d ( ld << ) e que vvv 〉〉〈〈=〉〈 ϕϕ ;

Whitaker (1969) mostra que para vvv 〉〉〈〈=〉〈 ϕϕ  é necessário que Ll << .
Na derivação das equações macroscópicas, é necessário que se conheça a relação entre a

média volumétrica das derivadas e a derivada das médias volumétricas. Tais relações foram
desenvolvidas por Slattery (1967), Whitaker (1969), Gray & Lee (1977) e outros, sendo
atualmente denominadas de teorema da média volumétrica local e definidas por:
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onde Ai  e ui  representam, respectivamente, a área e a velocidade da interface da fase f e n  é

o vetor unitário normal à Ai . No caso de escoamento monofásico, a fase f é o próprio fluido e

0=iu , se o meio poroso for indeformável (tem-se apenas a interface fluido/sólido).
No desenvolvimento das Eqs. (3), (4) e (5) a única restrição imposta é a independência de

V∆  em relação ao tempo e espaço. Se o meio for indeformável, então fV∆  será apenas

dependente do espaço e não do tempo (Gray & Lee, 1977).

2.2 Média temporal

As equações de conservação microscópicas mediadas no tempo podem ser obtidas através
da média temporal das equações de conservação microscópicas instantâneas. Para tanto, é
necessário definir a média temporal de uma determinada propriedade, ϕ , associada ao fluido,
que é dada por:
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onde t∆  é o intervalo de tempo escolhido, de forma que seja longo comparado com a escala
de tempo das flutuações temporais e curto quando comparado com a escala de tempo
necessária para que as variações ordenadas ocorram. A propriedade instantânea ϕ  pode,
então, ser definida como a soma de sua média temporal, ϕ , mais a sua flutuação temporal,
ϕ ′ :



ϕϕϕ ′+= , (7)

sendo 0=′ϕ .

2.3 Comutatividade entre as médias

Das definições de média volumétrica (Eq. 1) e média temporal (Eq. 6), conclui-se que a
média temporal da média volumétrica de uma determinada propriedade, ϕ , é dada por:
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e média volumétrica da média temporal por:
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Para que o teorema da média volumétrica local seja válido é necessário que o volume
elementar representativo, V∆ , seja independente do tempo e do espaço em todo domínio do
meio poroso. Se o meio poroso for indeformável, então o volume de fluido, fV∆ , será

dependente apenas do espaço e não do tempo. Além disso, se o intervalo de tempo escolhido,
t∆ , for o mesmo para todo o volume elementar representativo, então, a média volumétrica

comuta com a média temporal pois os domínios de integração são completamente
independentes. Neste caso, a ordem de aplicação das médias fica irrelevante e

vv 〉〈=〉〈 ϕϕ  ou ii 〉〈=〉〈 ϕϕ . (10)

2.4 Dupla decomposição (flutuação temporal e espacial)

Das definições das Eqs. (1) e (7) chega-se a:
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e das Eqs. (2) e (6), chega-se a
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Além disso, a grandeza i〉〈ϕ  pode ser decomposta em sua média temporal mais a sua
flutuação temporal:

′〉〈+〉〈=〉〈 iii ϕϕϕ , (13)

utilizando o fato da média temporal comutar com a volumétrica (Eq. 10), das Eqs. (11) e (13)
conclui-se,
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A Equação (14) afirma que a média volumétrica da flutuação temporal é igual a flutuação
temporal da média volumétrica. Similarmente, a grandeza ϕ  pode ser decomposta em sua
média intrínseca mais a sua flutuação espacial,

ϕϕϕ ii +〉〈= . (15)

Da mesma forma, comparando-se as Eqs. (12) e (15) à luz da Eq. (10), tem-se:

ϕϕ ii = , (16)

ou seja, a flutuação espacial da média temporal é igual a média temporal da flutuação
espacial.

Além disso, temos das Eqs. (2) e (7),

ϕϕϕϕ ′+=+〉〈 ii . (17)

Introduzindo na Eq. (17) as Eqs. (11) e (12), à luz das Eqs (10, 14 e 16), obtemos:
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onde o termo i〉′〈−′ ϕϕ  é a flutuação espacial da flutuação temporal (valor microscópio de ϕ ′

menos sua média intrínseca), e o termo ϕϕ ii −  é a flutuação temporal da flutuação espacial

(valor instantâneo de ϕi  menos sua média temporal). Estes dois termos são iguais e serão

representados por ϕ ′i .

Através da Eq. (18) e a definição de ϕ ′i  temos:
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e ϕϕϕ ′+〉′〈=′ ii . (20)

Com a Eq. (19) ou (20), conclui-se que 0=〉′〈 iiϕ  e 0=′ϕi .
Ou seja, num escoamento turbulento, a propriedade ϕ  (microscópica) apresenta uma

flutuação temporal, conseqüentemente a sua média volumétrica intrínseca, i〉〈ϕ , também
apresenta uma flutuação temporal (Eq. 11). Assim, analisando a Figura 1, conclui-se que a
flutuação espacial, ϕi , também apresenta uma flutuação temporal (Eq. 19) e da mesma forma
a flutuação temporal, ϕ ′ , também apresenta uma flutuação espacial (Eq. 20).

Com essas idéias, conclui-se que a propriedade ϕ  pode ser decomposta em (Figura 1):

ϕϕϕϕϕ ′++〉′〈+〉〈= iiii . (21)

Foi através deste desenvolvimento que Pedras & de Lemos (1999) mostraram que as
equações de conservação macroscópicas do escoamento independem da ordem de aplicação
das médias (temporal e volumétrica) nas equações microscópicas, quando o meio poroso é
indeformável e saturado por um fluido monofásico.



3. EQUAÇÕES DE CONSERVAÇÃO MACROSCÓPICAS

3.1 Equação de continuidade macroscópica

Aplicando-se a média temporal e a volumétrica (ou vice-versa) na equação de
continuidade microscópica para um fluido incompressível num meio poroso indeformável
chega-se a (Pedras & de Lemos, 1999),
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onde i
D 〉〈= uu φ  é a velocidade de Darcy mediada no tempo.

3.2 Equação de momentum macroscópica

Da mesma forma, para a equação de momentum macroscópica tem-se:
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sendo R  a força total de arrasto mediada no tempo por unidade de volume (força de
superfície ponderada no volume), devida à presença de partículas sólidas, composta pelo

arrasto viscoso e pelo arrasto de forma (ou pressão) e i〉′′〈− uuρφ  o tensor de Reynolds

macroscópico (efeito macroscópico da turbulência).
Através da Eq. (21), o tensor de Reynolds macroscópico pode ser expandido como:
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onde o primeiro termo à direita representa a turbulência devido à flutuação temporal da
velocidade macroscópica e o segundo a dispersão turbulenta devido à flutuação temporal e
espacial da velocidade microscópica. Pedras & de Lemos (1998) mostraram que o tensor de
Reynolds macroscópico pode ser expresso por:
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Nas Eqs. (27) e (28), 
φ

µt  é a viscosidade turbulenta em meios porosos, tµ  é a viscosidade

turbulenta microscópica e D  é o tensor de deformações médio no tempo. Sendo 
φ

µt

modelado por:



i

i

t
kfC

〉〈
〉〈=

ε
ρµ µµφ

2

. (29)

4. EQUAÇÃO MACROSCÓPICA PARA k -ε

A equação resultante da diferença entre a equação de momentum microscópica
instantânea e a equação de momentum microscópica média no tempo é (Warsi, 1993):
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A média volumétrica da Eq. (30), através do teorema da média volumétrica local, fornece
para cada termo,
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Sabendo-se que na interface, iA , todas as velocidades são nulas devido à condição de não
deslizamento, expandindo-se os divergentes das Eqs. (32, 33, 34 e 35), através das Eqs. (12) e
(20), teremos a equação de momentum macroscópica devido à turbulência no escoamento:
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A Equação (38) também pode ser obtida aplicando-se a média temporal na equação
resultante da diferença entre a equação de momentum macroscópica instantânea e a equação
de momentum macroscópica média no tempo.

Neste ponto, existem dois procedimentos para obter uma equação de transporte
macroscópica para a energia cinética turbulenta. Um deles é multiplicar escalarmente a Eq.
(38) pela flutuação temporal da velocidade macroscópica, i〉′〈 u , e aplicar, em seguida, a
média temporal. Tal procedimento produz uma equação de transporte macroscópica para

2ii
mk 〉′〈⋅〉′〈= uu . Lee & Howell (1987), Wang & Takle (1995) e Antohe & Lage (1997)

utilizaram o procedimento acima para a obtenção da equação de transporte para mk ,

utilizando para RR −  (Eq. 38) o modelo Darcy-Forchheimer com as velocidades
macroscópicas flutuantes no tempo e desprezando as dispersões (4º, 5º, 6º e 8º termos no
divergente da Eq. 38). Este procedimento, além de limitar a energia cinética turbulenta a mk ,
merece os seguintes comentários: a) o modelo Darcy-Forchheimer é baseado em velocidades
temporais médias (modelo empírico); b) a força de arrasto RR −  atua através da interface
fluido-sólido e, desta forma, sobre partículas de fluido estagnadas não podendo produzir
energia mecânica; ou seja, multiplicar escalarmente RR −  ou o modelo Darcy-Forchheimer
pela velocidade i〉′〈 u  “não tem sentido físico” (identicamente nulo). O outro procedimento é
multiplicar escalarmente a Eq. (30) pela flutuação temporal da velocidade microscópica, u′ ,
aplicar a média temporal e, em seguida, a média volumétrica (ou a média volumétrica e, em
seguida, a temporal), tal procedimento produz uma equação de transporte macroscópica para

2iik 〉′⋅′〈=〉〈 uu .

É interessante notarmos que o primeiro procedimento não produz a média volumétrica da
energia cinética turbulenta, ik 〉〈 , pois só leva em conta a flutuação temporal da velocidade
macroscópica, perdendo a contribuição devida às flutuações espaciais; enquanto o segundo
procedimento incorpora todos os efeitos da turbulência, a energia cinética turbulenta devida às
flutuações temporais macroscópicas e a energia cinética turbulenta devida às flutuações
temporais e espaciais microscópicas (Eq. 25). Usando a Eq. (20) é fácil mostrar que:
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Pedras & de Lemos (1998) utilizaram este último procedimento obtendo a seguinte
equação macroscópica para a energia cinética turbulenta:
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onde o termo com kC  foi introduzido para incorporar a produção de ik 〉〈  devida às flutuações
espaciais e K  é a permeabilidade do meio.

Para a equação de transporte macroscópica da dissipação podemos partir tanto da Eq.
(38) (Antohe & Lage, 1997), mantendo-se os mesmos comentários já feitos para a equação de
k , ou partirmos da Eq. (30) obtendo a equação microscópica de ε  e em seguida aplicar a
média volumétrica (Pedras & de Lemos, 1998), resultando em:
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Assim, conclui-se que, na obtenção da equação macroscópica para k  e ε , não se pode
simplesmente mudar a ordem de aplicação da média temporal e volumétrica, pois, entre uma
média e outra, a multiplicação escalar ou a diferenciação é que define o nível da energia
cinética turbulenta que está sendo “capturada”.

5. CONCLUSÕES

A média volumétrica e temporal comutam entre si desde que os domínios das integrais
sejam independentes. Assim, na obtenção das equações de conservação macroscópicas
(continuidade, momentum e energia), a ordem de aplicação das médias é irrelevante quando o
meio poroso é indeformável e saturado por um fluido monofásico.

Porém, se entre uma média e outra houver uma multiplicação ou diferenciação que tenha
uma dependência de domínio, as médias não mais comutam entre si e este é exatamente o
caso das equações macroscópicas para k  e ε .

Neste caso, a única forma de obtermos a equação macroscópica “completa” (que
incorpore todos os efeitos microscópicos) é aplicando a multiplicação ou diferenciação no
nível microscópico e só aplicar a média volumétrica depois que todos essas operações
estiverem sido efetuadas.
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Title: MACROSCOPIC TURBULENCE MODELING FOR FLOW THROUGH SATURATED
UNDEFORMABLE POROUS MEDIA

Abstract: There are, in the literature, two distinct approaches for developing turbulent
models for flow in a porous medium. The first one starts with the macroscopic equations
using the extended Darcy-Forchheimer model. The second method makes use, first, of the
microscopic balance equations. These two methodologies lead to distinct set of equations for
the k -ε  model. Differences between these two approaches are here discussed upon.

Key words: Porous Media, Turbulence Modeling, Volume-Average, Time-Average, Reynolds
Stress


