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Resumo. Encontram-se na literatura duas abordagens para o desenvolvimento de modelos de
turbuléncia em meios porosos. A primeira parte inicialmente das equaces macroscopicas do
escoamento utilizando o modelo estendido Darcy-Forchheimer. A segunda parte das
equacBes microscopicas do escoamento. As duas abordagens levam a modelos k -¢ distintos
0S quais serdo aqui abordado.
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1. INTRODUCAO

Na literatura encontramos dois tipos de abordagens para o desenvolvimento de modelos
de turbuléncia em meios porosos. Na primeira abordagem (Lee & Howell, 1987; Wang &
Takle, 1995; Antohe & Lage, 1997), aplica-se a média temporal nas equactes macroscopicas
do escoamento. Esse procedimento é adotado alegando-se que 0 meio poroso interage com o
escoamento instanténeo e ndo com o0 escoamento médio no tempo (representacdo média no
tempo do mesmo). Td afirmagdo é verdadeira assm como 0 meio poroso interage com o
escoamento microscopico e nhdo com a representacdo macroscopica do mesmo. Além disso, se
a representacdo meédia do escoamento instanténeo ndo fosse adequada, todos os célculos em
escoamentos turbulentos internos ou sobre corpos que utilizam esse conceito ndo dariam bons
resultados. Pois, assim como 0 meio poroso interage de fato com o escoamento instantaneo,
as paredes e 0s corpos nesses escoamentos também o fazem. Na segunda abordagem
(Masuoka & Takatsu, 1996; Kuwahara et al., 1998; Takatsu & Masuoka, 1998), aplica-se a
meédia volumétrica na equacdo microscopica do escoamento médio. Ou sgja, ha primeira
abordagem aplica-se primeiro a média volumétrica nas equagdes microscopicas instanténeas
e, em seguida, a média temporal; na segunda abordagem a ordem da aplicacdo das médias é
invertida.

Recentemente Pedras & de Lemos (1999) mostraram gue as duas abordagens chegam aos
mesmos resultados em termos das equagdes de conservacdo macroscopicas do escoamento



(continuidade, momentum e energia), quando 0 meio poroso é indeformével e saturado por
um fluido monofasico.

Entretanto, no desenvolvimento da equacédo macroscopica da energia cinética turbulenta,
k, e da dissipacdo da energia cinética turbulenta, ¢, as diferentes abordagens levam a
resultados distintos os quais seréo agui esclarecidos.

2. OPERADORESDE MEDIA
2.1 Teoremada média volumétrica local

As eguacdes de conservagdo macroscopicas num meio poroso podem ser obtidas por
médias volumétricas das equactes de conservacdo microscopicas, em relagdo a um volume
elementar representativo do meio poroso, AV (Bear, 1972), Figura 1.
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Figural- Volume elementar representativo, AV, média volumétrica intrinseca, flutuacdo
espacial e temporal.

Para uma propriedade geral, ¢, associada ao fluido, a média volumétrica intrinseca,
[P, e amédiavolumétrica com relacio a AV , [P, sdo relacionadas através da porosidade
@ por
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onde AV, é o volume de fluido contido em AV . A propriedade ¢ pode, entdo, ser definida

como sendo a soma de [P mais um termo relacionado a flutuacio espacial ‘¢ (Whitaker,
1969),

¢:m§m+i¢, (2)

donde conclui-se que [PCI=0. A Figura 1 mostra a interpretacio da Eq. (2) para uma
propriedade vetorial (ex. velocidade) em uma determinada posicéo x , onde verifica-se que a



flutuacéo espacial é adiferencaentre o valor real (microscopico) da propriedade em questéo e
a suameédia volumétricaintrinseca.

Nestes processos de média, trés comprimentos caracteristicos devem ser definidos
(Whitaker, 1969): 1) o comprimento microscopico caracteristico, d, que representa a disténcia
sobre a qual verificam-se significantes variagdes na vel ocidade microscépica do fluido, u; 2)
comprimento macroscopico caracteristico, L, sobre o qual verificam-se significantes variagoes
na vel ocidade macroscopica do fluido, [ ; 3) e 0 comprimento caracteristico, |, relacionado
com o volume elementar representativo, AV .

A principio, assume-se que | deve ser muito maior que d (d <<I) e que [ =P I[Y;
Whitaker (1969) mostra que para [¢[1 = ¢ (1[I é necessarioque | << L.

Na derivacdo das equacdes macroscopicas, € necessario que se conhega a relagdo entre a
média volumétrica das derivadas e a derivada das médias volumétricas. Tais relacdes foram
desenvolvidas por Slattery (1967), Whitaker (1969), Gray & Lee (1977) e outros, sendo
atual mente denominadas de teorema da média volumétrica local e definidas por:

M0 =0(pPr) + - [neas, 3
A
T (@0 =0 gL + 5 [nHdS @
A
e =0 pr)- L niud)s, ©

onde A e u, representam, respectivamente, a érea e avelocidade da interface dafasefe n é
o vetor unitério normal a A . No caso de escoamento monofasico, afase f € o préprio fluido e
u; =0, seo meio poroso for indeformavel (tem-se apenas a interface fluido/solido).

No desenvolvimento das Egs. (3), (4) e (5) a Unicarestricdo imposta € aindependéncia de
AV em relacdo ao tempo e espaco. Se 0 meio for indeformavel, entdo AV, sera apenas
dependente do espago e ndo do tempo (Gray & Lee, 1977).

2.2 Médiatemporal

As equacdes de conservacao microscopicas mediadas no tempo podem ser obtidas através
da média temporal das equagdes de conservagdo microscopicas instantaneas. Para tanto, é
necessario definir amédiatemporal de uma determinada propriedade, ¢ , associada ao fluido,

gue é dada por:

t+At

Feaf ot ©

onde At é o intervalo de tempo escolhido, de forma que sgja longo comparado com a escala
de tempo das flutuagdes temporais e curto quando comparado com a escala de tempo
necess&ria para que as variagdes ordenadas ocorram. A propriedade instanténea ¢ pode,

entdo, ser definida como a soma de sua média temporal, ¢ , mais a sua flutuacéo temporal,

o'



p=p+¢", (7)
sendo ' =0.
2.3 Comutatividade entre as médias

Das defini¢bes de média volumétrica (Eq. 1) e média temporal (Eg. 6), conclui-se que a
meédia temporal da média volumétrica de uma determinada propriedade, ¢ , € dada por:

O
£¢ dv [t , ©)
. B

e média volumétrica da média temporal por:

t+At

@0 AVI J’¢dt§jv (9)

Para que o teorema da média volumétrica local sgja valido é necessario que o volume
elementar representativo, AV , sgja independente do tempo e do espaco em todo dominio do
meio poroso. Se 0 meio poroso for indeformével, entdo o volume de fluido, AV;, sera
dependente apenas do espaco e ndo do tempo. Além disso, se o intervalo de tempo escolhido,
At, for o mesmo para todo o volume elementar representativo, entdo, a média volumétrica
comuta com a média temporal pois os dominios de integracdo sdo completamente
independentes. Neste caso, a ordem de aplicacéo das médiasficairrelevante e

B0 =@ ou PO =B (10)

2.4 Dupla decomposicéo (flutuacéo temporal e espacial)

Das defini¢cbes das Egs. (1) e (7) chegase &

N 1 _ 1 , _ . )
N Y {q’)dV " AV, A{f(zﬁ+¢ yav =gpo+i'0, (12)

f

edasEgs. (2) e (6), chega-se a

t+At t+At

T #dt=n[ (BO+e)=10+T¢. (12)

Além disso, a grandeza P[] pode ser decomposta em sua média temporal mais a sua
flutuacdo temporal:

P =0+0, (13)

utilizando o fato da média tempora comutar com a volumeétrica (Eg. 10), das Egs. (11) e (13)
conclui-se,



B'0=m0. (14)

A Equagdo (14) afirma que a média volumétrica da flutuacéo temporal € igual a flutuagéo
temporal da média volumétrica. Similarmente, a grandeza § pode ser decomposta em sua
médiaintrinseca mais a sua flutuagdo espacial,

o= Wm+'¢_ (15)

Damesma forma, comparando-se as Egs. (12) e (15) aluz daEg. (10), tem-se:

=9, (16)

ou sgja, a flutuacdo espacial da média temporal é igual a média temporal da flutuacéo

espacial.
Além disso, temos das Egs. (2) e (7),

PO+ =g +¢'. (17)

Introduzindo na Eg. (17) as Egs. (11) e (12), aluz das Egs (10, 14 e 16), obtemos:

PU+P' O+ =PU+g+¢' = ¢'-p'0=p -9, (18)

onde o termo ¢' - [@'C] é aflutuacio espacia da flutuacio temporal (valor microscopio de ¢’
menos sua média intrinseca), e o termo '¢ —E é a flutuacdo tempora da flutuagcdo espacial
(valor instantaneo de '¢ menos sua média temporal). Estes dois termos sdo iguais e serdo
representados por ‘¢’ .

Através da Eq. (18) e adefinicio de '¢’ temos:

o= +'¢’, (19)
e ¢ =@D0+¢. (20)

Com aEq. (19) ou (20), conclui-seque Cip'C1=0 e '¢' =0.

Ou sgja, hum escoamento turbulento, a propriedade ¢ (microscopica) apresenta uma
flutuacdo temporal, conseqgiientemente a sua média volumétrica intrinseca, L1, também
apresenta uma flutuacdo temporal (Eqg. 11). Assim, analisando a Figura 1, conclui-se que a
flutuacdo espacia, '¢ , também apresenta uma flutuacéio temporal (Eg. 19) e da mesma forma
aflutuacdo temporal, ¢, também apresenta uma flutuacéo espacial (Eg. 20).

Com essas idéias, conclui-se que a propriedade ¢ pode ser decomposta em (Figura 1):

p=PO+p'O+P+¢". (21)

Foi através deste desenvolvimento que Pedras & de Lemos (1999) mostraram que as
equacdes de conservagdo macroscopicas do escoamento independem da ordem de aplicagdo
das médias (tempora e volumétrica) nas equagBes microscopicas, quando 0 meio poroso €
indeformével e saturado por um fluido monofasi co.



3. EQUACOESDE CONSERVACAO MACROSCOPICAS
3.1 Equacéo de continuidade macroscopica

Aplicando-se a média temporal e a volumétrica (ou vice-versa) na equacdo de
continuidade microscopica para um fluido incompressivel num meio poroso indeformavel
chega-se a (Pedras & de Lemos, 1999),

OQe@m)=0 => 0O, =0, (22)
onde U, = @[] é avelocidade de Darcy mediada no tempo.

3.2 Equacdo de momentum macr oscopica

Damesma forma, para a equacdo de momentum macroscopi ca tem-se:

PR (P + D pIU L) == ~Ci(pLpC) + 0 (9Lt

+0[{-pe’u'l) + gog +R,

(23)

onde

H e iomas—-L (no
—V'J\’nEQDu)dS AVﬁ[npds, (24)

sendo R a forca total de arrasto mediada no tempo por unidade de volume (forca de
superficie ponderada no volume), devida a presenca de particulas solidas, composta pelo

arrasto viscoso e pelo arrasto de forma (ou pressdo) e — pgi'u’'Cl o tensor de Reynolds

macroscopico (efeito macroscopico da turbuléncia).
Através da Eq. (21), o tensor de Reynolds macroscopico pode ser expandido como:

- pel'u'l = —pg'Om'0+0u’ 'u'0], (25)

onde o primeiro termo a direita representa a turbuléncia devido a flutuacéo temporal da
velocidade macroscopica e 0 segundo a dispersdo turbulenta devido a flutuacdo tempora e
espacial da velocidade microscopica. Pedras & de Lemos (1998) mostraram que o tensor de
Reynol ds macroscopico pode ser expresso por:

- peli'u’C = p,, 2D 0 - 3qopDkDI (26)
onde:

u, DO = [, DO, (27)
e DO =%[DUD +(00,)"] (28)

Nas Egs. (27) e (28), L, € aviscosidade turbulenta em meios porosos, (4, € a viscosidade

turbulenta microscopica e D € o tensor de deformagdes médio no tempo. Sendo H,
model ado por:



H, = PC f Lt

H U B:l—_r" (29)

4. EQUACAO MACROSCOPICA PARA k-&

A equacdo resultante da diferenca entre a equacdo de momentum microscopica
instanténea e a equagdo de momentum microscopica média no tempo € (Warsi, 1993):

p%+ﬂ[ﬂud+u’u+u’u’—ﬁ]@: -Op' + pd?u’ . (30)

A média volumétrica da Eqg. (30), através do teorema da média volumétrica local, fornece
para cada termo,

=2 pury, (31)
M Quu)d = Dm(pmu’m)+—fn [uu’)ds, (32)
M Qu't)d =0 Qe u) +—J'n [u'u)ds, (33)
M Qu'u)0 = 0Qem' u'D) +—In [u'u’)ds, (34)
M [qu'u’)lY = O Qe u'l)) +—In [{u'u’)ds, (35)
" — e 1 '
D]]pET—D((pEpD)+N7[npdS, (36)
I DU = 0% (') + O EL fnu'dSo-L fnqou)ds (37)
v "] |

Sabendo-se que na interface, A, todas as velocidades sdo nulas devido a condicdo de ndo

deslizamento, expandindo-se os divergentes das Egs. (32, 33, 34 e 35), através das Egs. (12) e
(20), teremos a equagdo de momentum macroscdpica devido a turbuléncia no escoamento:

p%((pﬁu’m) + p0 QGO W'D + WO + 'O W' +

Ou 'u'0+0u "ol +0u 'u'D-W'0mw'o-0u ']} = (39)
- O(pp'0) + p0*(pw'd) +R - R,

onde:

_R=_H _
R-R= AVJ\'nQDu)dS AVInpdS (39)



A Equacdo (38) também pode ser obtida aplicando-se a média temporal na equacdo
resultante da diferenca entre a equacdo de momentum macroscépica instantanea e a equagdo
de momentum macroscopica média no tempo.

Neste ponto, existem dois procedimentos para obter uma equacéo de transporte
macroscopica para a energia cinética turbulenta. Um deles é multiplicar escalarmente a Eq.

(38) pela flutuagdo temporal da velocidade macroscopica, [i'Cl, e aplicar, em seguida, a
média temporal. Ta procedimento produz uma equacdo de transporte macroscopica para
k, = '0IL'C)/2. Lee & Howell (1987), Wang & Takle (1995) e Antohe & Lage (1997)
utilizaram o procedimento acima para a obtencdo da equacdo de transporte para k,,,
utilizando para R-R (Eg. 38) o modelo Darcy-Forchheimer com as velocidades
macroscopicas flutuantes no tempo e desprezando as dispersdes (4°, 5° 6° e 8° termos no
divergente da Eq. 38). Este procedimento, aém de limitar a energia cinética turbulenta a k,,,
merece 0s seguintes comentarios. @) o0 modelo Darcy-Forchheimer € baseado em vel ocidades

temporais médias (modelo empirico); b) a forca de arrasto R —R  atua através da interface
fluido-solido e, desta forma, sobre particulas de fluido estagnadas ndo podendo produzir

energia mecanica; ou sgja, multiplicar escalarmente R —R ou 0 modelo Darcy-Forchheimer
pela velocidade [1i'C1 “n&o tem sentido fisico” (identicamente nulo). O outro procedimento é
multiplicar escalarmente a Eq. (30) pela flutuacdo temporal da velocidade microscopica, u',
aplicar a média tempora e, em seguida, a média volumétrica (ou a média volumétrica e, em
seguida, a temporal), tal procedimento produz uma equacéo de transporte macroscopica para
kO = (W02,

E interessante notarmos que o primeiro procedimento ndo produz a média volumétrica da
energia cinética turbulenta, k[, pois s6 leva em conta a flutuacio temporal da velocidade
macroscopica, perdendo a contribuicdo devida as flutuagdes espaciais, enquanto o0 segundo
procedimento incorpora todos os efeitos da turbuléncia, a energia cinética turbulenta devida as
flutuagBes temporais macroscopicas e a energia cinética turbulenta devida as flutuagdes
temporais e espaciais microscopicas (Eg. 25). Usando a Eg. (20) é facil mostrar que:

k) = ' 0/2 = 'O’ 0/2 + Ou' Fu'0)/2
=k, +Ou'fL'/2.

(40)

Pedras & de Lemos (1998) utilizaram este Ultimo procedimento obtendo a seguinte
equacao macroscopica para a energia cinética turbulenta:

H,

p ((p[kD)+DEQuDEkD) Dq%y+ )D((p[kD)D
Bt 5

(41)
&mra

JK

onde o termo com C, foi introduzido paraincorporar a producéo de (k[ devida as flutuagtes
espaciaise K € apermeabilidade do meio.

Para a equacdo de transporte macroscopica da dissipacdo podemos partir tanto da Eq.
(38) (Antohe & Lage, 1997), mantendo-se 0s mesmos comentérios ja feitos para a equagéo de
k, ou partirmos da Eq. (30) obtendo a equacdo microscopica de £ e em seguida aplicar a
média volumeétrica (Pedras & de Lemos, 1998), resultando em:

- p'u’0l: Ou, +Ckp(p - pe&,



| - 7 0
L (grz0) + DU, B0 2= DLRu + 2) Doz
Bt B 4§ o 0 42)
B0, e kO[T rju]
+C, f; Dm[_PD“ u'll: Ou, "‘CkPq)TKI_Dl] -G, fzp(pﬁ.

Assim, conclui-se que, na obtencdo da equacdo macroscopica para k e €, ndo se pode
simplesmente mudar a ordem de aplicacdo da média temporal e volumétrica, pois, entre uma
média e outra, a multiplicaco escalar ou a diferenciacdo é que define o nivel da energia
cinética turbulenta que esta sendo “ capturada’.

5. CONCLUSOES

A média volumétrica e temporal comutam entre si desde que os dominios das integrais
sgjam independentes. Assim, na obtencdo das equacdes de conservagdo macroscopicas
(continuidade, momentum e energia), a ordem de aplicacdo das médias é irrelevante quando o
meio poroso é indeformavel e saturado por um fluido monofésico.

Porém, se entre uma média e outra houver uma multiplicacdo ou diferenciagdo que tenha
uma dependéncia de dominio, as médias ndo mais comutam entre si e este € exatamente 0
caso das egquacles macroscopicas para k e €.

Neste caso, a Unica forma de obtermos a equacdo macroscopica “completa’ (que
incorpore todos os efeitos microscépicos) é aplicando a multiplicagdo ou diferenciacdo no
nivel microscopico e sO aplicar a média volumétrica depois gque todos essas operacOes
estiverem sido efetuadas.
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Titlee MACROSCOPIC TURBULENCE MODELING FOR FLOW THROUGH SATURATED
UNDEFORMABLE POROUSMEDIA

Abstract: There are, in the literature, two distinct approaches for developing turbulent
models for flow in a porous medium. The first one starts with the macroscopic equations
using the extended Darcy-Forchheimer model. The second method makes use, first, of the
microscopic balance equations. These two methodologies lead to distinct set of equations for
the k -& model. Differences between these two approaches are here discussed upon.

Key words: Porous Media, Turbulence Modeling, Volume-Average, Time-Average, Reynolds
Sress



