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Resumo. No presente trabalho o Método dos Elementos de Contorno é usado para solugdo
numérica da Equacéo da Difusdo -Adveccdo para duas dimensdes, adotando-se solucdes
fundamentais transientes. A equacao integral de contorno € aproximada numa discretizacéo
em elementos constantes tanto no espaco quanto no tempo. Os programas desenvolvidos
consideram que em cada elemento do contorno € conhecido um valor de potencial ou de fluxo
ao longo do tempo. Fazendo uso de um processo de marcha no tempo os valores de potencial
e fluxo tornam-se conhecidos em todo o contorno, sendo possivel a obtencdo dos valores de
potencial em pontos internos do dominio para cada intervalo de tempo. A singularidade que
surge no primeiro passo de tempo quando o ponto fonte pertence ao elemento campo é
removida com um processo de reparticdo do primeiro nivel de tempo e fazendo uso da
transformada de Telles no primeiro trecho. Fazemos comparacgOes entre os resultados
NUMEricos e outros presentes na literatura.
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INTRODUCAO

O Méodo dos Elementos de Contorno (MEC) ganhou popularidade com o
desenvolvimento da informética ( hardware e software ) e € um método que apresenta
algumas vantagens em relagdo a outros métodos numéricos para solucéo de problemas de
engenharia, dentre as quais podemos salientar o fato de este considerar que o problema pode
ser representado apenas pelo seu contorno, reduzindo assim 0 nimero de incdgnitas para sua
solucdo e o trabalho de preparacdo de dados de entrada e de resultados. A Equacéo da
Difusdo-Advecgdo transiente representa a distribuicgdo de potencial em um meio ao longo do
tempo, podendo ser aplicada a problemas de diluicdo de poluente em rios. Desenvolvemos
um programa em linguagem Fortran para solucdo da Equacdo da Difusdo-Adveccado
Transiente em duas dimensdes adotando elementos de contorno constantes no espaco e no
tempo. Sendo assim estabel ecemos uma anal ogia entre as solucdes numéricas e as analiticas.
O sistema de equacOes é resolvido para cada intervalo de tempo, levando em consideragéo a
influéncia dos val ores obtidos nos passos de tempo anteriores.



2. METODOSNUMERICOS

2.1. Método dos Elementos de Contorno Para Problemas de Difusdo-Advecgéo
Transiente

A equacdo integral de contorno pode ser determinada a partir da equacéo da Difuséo-
Advecgdo Transiente expressa em forma adimensiona como:

ou(x,t) _ du(xt)
EY Pe ox, +Du(x,t)= 0

em Q 1

Pe € o nimero de Peclet (Pe=V.L/K), onde V é a velocidade convectiva na diregéo de
X, L € um comprimento caracteristico da superficie e K € um termo difusivo.
Tendo como condicéo de contorno:

u(x,t) = T(x,t) em [, 2

ou(x,t)

To MR em T, )
e condigesiiniciaisdadaspor:  u(x,t)=u(x,t,) 4

Fazendo uso da solucdo fundamental dependente do tempo, aplicando uma sentenca
de residuo ponderados, integrando-se por partes e utilizando um processo de limite quando o
ponto interno € levado até o contorno, encontra-se a Equacédo Integral de Contorno, valida
para pontos do contorno ou do dominio:

AOUE) = [{[ €4 0P0 P (€, xDuCs e
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onde: ¢(¢) € arazao entre o angulo interno no ponto ¢ e 277 faz-se necessario a introdugdo
deste coeficiente para identificar a posicdo do ponto fonte (&) , se interno (c(¢) =1), se
pertencer ao contorno suave (c(§) =0,5), ou se esta externo ao contorno (¢(¢) =0).

A solugio fundamental do tempo u (é&,t;; X,t) e sua derivada na direcdo normal

P no plano tem por expresso:

(6)
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onde: r.% = [xl(g) - xl(é)]nl(g) + [x2 (X) — X, (qj)]nz(g() € a projecdo da distancia r sobre a

normal ao contorno.
Onde: t é o tempo de aplicacdo da fonte, t, € o tempo de observacéo e 1=t, —t

Discretizacdo com Elementos Constantes no Tempo e no Espaco

No caso transiente, utilizando elementos constantes, na discretizacdo funcional no
tempo a consideragdo que u e p sdo constantes em cada intervalo de tempo dentro de cada
elemento e levando em conta que o contorno é suave em &, a equacdo Integral de Contorno

discretizada em formamatricia fica:

05.u" = i%ﬁ P [UL (€ x)dr; (x) - EUTJF’E (€, x)dr;(x) E

: Z% Z“ g (&, (5)% ®)

onde: NT = Numero deintervalos em que o periodo de tempo considerado € dividido
' =u(,t;) éovaordeunotempo t"" noponto ¢ .
A expressao matricial resultante é conforme SOUZA (1999)

> (R4 = 5 1e]{g " ©
onde as matrizes Gi'j‘ e H: S0 expressas por:

Gj = [U, (£, x)dr(x) (10)

Hy = [RIENI, () + [U (€00, () (1)

Nestas matrizes a integral ’[UE@,)_()dl'j()_() e a integral J'Pk*(é)_()dl'j(g) 2 0)
rJ rj

formadas devido a influéncia da difusdo, ao passo que a ILTK (£,x)dr; (x) €formada a partir
rJ

dainfluéncia da adveccéo.
Hi = Eh;+0,5 sek=1ei=] (12)
O
Hi = EH,',‘ nos demais casos (13)
L

Aqui: U;(i,l():fu*(i, t, ;xt)dt (14)

tok



P& = [P (&t x (15)

tok

UL = [Peu (€.t (x ot (16)

Para obter os valores de {u} e {p} nos nés funcionais dos elementos de contorno no
tempo NT faz-se necess&rio um esquema de marcha no tempo a partir de NT=1, umavez que
ndo conhecemos a priori os valores de u; e p; no contorno em todos os tempos. Apds

determinado os valores de u} e p} em todo o contorno, pode-se avangar no tempo e calcular
uj2 e pj2 usando a Eq. (9) particularizada para NT=2 , e assim sucessivamente até atingir o
nivel de tempo desgjado NT.

[HI{d " =[c]{g "™ +{}" (17)

onde: {H " representa a contribuicdo da histéria anterior de u ;€ p; em todo o contorno:
NT

R%=> (1e]{g ™™ ~[HI"{d "™ ) (18)

O sistema de equactes algébricas € obtido aplicando-se as condi¢des de contorno em
NT, oquenoslevaa

{BLx" ={" +{g" (19)

Potenciais em pontos internos, sdo obtidos pelaforma discreta da Eq.(5) com C(§) =1.
Introduzindo—se as aproximacdes geométricas e funcionais (espaciais e temporais):

- NT % . . NE A k kD
TREE GK.P*-S Hj.uD (20)
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Os resultados obtidos por elementos de contorno constantes ficam t&o mais proximos
do resultado analitico quanto maior for a discretizacdo do espaco e tempo e menor for o
numero de Péclet. Deve-se portanto levar sempre em consideracdo a tabela 1 ( LIM et La
(1994)), que relaciona estas variaveis.

Tabelal- Ordem de grandezade At e o maximo valor para o numero de Péclet com AX=0,1

At (9) Pe
1072 0-100
1078 100 - 300
107 300 - 1000
10°° 1000 - 2100

Na formulagdo incondicionalmente estavel do M.E.C. (LIM et ali (1994)) o termo

(Pe2 / 4)n(T)n tem uma tendéncia de criar um transbordamento no calculo para nimero de

Péclet alto. Isto pode ser evitado escolhendo um incremento de tempo adequado.
Para comparar a precisdo dos resultados aqui obtidos definimos o0 erro de cada passo
de tempo como:



(21)

onde: u, éasolucdo analitica, U, é solucdo aproximadae N é o Nimero de Nos.

3. INTEGRACAO QUASE — SINGULAR COM TRANSFORMAGCAO CUBICA
PARA ELEMENTOS CONSTANTES

Com o intuito de se obter maior exatiddo em integracbes quase singulares, usando o
mesmo nuimero de pontos na quadratura de Gauss, bem como resolver o problema de
singularidade logaritmica existente em problemas de Difusdo — Adveccdo transiente
bidimensional, utilizou-se 0 esquema de integrag&o proposto por Telles(1987).

Sendo grande a complexidade da integral analitica no tempo da solucdo fundamental
da equacdo da difusdo-adveccdo transiente bidimensional, num primeiro momento
expandimos em série de Taylor a terceira exponencia da solucéo fundamental Eq. (7),que
representa a influéncia da adveccéo transiente, e truncamos no terceiro termo devido a

influéncia dos termos seguintes ser muito pequena.
Pe’ H
E 4 n
=)

Posteriormente repartimos o primeiro intervalo de tempo em dois trechos(cedo e
tarde). No primeiro trecho utilizamos a transformada cubica de Telles para retirar a
singularidade logaritmica existente; no segundo trecho e nos outros intervalos de tempo a
transformada apesar de ndo ser essencia € usada pois também melhora a preciséo aém de ser
desativada automaticamente onde ndo melhora os resultados.

Pela andlise do comportamento da solucdo fundamental da equacdo da Difusdo -
Adveccdo transiente bidimensional com a variacdo do nimero de Péclet, conclui-se que o
tempo de reparticéo do primeiro intervalo de tempo € variavel com o nimero de Péclet e deve
ser menor quanto maior for este.

Neste esquema, a quadratura de Gauss € feita numa coordenada y que se relaciona com
a coordenada natural usua n pela transformacdo cubica que concentra mais pontos de
integracdo naregido proxima ao ponto fonte.

n(y)| =ay® +by? +cy +d (23)
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O jacobiano da transformacao é dado por:

0
G(y)| = a—’; =3ay’+2by +cC (24)

As integragGes numéricas dos coeficientes H; e G; do elemento constante s3o feitas

por quadratura de Gauss na variavel y por mudanca davaridvel origina I paran e em seguida
paray.
\ - . I, e,
Hy =[P @ =[P @ = [plexjeb)oy="7 5 p €l lel)e, @9
r 3 -1 g=1



1 [, | No
G = J’u*(éz()dl’j = [u (€ldn == [u (_,z)IG(v]dF—ZJZlu €. xb v, )e)w, (26)

Para 0 elemento constante o jacobiano da transformagéo de " por n do elemento de
geometriaretaé constanteeigual al, /2; y, sdo ascoordenadas de Gausse w, 0S pesos

correspondentes.

Comportamento da Solucéo Fundamental da Difuséo e da Difusdo-Adveccao Transiente
Bidimensional

A fim de mehor entender os fendmenos sendo modelados matematicamente
realizamos um estudo destes isoladamente, analisando seu comportamento com a variagéo de
alguns parametros.
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A figura 1 mostra o grafico da solucdo fundamental ao longo do tempo para disténcias
varidveis do ponto fonte ao elemento campo. Ja a figura 2 contém o grafico da solucéo
fundamental paratempos de medicdo variaveis para uma posi¢cao fixa.
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A figura 3 mostra o gréfico da solucéo fundamental da equacdo da Difusdo—Adveccao
ao longo do tempo para diversas distancias fixas do ponto fonte ao elemento campo. Jaa
figura4 contém o gréafico da solucéo fundamental da Difusdo — Adveccao para tempos de
medicdo variaveis ao longo do espago.

Comparacéo entre os Resultados da I ntegracé@o Analitica e a Numérica para Difusdo
Transiente Bidimensional

Como ndo possuiamos a integracdo analitica da solucdo fundamental da equacéo da
Difusdo—Adveccdo transiente bidimensional, comparamos 0s resultados da integracdo
analitica e a numérica para equacdo da Difusdo, obtendo-se uma boa aproximacéo, como
mostra a tabela abaixo, posteriormente estendemos esse tipo de integragdo para resolver
problemas de Difuséo — Adveccao, devido a ordem da singularidade ser a mesma da difuséo.

Tabela 2 — Comparacéo entre aintegracdo analitica (DCC) e integracdo numeérica (DCCNR).

DCC DCCNR DCC DCCNR DCC DCCNR
X(m) |U* nivel 1| U* nivel 1 | U* nivel 5| U* nivel 5 |U* nivel 10| U* nivel 10
0,083| 0,948 0,947 1,078 1,078 1,084 1,084
025 | 0,756 0,756 1,044 1,044 1,056 1,056
0,417| 0,582 0,582 0,933 0,933 0,946 0,946
0,583| 0,439 0,439 0,765 0,765 0,779 0,779
0,75 0,31 0,31 0,541 0,541 0,552 0,552
0917 0,15 0,15 0,237 0,237 0,242 0,242
1 0 0 0 0 0 0

Obs. DCC € o programa de Difusdo com integracéo analitica, ver EFFREN(1997)
DCCNR é€ o programa de Difusdo com integrac@o numeérica, ver SOUZA (1999)

4, RESULTADOS

A implementagdo computacional aqui desenvolvida foi aplicada a um exemplo de
conducdo — conveccao de calor bidimensional obtido em LIM et alli (1994), onde as solucdes
numéricas obtidas pelo Método dos Elementos de Contorno, utilizando elementos retilineos,
constantes no tempo e no espaco sao comparadas com os resultados analiticos.

Neste exemplo estuda-se a difusdo - adveccdo térmica para uma chapa quadrada de
lado unitario. O contorno da regido é discretizada em 40 elementos constantes de mesmo
comprimento pelo (M.E.C). Utilizou-se um incremento de tempo At=0,01 , com discretizacdo
espacial de AX=0,1, onde a condicdo inicial € u=0 em t=0 e cujas condic¢des de contorno sao
as seguintes: u=1, x1=0, 0<x2<1; u=0,x1=1, 0<x2<1; p=0, x2=0, 0=<x1<1; p=0, x2=1, 0<x1<1
Foram analisados os resultados para duas situagoes:

Pe=20; At=0,01; AX=0,1;, e Pe=5; At=0,01;AX=0,1.



A solucdo analitica correspondente € determinada por:

00 nn@_ e(—(P92/4)+n2r[2)[ )e(PeX/Z) seno (nr[ X)

=2 27
) nzzl (Pe®/4)+n*m? 20

Os valores calculados séo comparados com os obtidos analiticamente e mostrados nas
figuras 5 e 6, bem como natabela 3.
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Figura5 - Resultado numeérico da temperatura, utilizando nimero de Péclet = 5.
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Figura 6 - Resultado numeérico, utilizando nimero de Péclet = 20.



Tabela 3 — Desvio padréo associada a cada passo de tempo para Pe = 5.

Tempo(s) DESVIO PADRAO
0,01 0,0208
0,03 0,0123
0,05 0,00856
0,07 0,00762
0,09 0,00715

5. CONCLUSOES

A formulacdo do M.E.C. em duas dimensdes para problemas de difusdo-adveccéo
transiente foi desenvolvida neste trabalho. A formulagdo do M.E.C é baseada nas solucdes
dependentes do tempo . A equacdo diferencia parcial parabdlica governante é reduzida a uma
equacdo integral de contorno evitando a discretizagdo de dominio. O algoritmo implementado
é estavel e ndo introduz difusdo falsa

A inclusdo dos termos advectivos na equagéo da difusdo transiente bidimensional
gerou um sistema de equagdes similar ao do regime permanente. Foi adotada uma integracdo
no tempo numérica da solucdo fundamental dada a complexidade da integracdo analitica
Antes da implementacdo na difusdo-adveccao, este esquema foi comparado na equacéo da
difusdo com integracdo analitica e os resultados coincidiram.

O agoritmo do M.E.C. bidimensional é aplicado para resolver um problema
bidimensional cuja solucéo analitica é conhecida da literatura LIM et alli (1994). Observou-se
gue o M.E.C. prové uma solucéo bastante precisa quando se obedece as relacOes databela (1).

A integragcdo de Telles, mostrou-se eficaz e eficiente para retirar a singularidade
logaritmica existente quando o ponto fonte coincide com o elemento campo no primeiro
intervalo de tempo e na reducdo do nimero de pontos de Gauss necessarios para integracao
numeérica por quadratura de Gauss.
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COMPUTER IMPLEMENTATION OF THE BOUNDARY ELEMENT FOR
NUMERICAL SOLUTION OF TWO-DIMENSIONAL TRANSIENT ADVECTION —
DIFUSION PROBLEMS.

Key —Words. Numerical Method, Boundary Elements, Problems Advection — Difusion

In the present work the Boundary Element Method is used for the numerical solution of
the Two-dimensional advection-difusion equation employing time-dependent fundamental
solutions. The boundary integral equation is aproximated by discretizing in space and time
using constant elements.

Developed the programs consider that in every boundary element either a potential
value or its normal derivative is known over time. We make use of atime stepping process to
compute the potential values and its normal derivative along the time. In time level potential
values and its normal derivative become known on the boundary, alowing for the
computation the potential and its gradient in internal points of the domain.

Singularity the that appearsin the first step of time when the point source belongs to the
field element is removed analytically. The computer implementation is validated comparing
the numerical results with results from the literature.



