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Resumo. Neste trabalho desenvolveu-se uma nova formulacdo direta hipersingular do
método dos elementos de contorno para problemas tridimensionais estendendo-se a
formulacéo desenvolvida anteriormente em duas dimensdes por Mansur et al. (1997). Como
na formulacdo bidimensional, a formulacdo tridimensional dispensa 0 uso algoritmos
complexos no célculo de termos livres, que até bem pouco tempo estavam incompletos. Na
implementacéo computacional foi usada a mesma estrutura desenvolvida para trés dimensdes
pela formulacéo classica do MEC (na solucéo da equacéo de Laplace). Aqui foram usados
elementos de geometria plana e curva (na forma de triangulos e quadrilateros) com
interpolacdo do potencial e derivada normal constante, linear e quadratica na variavel
natural usando colocagdo em pontos no interior dos elementos. As integrais singulares foram
tratadas usando-se um algoritmo de calculo de partes finitas baseado na expansido em série
de Taylor em coordenadas polares. Diversos exemplos foram analisados e os resultados
obtidos comparados com os da formulagdo classica e solucBes analiticas, demonstrando
convergéncia da formulacéo proposta no caso de regides contendo o contorno simplesmente
CONexo.
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1. INTRODUCAO

A formulacéo hipersingular do Método dos Elementos de Contorno (MEC) para a
solucdo da equacéo de Laplace

Du=0 em Q (1)

sujeita a condicdes de contorno de Dirichlet, Neumann e/ou Robin € obtida a partir do
gradiente da Equacéo Integral de Contorno classica (EIC) para pontos & interiores ao dominio
Q em trés dimensdes.



u(&)+ [ p(E, ¥Ju(xydr, = [ (£,%) p, (x)dr, @

U(Ex) = e p°(E.%) = -

4 r

11
ZH—Z(VX [h(X))

r=|r| é adistanciaem R® entre os pontos campo x = (X, %,,%;) eo ponto fonte & = (£,,£,,&,),
u é o potencial, p,=0ulh derivada de u em relagdo a normal ao contorno e
v, =0, r =(ar/0x,0r/0x,,0r /0x;) unitario. A equagdo classica (2) € obtida através das
identidades de Green; Mikhlin (1957), Brebbia (1984) e Pinciroli (1995). As equacOes
integrais, classica e hipersingular, na resolucdo de problemas tridimensionais, apresentam
fendbmenos de singularidade junto as funcBes de densidade. As integrais na Eq. (2) sdo
regulares para pontos ¢ interiores a Q, seré singulares ao se fazer o processo do limite no
gual o ponto fonte & é levado para o contorno onde ira a coincidir com algum ponto campo X.
Calculando o gradiente da Eq. (2) obtém-se a formulacdo hipersingular; neste caso, as
integrais obtidas apresentardo hipersingularidade quando & tender a x. Nos Ultimos anos foram
desenvolvidos vérios trabalhos relacionados com a formulacéo hipersingular; alguns autores
como Guiggiani et al. (1992) e Mantic(1994), apresentam a formulagdo hipersingular
diretamente em termos de Parte Finita (PF) o que leva a formulagdo ser expressa com alguns
termos livres a serem calculados. Num trabalho anterior desenvolvido por Mansur et al.
(1997), apresentou-se a formulagdo hipersingular bidimensional em termos do Vaor Principal
de Cauchy (VPC), o que garante a nulidade dos termos divergentes. Em Huacasi (1999)
estudamos a formulacéo de Mansur et a. (1997) e apresentamos a formulacéo tridimensional
em termos do VPC que permite o calculo das integrais usando PF.

2. EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO HIPERSINGULAR

Quando & estiver no interior de Q, pode-se diferenciar a Eq. (2) em uma diregdo qualquer
W, pois u* e p* sdo regulares, assim obtém-se a formulagéo hipersingular diretamente para
pontos internos &. Quando o ponto fonte EM (I € contorno de Q) a derivada na direcdo w &
dado por
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sendo I, a parte do contorno substituida pela semi esfera de raio €, centrada em & e contorno
T ¢, conforme mostrado na Fig. 1. Para a convergéncia do limite anterior precisa-se impor a
condicdo de que u seja no minimo de classe C°, O<a<1, emumavizinhancade &, i.e.:

u(x) = u(&) +u, (E)(x, —&) +o(x =&[*)
u, (X) =u, (&) +o(lx-&[") (4)



k=1,2,3. A partir do limite dado anteriormente € que o método difere dos outros, mas, mostra-
se também que a condicdo necesséria e suficiente (4) € de grande relevancia para a existéncia
do limite (3).
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Fig. 1. : Dominio aumentado com semi esferade raio € - 0.
Na andlise das hipersingularidades das integrais do limite (3), € conveniente estudar

separadamente o limite da segunda integral do primeiro membro da equagéo (3) (em T ¢)
conforme indicado a seguir:

| =lim [, (€. X)u()dT, e j (€,%)p, (x)dT,

substituindo as expressdes (4) nos limites indicados acima e observando-se que no
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Em (5), se L, € a segunda integral em Ie, L,=-0,5pn(£), pois @ - 1th quando €0
(figura 1). Portanto, para w(&)=n(é):
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Se 0 campo potencial for constante em todo dominio (Q@ ), u(x)=u(é) e pr=0, e em

(6):
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Assim, aeguacao para o fluxo normal do potencial em &, &I é
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Fig. 2.: Dominio de integracéo.

De maneira similar para o fluxo tangencial em duas dire¢fes unitérias 1;, i=1,2 (normaisan):

% p, (€)=1im J{u; (&,X)p, (0 = By, (€, X)u(x) ~u(@)lyar,
r-r, (8)
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Edas Ultimas equagdes sdo dadas em funcdo do VPC porém podem ser avaliados como
soma de partes finitas PF em expansdo de Taylor e coordenadas polares, este procedimento é
feito depois da discretizacdo como apresentaremos a segulir.

2.1 Existéncia do valor principal de Cauchy
Para a existénciado VPC é necessario e suficiente que se cumpra a condicéo daEqg. (4) a

gual foi mostrada anteriormente obtendo as equactes (7) e (8), a existéncia do VPC permitira
calcular as integrais através de PF, assim as integrais da Eqg. (7) podem ser expressas em



termos da aproximacdo funcional e em coordenadas paramétricas (ni,n2); aproximando o
integrando pelo desenvolvimento de séries de Taylor em torno do ponto singular & e em
coordenadas polares (p,60) pode-se escrever:
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g=[ u,®@,.n,)IGldndn, > g(p,9)=¥+o(l) (1)

onde F(p,0)=p..¢|Glp, f(p.0)=p..IGlp e g(p.0)=u,@,|G|p

Pela existéncia do VPC, na Eqg. (7) deve-se cumprir que os termos divergentes obtidos
pelo célculo das PF sejam anulados entre eles mesmos, isto €, com a Eq. (9) e a Eq. (10),
deve-se cumprir que :

|m1J’2n[F2(9) - fZ(e)]de - O
cogh )

Limfln le|[1.(0)-F,(0)]do=0 e

oqueéverdade, pois F, =¢,f, e F =¢.f,.
De maneira similar com aEq. (11) obtém-se:
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pois em g; obtém-se termos que envolvem produto interno de vetores perpendiculares como
serd mostrado na sec@o seguinte. Portanto mostrou-se a existéncia do VPC da formulacdo
obtida e a nulidade dos termos divergentes ao ser calculadas as integrais através de PF.

2.2 Implementacéo numérica

O contorno todo de um corpo 3D é discretizado por elementos I (tridngulos ou
retangulos). A equacdo (7) pode-se decompor em uma parte regular (2., €£0) e em outra
parte singular (I,), esta ultima correspondendo ao elemento onde o ponto fonte se localiza,
entdo pode-se escrever a discretizacdo para cada nd funcional, em termos das coordenadas
paramétricas (n1,n2), G € 0 Jacobiano da parametrizacdo: X1,X2,X3 — 1,12
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com coeficientes de influéncia:

he = [ploc(n..n,)ednan,  of = Iu o2(n,.n,)Gdn o7, s = [ p,Gdn,dn,

re re

m=i..N valores nodais de u e p. Estes coeficientes sdo acumulados nas matrizes Hi; e Gj; para
N nos funcionais:
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com

1A A ~ NE ¢
H, =H; -39, G; =G; —0,59; g = ze:ls

sendo d; o delta de Kronecker. Hu=Gp formam matrizes cheias ndo simétricas com N
equacOes correspondentes a 2N incognitas u e p.

2.3 Integraissingulares

O célculo dos coeficientes de influéncia no elemento ', e£0, € direto usando quadratura
Gaussiana. Para problemas de quase singularidade € utilizada a transformacéo cubica, Telles
(1987). No céculo dos coeficientes de influéncia para o elemento 'y onde aparece 0 VPC,
serd calculado como soma de PF na expansdo de Taylor, Brandao (1987), Hadamard (1923),
Mantic (1994), Guiggiani et al. (1992), no entorno da singularidade é=¢&'(n1,n2) € em
coordenadas polares, assim a integral duplamente singular € convertida numa integral regular
dupla mais uma integral singular simples, esta Ultima pode ser calculada seguindo Brandédo
(1987) como PF de polo elementar, a outra forma de calcular a integral singular simples é
pelo processo do limite na PF, seguindo Mantic (1994) e Guiggiani et al.(1992), assim:
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a(e,0) é a equacdo na vizinhanca da singularidade, p(6) é o contorno do elemento. Se o
elemento € quadrilatero divide-se o elemento em tridngulos, assim:
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os termos F2(6), F1(6),  6), B(6), sdo obtidas a partir da expansdo de Taylor de cada termo,
assim:
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A e B s8 mddulos dos vetores cujas componentes sdo A e B;.

3. EXEMPLOSTESTE

Como primeiro exemplo, considera-se uma placa como mostra a Fig. 3. Desgja-se obter
resultados relativos a troca da direcdo do fluxo normal nas faces superior e inferior da placa.
Como condicdo de contorno tem-se o potencial U=300 na face superior e U=0 na face



inferior; nas faces laterais foi prescrito fluxo normal P,=0. Os resultados obtidos usando
elementos planos com aproximagdes funcionais lineares mostram-se na Fig. 4.

-599.85 599.01

-599.85 599.91

-599.86 599.90

-599.86 599.90

-599.87 599.89

-599.88 599.89

-599.88 599.88

-599.89 599.88

-599.89 599.87

-599.90 599.86

-599.90 599.86

-599.91 599.85

-599.91 599.85

-599.91 599.84

Fig. 4. Fluxo normal obtido pela formulacdo hipersingular nas faces superior e inferior
respectivamente usando elementos planos com aproximacdes funcionais lineares.

Agora, considera-se 0 problema de conducéo de calor nos contornos concéntricos do
cilindro oco, Fig. 5. Como dados tem-se o0 potencial de U=0 e U=100 nas faces exterior e
interior respectivamente, nas outras faces temos fluxo normal P,=0. Calcula-se o fluxo
normal na regido onde os potenciais sdo prescritos e o potencial nas regides onde os fluxos
normais sao conhecidos. Por ser um problema simétrico fez-se o estudo de apenas a oitava
parte do cilindro, I=25mm, r=30mm, R=80mm.

Fig. 5. Discretizacdo do cilindro
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Fig. 6. Potencial na face superior do cilindro obtido pela formulagdo hipersingular usando
elementos quadrangulares curvos com aproximacoes funcionais quadréticas.
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Na Fig.6, observam-se 0s resultados para o potencial obtidos pela formulagéo
hipersingular, elementos curvos quadrangulares com aproximacfes funcionais quadraticas
foram usados. Assim, na Tabela 1 mostra-se 0 sucesso da formulacdo hipersingular obtida
comparada com os resultados daformulacéo classica, Eq.2.

Tabela 1. Fluxo normal P, no cilindro ao longo da curva descritaem [=22.917.

Coordenada (z = 22.917) Fluxo normal

X y F. classica F. hipersingular
-79.676 7.059 1.278122 1.280202
-72.531 33725 1.278122 1.280202
-77.274  20.706 1.279165 1.288170
-65.473  45.951 1.278122 1.280202
-45.951  65.473 1.278122 1.280202
-56.569  56.569 1.279165 1.288170
-33.725 72531 1.278122 1.280202
- 7056 79.676 1.278122 1.280202
-20.706  77.274 1.279165 1.288170
-27.199  12.647 -3.417681 -3.454093
-29.879 2.647 -3.417681 -3.454093
-28.974 7.765 -3.423176 -3.464768
-17.232  24.552 -3.417681 -3.454093
-24.552  17.232 -3.417681 -3.454093
-21.213  21.213 -3.423176 -3.464768
- 2647 29.879 -3.417681 -3.454093
-12.647  27.199 -3.417681 -3.454093
- 7.765 28.978 -3.423176 -3.464768

4. CONCLUSOES

A formulacdo hipersingular obtida em termos do VPC é direta e simples, ndo é necessario
usar algoritmos complexos para calcular os termos livres como em outras formulagdes. O



tratamento das singularidades com as condicBes necessarias para a funcéo de densidade
garante a existéncia do valor principal de Cauchy, que por sua vez permite o clculo através
das contribuicdes das partes finitas de Hadamard®, Branddo', Mantic’, Guiggiani®, em
expansdo de Taylor e em coordenadas polares no entorno da singularidade.

Os resultados obtidos pela formulacdo classica e hipersingular sdo praticamente 0s
mesmos, validando portanto os procedimentos desenvolvidos aqui.
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A HIPERSYNGULAR FORMULATION OF THE BEM TO THE THREE-
DIMENSIONAL POTENTIAL PROBLEMS

Abstract. A direct boundary element hypersingular formulation for three-dimensional
potentials problems is presented; this work extend two-dimensional formulation presented by
Mansur et. Al. (1997). The three-dimensional formulation also does not require complex
algorithms to evaluate the free terms, when collocation points are located within boundary
elements. The computational implementation follows the same structure used for the classic
formulation of the BEM. The numerical model considers isoparametric triangular and
guadrilateral, linear and quadratic elements. Cauchy principal value (CPV) were computed
using Taylor's expansion as finite part (FP) of integrals. Several examples are presented and
the results obtained have been compared with classical formulations results, showing the
convergence of the hypersingular approach in domain containing simply connected domains.

Key words. Hypersingular formulation of the BEM, finite part, Cauchy principal value.



