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Resumo. Dadas as suas pequenas dimensdes, alta relacdo peso/poténcia transmissivel e alta
compactacdo de componentes, as caixas planetarias aparecem como componentes ideais em
maquinas e veiculos de pegueno e médio porte. A grande dificuldade no projeto de
transmissOes planetarias pode ser facilmente contornada pela adequada implementacdo de
processos de otimizacdo por tempo de vida Util, confiabilidade ou outro parametro
consderado como fundamental no projeto. O trabalho consiste, primeiramente de uma
revisio histérica dos processos de desenvolvimento de transmissdes planetarias,
metodologias associadas e desenvolvidas, além de uma revisdo bibliografica sobre tipos,
aplicacdes atuais e detalhes de projeto que serdo incorporados como informacdo em um
programa de apoio ao projeto e otimizacdo. E feita uma avaliacio cinemética e tipoldgica
das cadeias cinematicas planetarias, particularmente as utilizadas em veicul os automotores
e conhecidas como caixas Wilson. O padréo de reconhecimento das cadeias cinematicas e
das relacOes de transmissio sera futuramente implementado em um programa de sintese e
analise dinamica dos planetarios.
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1. INTRODUCAO

Familiaridade com engrenagens € um quesito essencial para qualquer engenheiro
mecanico. As engrenagens tém sido um dos mais importantes componentes de transmissdo de
poténcia mecanica. Elas oferecem uma alta eficiéncia, precisdo e baixos custos em larga escala.
Neste contexto as engrenagens planetérias, surgidas hd muito tempo, vém tomando uma nova
importancia nos projetos atuais, devido as suas pequenas dimensdes, pequeno peso dos
componentes e transmissao de altas poténcias.

Neste trabalho, sdo apresentados uma revisdo histérica dos processos de
desenvolvimento de transmissdes planetarias, as metodologias associadas e desenvolvidas, e
informagdes sobre tipos, aplicacbes atuais e detalhes de projeto que serdo incorporados como
informacdo em um programa de apoio ao projeto e otimizacao.



Futuramente, serd desenvolvido um programa em linguagem Visual Basic, devendo
contar com 0s médulos de projeto cinematico das rodas dentadas e dos dentes, com
consideragdes técnicas de projeto e de dimensionamento dos mesmos, desenvolvidas em
trabalhos anteriores e de avaliacdo cinemética e tipologica das cadeias cineméticas planetérias,
particularmente as utilizadas em veiculos automotores e conhecidas como caixas Wilson.

2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Um mecanismo é denominado de “Planetario” se ele contem ap menos um corpo rigido
gue pode girar sobre seu préprio eixo e ab mesmo tempo sobre um outro eixo (figura 1),
imitando 0 movimento dos planetas do sistema solar, que aem de girarem em torno do Sol
possuem rotacdo propria em torno de seus eixos. Os Planetérios so também chamados de
mecanismos epiciclicos ou ciclicos, decorrendo 0 home do movimento realizado pelo corpo
rigido que gira sobre dois eixos (Planetas), onde cada ponto deste corpo descreve uma curva
epicicloidal ou hipocicloida (figura 1c).
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Figural — (d)Vista axial de um planetario, (b) Representacdo simbdlica de um planetério e (C)
Curva epicicloidal formada por um ponto do Planeta.

Um Planetario pode ter uma ou mais engrenagens centrais, denominadas assim por
girarem somente em torno do centro do mecanismo (A figura 1la representa uma engrenagem
central (Sol) e a figura 1b representa duas engrenagens centrais (Sol e Coroa). Estas
engrenagens podem ser ainda, externas (Sol) ou internas (Coroa ou Anel), devido ao fato dos
dentes estarem na superficie externa ou interna da engrenagem respectivamente. Quando se
trabalha com planetarios, usualmente eles sdo representados esguematicamente conforme
amostra afigura 2.
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Figura2 — (d)Esguema lateral ( b)Metade de um esquema lateral ( ¢) Esquema axial
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Figura 3 - Planetario simples de planeta composto




Um mecanismo contendo somente uma engrenagem central, um ou mais planetas e um
braco conduzindo esses planetas, pode ser chamado de trem de engrenagens planetério
elementar (figura 1a). Outro mecanismo que consiste de duas engrenagens centrais, um ou
mais planetas paralelos e um braco conduzindo os planetas, pode ser chamado de Trem de
engrenagens Planetario Simples (figura 1b e figura 2a). Freqlentemente 0 mesmo planeta
esta engrenado com duas engrenagens centrais em diferentes circulos primitivos ou com
engrenagens em dois planos diferentes (figura 3), esse tipo € chamado de T.E.P. de planeta
composto. Existe a possibilidade de se rotular os planetérios com letras. Se a letra P for
associada a uma engrenagem externa, sendo um planeta ou uma engrenagem central, e a letra
N para engrenagens internas, idem, e se a letra P ou N quando relacionada a um planeta €
posta entre paréntesis, entdo pode-se escrever para 0 trem de engrenagens planetario da figura
3, como sendo do tipo N(PP)P. Observe-se que para se classificar um trem planetério
necessita-se saber gquantas engrenagens ele possui e quais das engrenagens sdo internas ou
externas, ndo importando se as engrenagens sdo conicas ou se 0s eixos dos planetas ndo estéo
alinhados com 0s eixos das engrenagens centrais como na figura 4, de forma que se pode
classficar o planetério abaixo como sendo do tipo P(P)N. A definicdo de qual eixo é
estacionario, controle, entrada ou saida, ndo tem também nenhum efeito na questéo do tipo .

Figura4 - Trés planetériostipo P(P)N

Pode-se reconhecer um trem planetario ligado pelo fato de existirem mais de duas
engrenagens centrais no mesmo, e em qualquer caso ele pode ser separado em dois ou mais
trens planetarios simples. Por exemplo tem-se 0 trem de engrenagens planetario ligado na
figura 5a, que pode ser separado em dois planetarios simples. A separacdo ndo serd trivial se
existir uma unido entre planetas (“uni&o”, agui significa que duas engrenagens de planetérios
diferentes se encorporam em apenas uma no trem mais complexo). Neste caso as engrenagens
centrais relativas a esses planetas estardo unidas do mesmo modo. 1sso acontecera quando 0s
tamanhos desses planetas forem iguais entre si, e a0 mesmo tempo 0s raios dos seus “bragos’
também se igualarem. A figura 5b mostra o mesmo tipo de planetario—Ligado, que aparece na

figura 5a, mas com dois planetas unidos. Ent&o, nos casos como esse da figura 5b , em que
existem engrenagens unidas, o planetario pode ser chamado de trem de engrenagens

planetario-Unido. .
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Figura5- (a) P(PP)IID +P(PN  (b) P(PP)P+ P(P)N

Trens planetérios-Unidos baseados na montagem coaxia de varios planetarios Simples
do tipo P(P)N com planetas acoplados, ou sgja, formando um sb corpo rigido. Sdo de grande
importancia prética, e tém sido usados na industria automobilistica e na engenharia em geral.
Um exemplo de T.E.P. ligado que pode ser decomposto em planetarios simples do tipo P(P)N



€ a caixa Wilson, cujo esguema esta apresentado na figura 6. Deve-se observar que foi usado
um método bastante simples para efetuar a decomposicdo a seguir. Primeiramente identificam-
Se as engrenagens centrais, em seguida divide-se o esquema com as linhas tracejadas de forma
gue cada parte contenha duas engrenagens centrais sendo engrenadas com 0s seus respectivos
planetas, finalmente desenha-se as partes selecionadas sem 0s acoplamentos entre as mesmeas,
obtendo desta forma os 4 planetarios simples mostrados na figura 6.
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Figura6 - Os4 planetarios basicos da caixa Wilson.

A caixa Wilson € o principal objeto de estudo deste trabalho. No entanto, observando a
figura 6, pode-se dizer que os 4 planetérios resultantes de sua decomposicdo podem ser
conectados de muitas maneiras diferentes, resultando em novos T.E.P.

3. CINEMATICA DOS TRENS DE ENGRENAGENS PLANETARIOS

A andlise deve comecar observando-se na figura 7 a existéncia de trés eixos fora do
trem de engrenagem, um para 0 Sol (engrenagem numero 1), um para o brago dos planetas
(engrenagem niimero 2 ) e um para a Coroa (engrenagem nimero 3). E importante notar que a
rotacdo dos planetas ndo estd disponivel para uma conexdo externa. O fato dos T.E.P.s
possuirem trés eixos externos caracteriza-os como mecanismos de dois graus de liberdade,
pois € necessario conhecer a rotacdo de dois eixos para determinar-se a rotacdo do ultimo
eixo. Outro fator importante decorrente desta caracteristica, € a possibilidade de se utilizar um
planetario como somador de poténcia, ou sga, pode-se utilizar duas fontes de poténcia
entrando uma em cada eixo do planetario, de maneira que o eixo restante sera o eixo de saida.
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Figura7 - Planetario smples N(P)P

No entanto sabe-se que uma transmissao comum necessita de apenas um eixo para a entrada e
outro paraa saida, portanto nos trens Planetarios € usual fixar-se um eixo a estrutura na qual a
caixa sera montada (rotacdo igual a zero para este eixo) , desde que ndo sgja 0 eixo do braco
dos planetas, pois se este eixo estiver fixo 0 trem passa a ter as caracteristicas de um trem de



engrenagens comum ( ndo planetério ), ou entdo unir dois dos eixos para que eles girem juntos.
Estas medidas fazem com que o trem Planetario passe a ter apenas um grau de liberdade, ou
sgja, basta conhecer arotacdo de entrada para determinar-se a rotacdo de saida, desde que sgja
conhecido o numero de dentes de cada engrenagem do trem.  Nafigura7, R, R;,R, e R,

S80 0s raios primitivos dos Planetas, do Sol, do Braco e da Coroa respectivamente. Os termos
W, W,, W, e W, sdo as rotagbes(velocidades angulares) dos mesmos elementos, todos
medidos em relacdo a um referencial estacionario, sendo o sentido positivo aguele que
movimenta a borda superior do corpo para fora do plano da figura. Duas equacbes séo
necessarias para expressar a condi¢do de rolamento sem ocorrer o deslizamento do contato Sol
- Planeta e do contato Planeta-Coroa. E interessante notar que estas equacdes representam a
igualdade de comprimento de arco que passa através do encontro em cada uma das
engrenagens no seu ponto de contato:

RW, = RW, = RW, Sol-Planeta (1)
RW, + RW, = RW, Planeta—Coroa (2

A rotacdo dos Planetas pode ser eliminada somando-se as duas equages.
RW, + RW, =2RW, 3)

Se apenas 0s numeros de dentes sdo conhecidos para cada engrenagem, ao invés do
raio primitivo, € vantgjoso escrever as equactes anteriores em fungdo do nimero de dentes de
cada engrenagem : N (Sol), N (Planeta) e N (Coroa). Para um trem planetario smples e
sem planetas compostos, todas as engrenagens devem ter o mesmo passo frontal, que € o
comprimento de arco medido ao longo da circunferéncia primitiva, partindo do perfil de um
dente até o ponto correspondente no proximo perfil de dente, sendo:

ZHRS:ZTIRP:ZTIRC[]D_) &:i:i (4)
N N N

s p c

Rb=Rs+Rp=RpE,Z'»S+1@ )
R = %E: ®)

HN (7)

. ~ ~ - N
Substituindo estas relagdes na equacao (3) e multiplicando por ?" tem-se
p
NW, + NW, = 2(N, + N, W, (8)

Conhecidos os nimeros de dentes de cada engrenagem, fixando uma das rotacdes em
zero e conhecendo uma rotacdo do trem, pode-se usar a equacdo (8) para determinacéo da
rotacéo restante.



]

_ —

T [ m
i |

—4
—IB:EII -
J ’

b
Figura 8 - Planetario Simples-Composto Tipo P(PP)N

Para o trem da figura 8, onde os planetas de raios R, € R,, estdo unidos, logo
possuem a mesma rotagéo (W, ) e as equagdes que promovem o rolamento sem deslizamento
deste trem so:

RW, = RW, = RW, Sol-Planetal (9)
RyW, + R,,W, = RW, Planeta?—Coroa (20)

Com estas duas equacdes pode-se eliminar a rotacdo dos Planetas resultando na
equacao abaixo:

Ry RW, + R, RW, = (R,Ry; + RyoR, W, (11)

Como no exemplo do planetario anterior, pode-se expressar a equacdo acima em
funcdo do numero de dentes de cada engrenagem. Para este trem tem-se dois pares de
engrenagens, pois o Planeta 2 engrena somente com a Coroa e o Planeta 1 engrena somente
com o0 Sol, logo estes pares de engrenagens necessariamente ndo precisam ter 0 mesmo passo
diametral (que € a divisio entre o nUmero de dentes da engrenagem por duas vezes 0 raio
primitivo).

N N, + N NW, = (N, NG + NG NG W, (12)

Na caixa Wilson existem cinco relagdes de transmissdo, de maneira que quatro destas
S0 obtidas imobilizando-se uma das engrenagens E1, E2, E3 e E4 e a restante € obtida
acoplando-se o eixo da engrenagem E2 ao eixo de Saida. Inicia-se a andlise pela relacdo obtida
guando se imobiliza a engrenagem E1. Nesta condi¢do pode-se smplificar o esquema da figura
6 colocando somente os elementos que interessam para a determinacdo da relacdo de
transmissdo, conformemostrado nafigura 9.
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Figura 9 - Relacdo de transmissdo 1

Note-se que existem dois planetérios ligados, sendo que a andlise comecara pelo
planetario da esquerda. Na figura 9 pode-se ver que a rotacéo da engrenagem E1 (W) €

zero. Além disso, arotacdo de entrada (W, ) deve ser conhecida e desta forma pode-se usar a



equacdo (8), deduzida anteriormente, para obter-se a rotagdo (W;,) da engrenagem E2, onde
os termosNg,,, Ng; € N, representam o ndmero de dentes de cada elemento. No caso da

engrenagem E2 deve-se observar na figura 6 que este elemento possui na verdade trés
engrenagens, de maneira que se denotara o nimero de dentes de cada uma por N¢,, , Ng,, €
Neg,4 - Note-se que o sub-indice que vem apds a virgula € relativo ao indice do Planeta em

gue esta ocorrendo 0 engrenamento; outro elemento que possui mais de uma engrenagem € o
eixo de saida, de forma que o nimero de dentes da parte que engrena com o Planeta P2 sera
representado por N, € 0 nimero de dentes da outra parte, que engrena com o Planeta P3 sera

N, -

- Z(N eon T N pl}Nb

WEZ
N E21

(13)

Conhecendo as rotacdes da engrenagem E2 e do eixo de entrada, pode-se partir para o
planetario da direita (figura 9) e usando novamente a Equacéo (8), pode-se determinar a
rotagcéo do eixo de saida (W,).

Ne, + Ny
Z%Q+Np2_NE2,2 N : %Vb
E21
N

A proxima relacéo a ser determinada € aquela em que se blogqueia a engrenagem E2 e
as demais engrenagens externas (E1, E3 e E4) ficam livres. Para esta configuracdo pode-se
novamente simplificar o esquema da Figura 6 representando somente os elementos que
interessam a esta andlise, conforme representado na Figura 10.

W. =

S

(14)

Enerudu (B Sadda (5]

Figura 10 - Relacdo de transmissdo 2

Como se pode observar, a figura 10 nada mais € do que o planetario da figura 6, logo
pode-se utilizar equacéo (8), deduzida anteriormente, para determinar-se a rotacéo do eixo de
saida, onde N, €0 numero de dentes do Planeta P2.

NaW, + NepWe, =2(Ng + N, W, (15)

Com arotacdo da engrenagem E2 igual a zero simplifica-se a relacéo acima e se obtem
a equacdo final para esta marcha.

WS — 2(Nsl + NpZ}Nb
Ny
A seguir afigurall estarepresentando a parte do esgquema da figura 6 que interessa
para a analise da proximarelacdo a ser deduzida.

(16)
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Figurall - Relacdo de transmissdo 3

Para esta relacéo, a engrenagem E3 esta fixa e as demais giram livremente. Deve-se
notar que o esquema da figura 11 pode ser dividido em dois planetarios simples, de maneira
que a andlise serd iniciada pelo planetério da direita. E importante observar que o brago do
planetario da direita é parte integrante da engrenagem E2. Nesta figura pode-se observar que
se trata de um planetério igual ao dafigura 7, podendo ser usada a equacéo (8) para os termos
deste planetéario, que sdo W;,, W, e W, para as rotagdes das engrenagens E2, E3 e para 0

eixo de saida, analogamente setem N,, N ; € N, parao nimero de dentes dos mesmos

elementos respectivamente. Como a rotacdo da engrenagem E3 € zero pode-se simplificar a
equacdo (17), deixando W,, em fungdo do nimero de dentes de cada elemento e da rotagéo

de entrada.

NSZWS + NESWES = 2(N s2 +N p3 E2 (17)
W, = e (18)
2N, + N,

Com a equacdo (18), pode-se iniciar a andlise do planetario da esquerda da figura 11,
no qual sera usado novamente a equacéo (8).

NoW, + Neo We, = 2(Ng + N, (19)
Isolando a rotagéo do eixo de saida e substituindoW,, pelaequacdo (18) tem-se:

— 4(Nsl + NDZXNSZ + Np3}Nb (20)
" Na(Ne, + 2N, + Ny )

Deve-se andisar agora a proxima relacdo de transmissdo, que ocorrerd quando se
bloquear a engrenagem E4 deixando as demais livres. Assim, € apresentado na figura 12 uma
smplificacdo da figura 6, onde representa-se somente 0s elementos que interessam para esta

andlise.
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Figura 12 - Relacdo de transmissdo 4

Como nas relacBes anteriores, também sera dividido o esquema da figura 12 em
planetarios simples, a Unica diferenca é que agora existem trés planetérios, de maneira que a
analise terainicio pelo da direita. O objetivo é utilizar o planetério da direita para se escrever



uma equacao gque expresse a rotacdo da engrenagem E3 em fungdo da rotacéo da engrenagem
E2 e do nimero de dentes das demais engrenagens envolvidas, para isto serda utilizada
novamente a equacao (8).

N E2 4WE2

W, = ’ (21)
= 2N, +N,,)

Seguindo para o planetério do meio, tem-se como objetivo encontrar uma relagdo que
expresse a rotacdo da engrenagem E2 em funcéo da rotacdo do eixo de saida, utilizando para
isso as equacOes (8) e (21)

N W,
H_ NESNE24 +4(N32 + NpSXNE4 + N )E

i 2Ne. +N,) H

Pode-se agora ir para 0 planetario da esguerda e usar novamente a equacéo (8) para
finalmente encontrar-se W, :

(22)

WE 2

— Z(st + sz M/b - NEZ,ZWEZ
S Nsl

(23)

Por fim sera substituido W, advindo da expressdo (22) e isolado novamente W,,

obtendo assim uma expressdo somente em funcéo da rotacéo de saida e do nimero de dentes
dos componentes envolvidos no calculo .

st + sz)N HNE3NE24 +4 st + Np3XNE4 + N )@

Nea +Nop)
4
NEz,stz + Nﬂ@ NE3NE24 +2(’£|NSZ++,\’|\I p3)XNE4 p4)H
E4 p4

Finalmente a ultima relacdo de transmisséo a ser deduzida é aguela em que o eixo de
saida é acoplado com a engrenagem E2 (' linha pontilhadana figura 13 ), possuindo desta forma
amesma rotacao.

W, = (24)
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Figura 13 - Relacdo de transmissdo direta

Para se encontrar esta relagdo de transmisséo basta observar o planetério que possui o
Planeta P2, pois com o Sol (Saida) e a Coroa (E2) deste planetario, girando juntos, fica
impossivel ao Planeta P2 possuir rotacdo propria, ou sgja, todos os elementos deste planetario
irdo girar juntos, como se fossem um s corpo, inclusive o Brago, que € o eixo de Entrada.
Logo, esta relacdo de transmissdo € 1, independente do nimero de dentes de cada
engrenagem.



4. DISCUSSAO

Uma longa pesquisa bibliogréfica foi realizada com o intuito de se encontrar as
equactes das relacbes de transmissdo para a caixa Wilson, aém de outras informagtes
relativas a0 projeto deste mecanismo. Porém, muito pouco foi encontrado. Diante desta
auséncia de referéncias todas as equacdes das relacfes de transmissdo da caixa Wilson foram
deduzidas neste trabalho, fato que sd foi possivel com o conhecimento adquirido com os
trabalhos de Lima (1980) e Kurihara (1997), que possibilitaram a divisdo da caixa Wilson em
pequenas partes, permitindo a utilizagcdo das equacOes cinematicas de Holmes (1977) e
Doughty( 1988).
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Study of Complex Planetary Gear Train

Given its small dimensions, high relation weight/power transmitted and compact
assemble of components, the planetary gearboxes appear like ideal components in machines
and in small and medium vehicles. The high difficult of design the planetary boxes can be easy
solved by an appropriate implementation of an optimization process by useful lifetime,
reliability or any other parameter considered essential in the project. The work consigt, first in a
review of the development process of the planetary trains, associated methodologies, beyond a
bibliography review about types, modern applications and project details that will be
incorporated like information in a support and optimization software. It is done a kinematic
and typological evaluation of the planetary kinematics chains, particularly the planetary
gearboxes used in motor cars known like Wilson box. The model of recognition of the
kinematic chains and the transmission relation will be insert in software of kinematic synthesis
and dynamic analysis of planetary.

Key words. Planetary, Epicyclic, Complex Planetary gear trains



