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Resumo. Neste trabalho apresenta-se a versdo bidimensional do Método dos Dominios
Pontuais (MDP) e aplicaces em problemas envolvendo a equacdo de Poisson. Este consiste
em um operador algébrico linear baseado em campos de interpolacdo com continuidade das
derivadas de alta ordem para a resolucdo numérica de equacdes diferenciais ordinarias ou
parciais. SAo discutidos os aspectos mais relevantes sobre o método proposto: metodologia
sistematica para o desenvolvimento das funcdes MDP, discretizacdo independente da malha e
da equacdo diferencial de um problema especifico. Alguns problemas de valores de contorno
envolvendo a equacdo de Poisson sdo analisados. Um problema padrdo é proposto e sao
comparadas as solucdes obtidas, através de sistemas lineares da mesma ordem, empregando-
se 0 método dos dominios pontuais e 0 Método da Reciprocidade Dual (MRD). O MDP
também € usado para a solucdo de problemas classicos de torcdo na teoria da elasticidade.
Os casos de se¢des transversais triangular, retangular e retangular trincada sdo estudados e
comparados com resultados conhecidos da literatura.

Palavras-chave. Métodos Computacionais, Equacdes Diferenciais, Aproximagdes com
continuidade de alta ordem

1. INTRODUCAO

Recentemente a versdo unidimensiona do método dos dominios pontuais foi
apresentada e aplicada as equactes diferenciais referentes aos comportamentos estético e
dinémico de estruturas reticuladas (barras e vigas). DiscretizacOes grosseiras e refinadas, além
de funcdes MDP considerando-se diferentes niveis de continuidade, foram testadas
extensvamente de forma a levantar-se as caracteristicas numéricas de estabilidade,
convergéncia e precisdo do operador. O método apresentou resultados mais apurados que as
solucdes de elementos finitos baseadas ha mesma ordem dos sistemas lineares finais, Neto e
Iguti (1998).

O método dos dominios pontuais tém sido desenvolvido buscando explorar-se ao
maximo o conceito de generalidade. Na pratica isto significa a flexibilidade para o tratamento



de uma larga faixa de problemas, a facilidade de aplicacdo das condi¢cBes de contorno e a
possibilidade da introducéo de descontinuidades em diferentes niveis da aproximacdo (funcéo
ou derivadas), conduzindo a solucgdes suaves para a aproximacao e suas derivadas.

Para atender a este conceito de generalidade, 0 MDP apresenta funcbes fracamente
estruturadas, e portanto distintas daguelas empregadas nos esguemas numeéricos tradicionais.
Enquanto observa-se a natureza altamente estruturada das aproximacdes de elementos finitos e
de elementos de contorno, baseadas na forte dependéncia da malha de discretizacdo, 0 método
dos dominios pontuais caracteriza-se por simples funcdes polinomiais construidas por partes.

A versdo bidimensional do MDP e aplicactes na solucéo de problemas envolvendo a
equacdo de Poisson sd0 apresentadas neste trabalho. Deve-se observar que, a principio, a
funcdo e seu dominio sGo genéricos, de modo que qualquer problema bidimensional descrito
por equactes diferenciais pode ser analisado segundo esta abordagem.

2. APROXIMACOESMDP LINEARESEM u“? (x,y)
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Figura 1 - Discretizacéo de &rea em dominios pontuais

O lado esguerdo da Figura 1 apresenta uma area retangular do espaco bidimensional
representada pela discretizacdo em (N+1) X (M+1) dominios pontuais. Os dominios pontuais
constituem os pontos de referéncia desta regido do espaco bidimensional e estdo localizados
nas posi¢oes (X,Y;),(i =0,---,N),(j =0,---,M) . Para a andlise de um problema, necessita-se

apenas que o dominio Q do mesmo esteja contido na area retangular discretizada, como
mostrado no lado esquerdo da Figura 1.

De acordo com esta metodologia, as variavelis de discretizacdo estdo associadas aos
dominios pontuais, e dai o0 nome do método. A maior parte das varidvels representa os valores
de uma derivada de alta ordem que € linearmente aproximada por partes entre os dominios
pontuais. E as demais varidvels representam os valores das derivadas de ordem mais baixa e da
propria funcdo em alguns dominios pontuais estrategi camente posi cionados.

Como as variaveis MDP gerdmente representam as derivadas da funcdo
0”lp+q

ooy Y
uma notacéo simplificada, como apresentada na Equacéo 1.

) nos dominios pontuais (i =0,...,N),(j =0,..., M), é conveniente introduzir-se

p+q
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Neste trabalho as funcbes bidimensionais MDP sdo construidas a partir da derivada
8

d(“z?y
Assim, as ordens de derivacdo (p,q) da Equacdo 1 podem assumir os valores possiveis da
combinacdo de (p =4,...,0) e (q=4,...,0).

O lado direito da Figura 1 apresenta um sistema referencial local convenientemente
adotado para o desenvolvimento das fungbes MDP entre os dominios pontuais vizinhos
(% Y0)» (% Y;) s (%,Y,) e (X,Y;) . Estas aproximagdes séo validas para todo (X, Y)
contido no intervalo 0<x<Ax, 0<sy<Ay,, onde Ax, =X —X_, € Ay, =y, ~Y,,.
Portanto, permitindo-se que os indices i e | variem dentro das posshilidades
(i=1...,N),(j =1...,M), é possivel avaliar-se os valores da fun¢cdo em qualquer posicéo
(x,y) interior a area retangular de discretizacdo original, apresentada no lado esquerdo da

Figura 1.
A Equacdo 2 representa a aproximacdo MDP linear por partes da derivada de ata

8

u
o (x,y).

parcial 7 (X,¥) que € linearmente aproximada por partes entre os dominios pontuais.

ordem ——

u“(x,y) =u®?( -1, j -)(1 ——)(1 ——) +uA (i, J)(E)(A_)

U4 (i -1, ) 'E)(A_) +UAA(, 1—1)(@(1 'E) (2)

Todas as demais aproximacdes MDP das derivadas de ordem mais baixa e da prépria
funcdo de interesse sdo obtidas através de procedimentos sucessivos de integracdo exata da
Equacdo 2. Sendo assm, € conveniente representar-se por notagbes simplificadas as
expressdes polinomiais que resultam destes procedimentos de integracdo, uma vez que as
mesmas aparecem repetidas vezes nas aproximacdes MDP. Estas notagdes simplificadas das
expressdes polinomiais sdo apresentadas nas Equactes 3 a 5. Notagdes andlogas a estas sao
usadas para a representacdo das expressdes polinomiais nadimensao y.
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x1=x, XZEX?, X3E%, xalz(l—Axii), xblz(AXLi) 3
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A aproximacdo MDP final u(x,y), obtida a partir de procedimentos sucessivos de
integracdo exata da Equacéo 2, € apresentada na Equacéo 6.

u(x,y) =u? (i =1, j —1)xa5ya5 +u“ (i, j ) xb5yb5 +u™? (i -1, j)xa5yb5 +



+u® (i, j ~D)xbSya5 +u“? (i -1, ~1)xaby3 +u*? (i, j —-1)xbby3 +
+u“? (i -1, j —1)xaby2 +u*2 (i, j —1)xb5y2 +u“*? (i -1, j -1)xabyl +
+u (i, j D) xb5yL+u“? (i -1, j —1)xa5 +u*? (i, | -1)xb5 +

+UCH (i -1 j ~1)x3ya5 +u (i -1, j)x3yb5 +u®I (i -1, j -1)x3y3 +
+UuC?(i -1, j -Dx3y2 +uCh (i -1, j -)x3yl +u®O(i -1, | -Dx3 +
+u®9(i -1, j ~D)x2ya5+u®? (i -1, j)x2yb5 +u*? (i -1, j -1)x2y3 +
+Uu®? (i -1 —Dx2y2 +u®V (i -1, j -Dx2yl +u@?(i -1, ) -Dx2 +
+u? (i -1, j —Dxlyad +u™? (i =1, j)xIyb5 +u™d (i -1, ] -1)xly3 +
+ut?(i -1, j - xdy2 +u™V (i -1 j —Dxlyl +uO (i L) -Dx1 +
+u®(i -1, ~1)ya5 +u®?(i -1, j)yb5 +u®I (i -1,j -1)y3 +

+u®? (i -1j -1)y2 +u®( -1 j Dyl +u(i -1 j -1 (6)

Observa-se que, devido a0 seu procedimento congtrutivo, qualquer uma das
aproximacdes MDP, de u(x,y) ou de suas derivadas, pode ser descrita como uma funcédo
linear dos valores u(0,0), u®?(0,0, u®2(0,0, u®(0), u® (00, u*?(0,0),
u®?(0,0), u®?(0,0), u®?(0,0), u*?(0,0), u*?(0,0), u®? (0,0, u®?(0,0), u*?(0,0),
u®9(00), u®?(00), UM (0.1), U™ (0,]), U (0,]), U (.]), U (.0), U (1.0),
u*?i,0, u“*?i@,00 e u“?(,j), onde (i=0,...,N), (j=0,...,M). Tém-se entdo
(N+5)(M+5) valores associados aos dominios pontuais. Estes (N+5)(M+5) valores séo
denominados variaveis MDP.

A solucéo desgjada de um problema é obtida através de uma nuvem de pontos de
aproximacdo tomada de forma a representar-se convenientemente o dominio do mesmo. A
equacdo diferencial do problema é aplicada nos pontos de aproximacao interiores a0 dominio
Q. E as condi¢bes de contorno sdo aplicadas nos pontos de aproximacdo localizados na
fronteira. Para que isto segja possivel, € utilizada a colocagdo por pontos, resultando em uma
equacdo para cada um dos pontos de aproximacao, sendo estas funcdes lineares das variaveis
MDP.

S80 necessarias pelo menos (N+5)(M+5) equactes, obtidas a partir da colocacéo por
pontos, para o calculo dos valores das variaveis MDP. O sistema de equacOes resultante é
entdo resolvido empregando-se um esguema de minimos quadrados.

Uma vez conhecidos os valores das variaveis MDP, as proprias funcbes MDP sdo
utilizadas no pos-processamento, produzindo resultados suaves. E possivel assim avaliar-se as
aproximacdes de u(x,y) e de suas derivadas até u“?(x,y) em qualquer posicio da area
retangular de discretizacdo, apresentada no lado esquerdo da Figura 1. Observa-se que esta
metodologia sistematica para o desenvolvimento das funcdes € independente do dominio do
problema ou de uma equacdo diferencial especifica, e isto assegura a generalidade do método
dos dominios pontuais.

3. METODO DA RECIPROCIDADE DUAL

A equacdo de Poisson, onde b € uma fungdo conhecida da posicdo b=Db(x,y), é
apresentada na Equacéo 7.

O?(xyF u®?(x,y}y u®?(x,yF b(xy) (7)
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Figura2 - Matrizes MRD

O Método da Reciprocidade Dua (MRD) € uma variante do método dos elementos de
contorno que possibilita a andise de problemas envolvendo a equacdo de Poisson. Neste caso,
a solucdo da Equacdo 7 é expressa através da soma da solucdo homogénea, associada a
equacdo de Laplace, e de uma solucdo particular, associada a funcéo b. A segunda identidade
de Green é entdo aplicada a ambos os lados da Equacdo 7; Partridge, Brebbia e Wrobel
(1992). O resultado discretizado desta operacdo € apresentado na Equacéo (8).

Hu-Gq = (HU -GQ)a (8)

Para a solucéo do problema padrdo, que sera definido a seguir, s8o empregados 52
elementos de contorno constantes com um nd central para a representacdo da solucdo
homogénea. Também sdo utilizadas 140 funcdes de aproximacdo nodais para a representacao
da solucdo particular, sendo 88 delas definidas no interior do dominio do problema e as 52
restantes em posicdes coincidentes com os nds dos elementos de contorno. A Figura 2
apresenta curvas de nivel das matrizes H, G, U e Q obtidas da discretizacdo do problema

padréo segundo o MRD.
O problema padréo consiste num problema de valores de contorno definido no dominio

-12<x<12, -12<y<12, x*+y?2025. A Equacio 9 representa a equacio diferencial
do problema.

D?u(x, yF 4cos(x™ y*)= 4(x*+ y*)sin(x+ y?) (9)
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Figura 3 - Analise MDP do problema padréo

As condices de contorno consideradas no problema padrédo sdo descritas pela
Equagdo 10. O contorno I, é definido como x*+y? =0.25. O contorno I, é dado por
(x=-12,-12<y<12) e (x=12,-12<y<12). E o contorno [, & definido como
(F1l2=sx<12,y=-12) e (-12<x<12,y=12).

u(x,y) = sin(0.25),(x,y) Or,
u®?(x,y) = 2xcos(x* +y?),(x,y) T ,

u®? (x,y) = 2ycos(x* +y*),(x,y) T , (10)

A solucéo exata do problema padréo é conhecida e apresentada na Equacdo 11. Este
problema € entdo discretizado e estudado, empregando-se 0 método dos dominios pontuais € o
método da reciprocidade dual, de forma a obter-se a mesma ordem dos sistemas lineares.

u(x,y) = sin(x* +y*) (11)

O canto superior direito da Figura 3 representa a discretizacdo MRD do problema
padréo utilizando-se 52 elementos de contorno constantes com um né central, definidos nos
contornos do problema, além de 88 pontos de aproximacdo, localizados no interior do
dominio. Este procedimento possibilita a representacéo do problema através de um sistema
linear de ordem 52.
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Figura 4 - Solucdo MDP para secéo transversal triangular

A Figura 3 ilustra a aplicacd MDP na solucdo do problema padrdo. O canto superior
esguerdo da figura apresenta os 9 dominios pontuais utilizados para a discretizacéo de area.
No canto superior direito da figura sGo mostrados 140 pontos de colocacdo. A Equacéo 9
diferencial do problema é aplicada nos 88 pontos de aproximacao localizados no interior do
dominio. E os 52 pontos de aproximacdo restantes sdo empregados para a aplicacdo da
Equacdo 10 nos contornos do problema. Este procedimento conduz a um sistema linear de
ordem 49. O canto inferior esquerdo da Figura 3 representa a solucdo MDP do problema teste.
E no canto inferior direito € mostrada a distribuicdo do erro relativo a solucéo exata, Equacao
11. Observa-se que 0 erro maximo absoluto da solucdo MDP é de 0.0131, considerando-se
toda a &rea de discretizacao, e seu valor médio absoluto corresponde a 0.0034.

A Tabela 1 apresenta a comparacdo das solucdes obtidas, segundo 0 método da
reciprocidade dual e o método dos dominios pontuais, considerando-se os resultados tomados
nas 52 posi¢cbes nodais dos elementos de contorno. Na Tabela 1, o simbolo qrepresenta a

derivada normal dasolucdo u do problema padréo.

Tabelal - Solugdes MRD e MDP

esguema humérico MRD MDP
ordem do sistema 52 49
erro médio em u 1.2510 % 0.6960 %

erro maximo em u 2.9388 % 1.2613 %
erro médioem q 4.3519 % 1.0175 %

aro maximo em q 4.4595 % 1.4297 %
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Figura5 - Solucdo MDP para secéo transversal retangular
4. PROBLEMASDE TORCAO

Problemas de torcdo constituem problemas de valores de contorno na teoria da
elagticidade que descrevem o comportamento da funcéo de tensdo u(x,y) de acordo com a

geometria da secdo transversal do elemento. A Equacdo 12 representa o problema de torcéo,
sendo valida em todo o dominio de uma secdo transversal especifica, onde G é o mbddulo de
elasticidade transversal do material e 6 € o angulo de rotagédo por unidade de comprimento.

O%u(x, yF — 2GO (12)

Como condicdo de contorno do problema de torcéo exige-se que a funcéo de tensdo
u(x,y) sgjanulaem todo o contorno da secéo transversal. Uma vez obtida a funcdo de tensdo

u(x,y) para uma geometria especifica, as tensdes de cisahamento sdo dadas por
T,,(Xy) = -u*?(x,y) e 1,(x,y)=u®’(x,y). Outro resultado importante obtido dos

problemas de tor¢éo é o torque M, :2J'J'Q u(x,y)dQ. Por smplicidade, assume-se neste

trabalho que G6 =1 para 0s casos analisados.
A Figura 4 ilustra o procedimento MDP para a obtencdo da funcéo de tensdo u(x,y)

para uma secdo transversal triangular equilateral. O canto superior esquerdo da figura
apresenta a discretizacdo de area em 9 dominios pontuais. Este procedimento conduz a um
sistema linear de ordem 49. O canto superior direito da Figura 4 apresenta os pontos de
aproximacdo para a colocacdo da equacdo diferencial do problema, indicados por [, e 0s



pontos de aproximacao para a colocacdo da condicdo de contorno, indicados por o. O canto
inferior esquerdo da figura apresenta a funcéo de tensdo u(x,y) MDP obtida, enquanto o

canto inferior direito mostra as curvas de nivel desta mesma fungdo. A funcéo de tensdo
u(x,y) MDP é coincidente com a solucéo exata deste problema de torcéo, apresentada em

Timoshenko e Goodier (1970).
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Figura 6 - Solucdo MDP para secdo retangular trincada

A Figura 5 é andloga a Figura 4 e ilustra o procedimento MDP para a obtencdo da
funcdo de tensdo u(x,y) para uma secdo transversal retangular. A Tabela 2 apresenta

resultados numéricos do torgue adimensional M%; gq° P2 diferentes valores da razéo %

dos comprimentos dos lados da secéo transversal. As solugdes MDP sdo comparadas com 0s
valores exatos do torque, apresentados em Timoshenko e Goodier (1970), e resultados SAN
obtidos por loakimidis (1990). Os esquemas Semi-Analiticos/Numeéricos (SAN) caracterizam-
se por combinarem valores smbodlicos e numéricos na aproximacdo, tendo aplicacoes
especia mente em problemas de otimizacéo.

Tabela 2 - Valores do torque para segdes transversais retangul ares

V 1.0 25 5.0 10.0

a

SAN 2.2489 9.9716 23.2891 49.7479
MDP 2.2490 9.9706 23.2517 49.4372
exatos 2.2496 9.96 23.28 49.92




A Figura 6 ilustra o procedimento MDP para a obtencdo da funcéo de tensdo u(x,y)

para uma secdo transversal retangular trincada. O canto superior esquerdo da figura apresenta
a discretizacdo de area em 49 dominios pontuais. Este procedimento conduz a um sistema
linear de ordem 121. Observa-se que esta solucdo tem significado qualitativo, embora néo
tenha sido comparada com resultados da literatura.

5. CONCLUSAO

Neste trabalho a versdo bidimensona do método dos dominios pontuais foi
apresentada e aplicada na solucdo de problemas envolvendo a equacdo de Poisson. Foram
obtidas solugdes equivalentes de um problema padréo, baseadas na mesma ordem dos sistemas
lineares, segundo os procedimentos MDP e MRD. Observa-se que 0 método dos dominios
pontuais apresentou a solucdo mais apurada para este problema padrdo. O MDP também foi
empregado na solucéo de problemas de tor¢do na teoria da elasticidade. As solucbes MDP
para as secdes transversais triangulares e retangulares apresentaram resultados de acordo com
aliteratura. E a solucéo MDP para uma secao retangular trincada mostrou-se qualitativamente
correta.

A introducdo de descontinuidades fisicas em diferentes niveis da aproximacdo (funcéo
ou derivadas) e aplicacbes MDP na solucéo de problemas ndo-lineares constituem aspectos a
serem explorados em trabal hos futuros.
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POINT DOMAIN METHOD AND APPLICATIONS
FOR 2-DIMENSIONAL POISSON PROBLEMS

Abstract. The 2-dimensional version of the Point Domain Method (PDM) is presented and
applied to the solution of classical Poisson problems. It consists of a linear algebra operator
based on approximation fields which assures continuity of the higher order derivatives for the
numerical solution of ordinary and partial differential equations. The main topics about the
proposed method are discussed: systematic methodology for development of the PDM
functions, meshless discretization and non-dependency of a specific differential equation.
Different boundary valued problems concerning Poisson equation are analysed. A test
problem is proposed and considerations about point domain method and Dual Reciprocity
Method (DRM) solutions based in the same order of the linear systems are presented. The
PDM is also used for the solution of torsion problems in the theory of elasticity. The cases of
triangular, rectangular and rectangular cracked cross sections are studied and compared
with known results from the literature.

Keywords: Computational methods, Differential equations, High order approximations



