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Usualmente, as estruturas de aço utilizadas na construção de torres de telecomunicações
são projetadas como treliças espaciais tendo o seu dimensionamento efetuado através da
consideração de ações diversas, tais como: peso próprio, sobrecarga e vento, sendo esta última
aplicada estaticamente. Entretanto, para um dimensionamento mais realista devem-se analisar
estas estruturas com tais ações, porém aplicadas com variação no tempo, principalmente a



ação do vento. Além disso, deve-se considerar o possível colapso de um elemento estrutural
qualquer e a alteração da geometria da estrutura em função dos deslocamentos ocorridos.

Neste contexto, o presente trabalho tem por objetivo mostrar a influência no
comportamento estrutural comparando-se os resultados obtidos através da análise estática em
relação à análise dinâmica considerando-se os efeitos não-lineares.
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Dado um sistema estrutural discreto em equilíbrio estático, formado por um conjunto de
elementos contidos no espaço, as forças restauradoras de tal sistema e suas respectivas
derivadas são obtidas, respectivamente, através da primeira e segunda derivações da energia
de deformação em relação aos deslocamentos nodais, conforme mostram as “Eqs. (1) e (2)”.
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Neste trabalho, optou-se pela escolha da formulação Lagrangeana atualizada para
descrever a posição de equilíbrio do sistema estrutural ao longo do processo de resolução
numérica. Tal formulação preconiza que ao final de cada incremento de carregamento deva
ser feita uma atualização das coordenadas do sistema, através de uma sucessão de posições de
equilíbrio, permitindo-se que o mesmo venha a ter grandes deslocamentos (Rodrigues, 1997).

Dessa forma, a energia de deformação de cada elemento, considerando-se o problema
como sendo incremental, é dada pela “Eq. (3)”:
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onde “m+1εx” é a deformação total do elemento ocorrida até a configuração de equilíbrio
“m+1”.

Expressando-se a variação da deformação que ocorre durante o incremento de
carregamento “n”, tem-se que:
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onde “mεx” é a deformação total do elemento ocorrida até a configuração de equilíbrio “m”.
Substituindo-se a “Eq. (4)” na “Eq. (3)” e efetuando-se as operações matemáticas,

obtém-se:
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Como “mεx” não depende dos deslocamentos ocorridos durante o incremento “n”,
qualquer derivação em relação a esses deslocamentos se anula. Para incrementos



suficientemente pequenos valem as simplificações impostas pela adoção de pequenas
rotações, com isso pode-se rescrever a expressão da energia de deformação em função das
parcelas que contribuem na rigidez (Corrêa, 1991), como mostra a “Eq. (6)”:
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onde a primeira parcela fornecerá o acréscimo de energia ocorrido durante cada incremento
“n” e a segunda parcela fornecerá a energia acumulada até a configuração de equilíbrio “m”,
valendo a relação “n=m+1”.
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Na seqüência, apresenta-se a dedução da matriz de rigidez secante para um elemento de
barra para treliça espacial, cujo campo de deformações é fornecido pela “Eq. (7)”:
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Substituindo-se a “Eq. (7)” na “Eq. (6)” e efetuando-se o desenvolvimento matemático
da mesma, obtém-se a energia de deformação de cada elemento em função da soma de treze
parcelas. Substituindo-se o resultado na “Eq. (1)”, derivando-se cada uma das parcelas obtidas
em relação aos deslocamentos nodais após a integração das mesmas e organizando-se o
resultado na forma matricial, obtém-se a equação de equilíbrio do sistema dada por:
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De forma análoga ao item anterior, porém utilizando-se a “Eq. (2)”, a matriz de rigidez
tangente é dada pela “Eq. (17)”:
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sendo que “ Q
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71*
~

” é dada por:











































































∆

+∆

∆∆
∆

+∆

∆∆∆∆
∆

+∆

∆

−∆−
∆∆−∆∆−

∆

+∆

∆∆−
∆

−∆−
∆∆−∆∆

∆

+∆

∆∆−∆∆−
∆

−∆−
∆∆∆∆

∆

+∆

=

2

2.

1

 

2

2

1

 

1

 

2

2

2

2
1

 

1

 

2

2

1

 

2

2
1

 

1

 

2

2

1

 

1

 

2

2
1

 

1

 

2

2

 

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

~

θ

ϕ

ψθ
ψ

ϕ

ψϕθϕ
ψ

θ

θ

ϕ
ψθψϕ

θ

ϕ

ψθ
ψ

ϕ
θϕψθ

ψ

ϕ

ψϕθϕ
ψ

θ
ψϕθϕ

ψ

θ

VLP

/

$(

P

Q

*71

                                    (18)

Convém ressaltar que neste procedimento a soma entre as matrizes de rigidez elástica

“ Q

*
~
0 ” e geométrica “ Q

**
~

” permanece constante durante todas as iterações necessárias para a

obtenção do equilíbrio, visto que as mesmas só dependem de parâmetros relativos à
configuração de equilíbrio anterior. Já as matrizes de rigidez incrementais são atualizadas a
cada iteração pelos acréscimos de deslocamentos que ocorrem durante a aplicação do
incremento de carregamento. Cabe lembrar que este mecanismo também é válido para o
cálculo da matriz de rigidez secante.
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A estrutura de exemplo é composta por uma torre treliçada espacial simétrica, solicitada
inicialmente por forças concentradas aplicadas estaticamente, conforme “Figs. 1 e 2”.

As características físicas e geométricas dos elementos são dadas por:

A=35,0 cm2 para os elementos 1 @ 8;
A=7,50 cm2 para os elementos 9 @ 22;

E=21000,0 kN/cm2;   ET=2100,0 kN/cm2;
γ=7,70.10-5 kN/cm3;   σESC=25,0 kN/cm2.



Figura 1 - Torre espacial visualizada no plano “XY”.

Figura 2 - Torre espacial visualizada no plano “XZ”.

Efetuando-se uma análise estática completa da torre, através da divisão do carregamento
em 80 incrementos iguais, obtêm-se os resultados contidos nas “Tabelas 1 e 2”, sendo que os
valores contidos na coluna “DNL” coincidem com os obtidos por (Rubert, 1993).

Tabela 1 - Deslocamentos obtidos no nó “9”, na direção global “X”, em “cm”.

�!/�� ��� "/"�-��!-��0�!"����
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13 0,7523 0,7562 0,7523 0,7562
26 1,5047 1,5203 1,5047 1,5203
40 2,3150 2,3518 2,3150 2,3518
53 3,0674 3,1321 3,0674 3,0993
66 3,8197 3,9202 3,8197 3,7433
80 4,6300 4,7776 4,6300 2,9552

Obs: L - linear; NLG - não-linear geométrico;
NLF - não-linear físico; DNL - duplamente não-linear.
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TABELA 2 - Tensão máxima obtida no elemento “10”, em “kN/cm2”.

�!/�� ��� "/"�-�
���0�!"� � ��* ��) ���

10 -40,3932 -41,4356 -28,1824 -34,7419
Obs: L - linear; NLG - não-linear geométrico;

NLF - não-linear físico; DNL - duplamente não-linear.

Analisando-se quantitativamente os dados contidos na “Tabela 1”, nota-se que existem
algumas diferenças entre os valores dos deslocamentos finais obtidos para os três tipos de
análise. Para a análise com “DNL” obtém-se o menor valor para o deslocamento final e para a
análise somente com “NLG” encontra-se o maior valor numérico. Já para os casos com
“NLF” e “L” obtêm-se valores intermediários dos deslocamentos, porém com o mesmo
módulo devido o equilíbrio ter sido feito tomando-se como referência a estrutura na sua
posição indeslocada. Neste caso, conclui-se que os deslocamentos nodais obtidos
considerando-se não-linearidade, seja física ou geométrica, nem sempre são valores extremos
para deslocamentos.

Outro problema está na avaliação da tensão máxima atuante em um elemento qualquer,
conforme mostra a “Tabela 2”. Neste caso, os valores obtidos são completamente diferentes
para os quatro tipos de análise que foram realizadas, sendo o valor máximo obtido para a
análise somente com “NLG” e o mínimo obtido para a análise somente com “NLF”. Percebe-
se, também, que os menores valores são obtidos com “NLF”, isto porque a barra plastifica
atingindo uma menor quantidade de tensão.

Passando-se, agora, para a análise dinâmica utilizando-se a mesma torre espacial, com o
mesmo carregamento aplicado subitamente e permanecendo invariante com o tempo, o
programa “DINTRELE” que foi elaborado, também permite a consideração da não-
linearidade física e geométrica ou não, com ou sem amortecimento viscoso. Para que se possa
efetuar uma análise dinâmica com amortecimento, faz-se necessária a obtenção das
freqüências naturais da estrutura, uma vez que os parâmetros de amortecimento são
dependentes das mesmas. Para isso, utiliza-se o programa “AUTTRELE”, que calcula os
modos de vibração da estrutura, conforme “Fig. 3” que mostra o primeiro modo de vibração
da estrutura nos planos “XY” e “XZ”.

Figura 3 - Primeiro modo de vibração nos planos “XY” e “XZ”.



Os valores das três primeiras freqüências naturais calculadas pelo programa
“AUTTRELE” são apresentadas a seguir:

ω1=56,614099 rad/s;  ω2=56,614099 rad/s;  ω3=96,052096 rad/s.

Para uma fração do amortecimento crítico igual a 30%, obtêm-se as constantes
proporcionais de amortecimento do tipo Rayleigh, cujos resultados são apresentados a seguir:

λM=21,371 s-1;  λK=3,93.10-3 s.

Na seqüência deste exemplo, mostram-se as respostas para cada tipo de análise dinâmica
que foi realizada, considerando-se o intervalo de tempo ∆t=0,001 s. Efetuando-se tal análise
considerando-se “DNL”, sem amortecimento, o gráfico deslocamento x tempo do nó “9” é
mostrado na “Fig.4”.

Figura 4 - Gráfico (d x t) do nó “9”, na direção global “X”, com “DNL”.

O gráfico deslocamento x tempo do nó “9”, mostrado na “Fig. 5”, representa a análise
dinâmica considerando-se “L”, sem amortecimento.

Figura 5 - Gráfico (d x t) do nó “9”, na direção global “X”, com “L”.



Analogamente, a “Fig. 6” representa a análise dinâmica com “DNL” e amortecimento.

Figura 6 - Gráfico (d x t) do nó “9”, na direção global “X”, com “DNL” e amortecimento.

Analogamente, a “Fig. 7” representa a análise dinâmica com “L” e amortecimento.

Figura 7 - Gráfico (d x t) do nó “9”, na direção global “X”, com “L” e amortecimento.

Analisando-se qualitativamente as “Figs. 4 e 5”, observa-se que o comportamento
estrutural com “DNL” é bem diferente do comportamento “L”, tendo em vista que o modelo
físico funciona como um amortecedor, impedindo que a estrutura restabeleça a parcela de
energia perdida durante a plastificação dos elementos mais solicitados.

Nas “Figs. 6 e 7” observa-se que o comportamento estrutural é bem diferente dos casos já
estudados, uma vez que foi adotada uma fração do amortecimento crítico muito elevada,
fazendo com que a estrutura tenha uma grande absorção ao impacto provocado pelo
carregamento imposto.

Tendo em vista os resultados apresentados e em virtude da grande quantidade de
variações de análise efetuadas, lembrando-se ainda a possibilidade de variar a fração do
amortecimento crítico de acordo com o sistema estrutural estudado, pode-se concluir que a
análise estrutural deve ser feita da forma mais realista possível, pois uma análise incorreta
pode propiciar erros de avaliação por parte do projetista quando da elaboração do projeto
estrutural, podendo conduzir a estrutura ao colapso.
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Uma vez estabelecida a teoria referente ao assunto em questão, desenvolveram-se dois
programas computacionais que permitem a realização de vários tipos de análise numérica,
possibilitando a visualização do comportamento estrutural de uma forma mais realista. Para
isto, ilustrou-se a formalidade da implementação da não-linearidade geométrica nas análises
estática e dinâmica de estruturas treliçadas espaciais via formulação Lagrangeana atualizada.

Neste contexto, efetuando-se uma análise qualitativa, o exemplo que foi resolvido mostra
que a utilização de tal formulação é eficiente, uma vez que os resultados obtidos são exatos
para o elemento de treliça espacial.

Já em relação à análise quantitativa, é importante salientar que os deslocamentos obtidos
via comportamento linear nem sempre são menores que os deslocamentos obtidos via
comportamento não-linear, conforme mostrado no mesmo exemplo. Dessa forma, se a análise
estrutural for feita de forma inadvertida, os resultados obtidos podem conduzir o projetista de
estruturas ao erro, pois o mesmo estará projetando outro tipo de estrutura e não aquela
idealizada inicialmente. Como o comportamento estrutural depende do tipo de carregamento
imposto, da geometria da estrutura e do modelo físico utilizado, favorecendo, ou não, o
afloramento do efeito não-linear geométrico de forma mais pronunciada, torna-se muito
complexa uma análise sistêmica do comportamento estático e dinâmico de tais sistemas.
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