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Resumo. Este trabalho apresenta uma metodologia geral de solugdo de sistemas de equactes
algébricas ndo-lineares, que basea-se no emprego do método dos elementos finitos junto com
uma formulacdo Lagrangiana atualizada. Pretende-se entdo, implementar procedimentos
numeéricos que, associados as iteracdes usuais do tipo Newton, permitem alcancar respostas
da estrutura além dos pontos criticos. Entre esses procedimentos, vale destacar a forma
original linearizada do método do comprimento de arco e suas variagdes, que tém propiciado
o desenvolvimento de estratégias de solucéo que diferem apenas na forma da restricéo e na
maneira como ela é forcada durante o processo iterativo.

Palavras-chave: Analise ndo-linear, Edtratégias de incremento de carga, Estratégias de
iteracdo, Trajetorias de equilibrio.

1. INTRODUCAO

Tornar 0s sistemas estruturais mais econdmicos através da reducdo do consumo de
materiais, sem, contudo, diminuir a sua seguranca e durabilidade, tem sido o principal
objetivo da engenharia estrutural. I1sto pode ser alcancado usando-se novos materiais e
métodos de calculo, racionalizando-se 0 uso dos materiais ja existentes e, ultimamente,
usando-se ferramentas gréficas e numéricas desenvolvidas a partir do emprego de
computadores. O emprego desses procedimentos pode levar ao projeto de sistemas estruturais
mais leves e, consequentemente, elementos estruturais mais esbeltos, tornando a consideracéo
das ndo-linearidades e da estabilidade imprescindiveis no projeto estrutural.

A andlise da estabilidade de elementos estruturais esbeltos através do MEF envolve,
portanto, a solucdo de um sistema de equacOes algébricas ndo-lineares. Os métodos que
procuram resolver equactes passo a passo parecem ser 0s mais eficientes (Riks, 1979),
em particular os procedimentos incrementais-iterativos. Em 1968 Mallet & Marcal utilizaram



iteracOes do tipo Newton-Raphson para uma anélise ndo-linear, pois observaram a existéncia
de possiveis erros na aproximacdo incremental durante a resolucdo do problema. Em
Zienkiewicz & Taylor (1991) é apresentada uma modificacdo neste método, fazendo com que
amatriz de rigidez seja atualizada apenas a cada passo de carga.

Umadificuldade inerente a esse tipo de solugdo é que o0 método convencional de Newton-
Raphson tem como estratégia a manutencéo do parametro de carga, A, constante durante o
ciclo de iteracbes, de modo que a solucéo diverge proxima a pontos limites devido ao mau
condicionamento damatriz de rigidez tangente, ou simplesmente porque para o nivel de carga
estabelecido ndo ha solucdo. Com o proposito de resolver esses problemas de convergéncia,
tém sido desenvolvidos procedimentos numéricos que, associados as iteracOes usuais do tipo
Newton, permitem alcancar respostas da estrutura além dos pontos limites. Utilizando um
"parametro de rigidez corrente” como indicador do grau de ndo-linearidade do sistema,
Bergan et al. (1978) suprimiram as iteracdes de equilibrio nas zonas criticas da trajetoria, até
0s pontos limites serem ultrapassados. Em 1979 Batoz & Dhatt apresentaram uma técnica na
gual o ciclo iterativo € realizado ndo a carga constante, mas a deslocamento constante (uma
componente do vetor de deslocamentos € mantida constante durante o processo iterativo), o
gue permitiu obter pontos limite de carga, mas ndo de deslocamento. Também em 1979 Riks
apresentou um meétodo capaz de calcular pontos limites de carga e de deslocamento. Como
base desse método, tem-se a introducéo de um pardmetro que controla o progresso dos
calculos a0 longo do caminho de equilibrio. A restricdo de controle proposta por Riks
corresponde a0 comprimento do arco da trgjetoria a ser computada. Esse comprimento de
arco, Al, é introduzido na andlise por meio de uma equacao auxiliar, ou de restricdo, que é
somada as equagdes de equilibrio da estrutura.

Em 1984 Meek & Tan apresentaram um resumo das principais técnicas para se
ultrapassar 0s pontos limites, das quais a técnica do comprimento de arco foi reconhecida
como uma das mais eficiente. Contribuiram para o desenvolvimento dessa técnicaz Ramm
(1981) e Crisfield (1991 e 1997). Uma nova estratégia foi proposta por Krenk em 1995,
introduzindo uma condicdo de ortogonalidade entre o residuo da iteracdo corrente e o
incremento de deslocamento correspondente. Os trabalhos de Bergan et al. (1978) e Den
Heijer & Rheinboldt (1981) destacam-se por fornecerem diferentes estratégias de incremento
de carga. Experiéncias computacionais mostraram que o sinal do determinante da matriz de
rigidez tangente, K1, conforme sugerido por Crisfield (1981), pode ser tomado como um
critério de sucesso na maioria dos casos para determinacdo do sinal do parametro inicial de

carga, A)N°. Como relatado em Meek & Tan (1984), esse procedimento pode falhar em
estruturas exibindo multiplos autovalores negativos. Bergan et al. (1978) verificaram gue 0s
pontos limites da trgjetéria de equilibrio poderiam ser detectados checando o sinal do
incremento do trabalho externo. Em Clarke & Hancock (1990) é comentado que esse critério
pode tornar-se inseguro na vizinhanca de pontos limites de deslocamento.

Alves (1995) apresenta uma formulacdo tedrica e técnicas numéricas para andlise ndo-
linear geométrica de sistemas estruturais, usando um Referencial Lagrangiano Atualizado
(RLA), onde ao final de cada passo de carga o referencial € transferido para a nova
configuracdo de equilibrio recém calculada. Em 1995 Silveira apresentou uma estratégia
numeérica para resolver problemas ndo-lineares com restricbes de contato. Nessa trabalho
foram utilizados, juntamente com o método dos elementos finitos (MEF), técnicas de
programacdo matematica. Silveira & Gongalves (1997) verificaram a eficiéncia do método do
comprimento de arco e suas variagoes (linear, cilindrico e esférico) neste tipo de problema.

Desgja-se com este trabalho fornecer uma metodologia geral de solucéo de sistemas de
equactes algébricas ndo-lineares, que, num contexto computacional, pode ser resumida em
duas etapas. (i) a partir de uma dada configuracéo de equilibrio da estrutura é calculada uma
solucdo incremental inicial; (ii) a seguir, esta solucdo € corrigida com iteragdes do tipo



Newton-Raphson até ser atingida a nova configuracdo de equilibrio. Com o propdsito de
evitar problemas de convergéncia da solucdo proxima a pontos limites e de bifurcacéo,
pretende-se implementar procedimentos numeéricos que, associados as iteracdes usuais do tipo
Newton, permitam alcancar respostas da edrutura aém desses pontos criticos. S&o
implementados nesse trabalho as seguintes estratégias de iteracdo: comprimento de arco
cilindrico (Crisfield, 1991), deslocamento constante (Powell & Simons, 1981) e norma
minima dos deslocamentos residuais (Chan, 1988). Essas e outras edtratégias foram também
implementadas por Clarke & Hancock (1990). Através da andlise da estabilidade de dois
arcos esbeltos, pretende-se estabelecer qual a melhor edtratégia numérica para o tracado
completo de uma trgjetdria de equilibrio (curva carga-deslocamento), incluido pontos limites
de carga ("snap through") e de deslocamento ("snap back”).

2. METODOL OGIA DE SOLUCAO NAO-LINEAR

O problema ndo-linear a ser resolvido pode ser expresso da seguinte forma:
fine(U) = AR (1)

onde fi; € vetor das forcas internas, funcdo dos deslocamentos dos pontos nodais da estrutura
u, A éo parametro de carga e R, € 0 vetor de cargas de referéncia com magnitude arbitraria,
ja que apenas a sua direcéo € importante.

A solucéo da Eq. (1) é obtida de forma incremental, ou sgja, para uma seqiéncia de
incrementos do parametro de carga AN, AA;, AAs,...., S80 calculados a seguinte seqliéncia de
incrementos de deslocamentos nodais Au;, Auy, Aus,..... Como fi: € uma funcdo néo-linear
dos deslocamentos, a solucdo do problema ndo satiasfaz a EQ. (1). Tem-se entdo uma forca
residual g, que é definida dada por:

9 =ARg — fine(u) 2

Os varios algoritmos existentes apresentam como passo fundamental a avaliagdo dessas
forcas residuais g, e de uma nova estimativa para os deslocamentos através da relacéo:

Krdu=g (©)

onde K + € amatriz de rigidez tangente e du € o vetor de deslocamentos residuais. A diferenca
entre as varias técnicas para a resolucdo da eg. (1) esta na estratégia usada para se obter
incrementos de carga e de deslocamentos. Uma das estratégias usada nesse trabalho € baseada
no emprego datécnica do comprimento de arco constante, que consiste em adicionar a Eq. (1)
a seguinte restricao:

Mu' AU+ Ry R g =412 (4)

onde Al, é o comprimento de arco da trgjetéria de equilibrio. A adicéo de (4) a0 sistema
permite que se faga ajuste no parametro de carga A durante o ciclo iterativo, e dessa forma
ultrapassar possiveis pontos limites. Um novo estado de equilibrio é estabelecido, apds a
realizacdo de uma série de iteracoes. A iteracdo k fornece os subincrementos dA e du, e
portanto apos iteracdo o incremento total € escrito da seguinte forma:



M= MDD 45K e auk = autkD 4 suk (5)

Num contexto computacional, é vantajoso introduzir a equacdo de restricdo seguindo as

duas etapas de solucéo apresentadas a seguir:
1. A partir da dltima configuracdo de equilibrio da estrutura, € selecionado um incremento de

carga, definido agui como incremento inicial do paréametro de carga O ANO O,
procurando satisfazer alguma equacdo de restricdo imposta ao problema. Apos a selecéo
de ANO, determinase o incremento inicial dos deslocamentos nodais AuC. As
aproximaces ANO e Au® caracterizam a chamada solucdo incremental predita. Os
detalhes desta etapa de solucéo séo fornecidos na secéo seguinte;

Na segunda etapa de solucdo, procura-se, através de uma dada estratégia de iteracéo,
corrigir a solucéo incremental inicialmente proposta na etapa anterior, com o objetivo de
restaurar 0 equilibrio da estrutura o mais rgpido possivel. Se as iteragbes reaizadas
envolvem ndo sO os deslocamentos u, mas também o parametro de carga A, entdo uma
equacdo adicional de restricdo € requerida. A forma desta equacéo de restricdo é o que
distingue as varias edtratégias de iteragdn. Na Secdo 4 sdo apresentadas algumas
estratégias de iteracdo implementadas nesse trabal ho.

Um resumo dos procedimentos descritos nessa secdo € apresentado na Fig. 1.

1. Configuracdo inicial: “u e @A

2. Definicéo da solucéo predita: AN eAu®

usando: K 1 8ut =R, € Au® = AN3u; (6)
onde: dut = vetor de deslocamentos tangenciais

3. IteragBes - problema de equilibrio: k =1, 2,..., |4

4. Verificaa convergéncia: {; = Hg("'l)H/HA)\("'l)Rref H <{?

Sim: pare o ciclo de iteragcdes, sigapara 0 passo 7.

N&o: calcule du* = uf + 3N duf;, 7)
onde: 6u'g‘ = K Uk Dk g 6u',§ =K Uk R, ef

5. Atualizacéo das variaveis:

i. incrementais: AN = ANKD 485X e Auk = AukD 4+ 8uk (8)
ii. totais, CHAONK=0) 4 apk @ WHAEUK=Wy 4 Ayk

6. Retorne ao passo 3
7. Faga novo incremento de carga e recomece 0 processo

Figura 1 - Solugdo para um incremento de carga.

3. ESTRATEGIASDE INCREMENTO DE CARGA

A obtencdo da solucéo incremental inicial tem como passo fundamental a definicdo do

parametro de carga inicial ANO. A selecdo automética do incremento desse parametro deve
refletir o grau de néo-linearidade corrente do sistema, isto €. deve fornecer grandes
incrementos quando a resposta da estrutura for quase linear e levar a peguenos incrementos
guando a resposta da estrutura for fortemente ndo-linear. Além disto, o algoritmico deve ser
capaz de escolher o sinal correto para o incremento, introduzindo medidas capazes de detectar
guando pontos de maximo e minimo s&o ultrapassados.



Crisfield (1991) e Ramm (1982) sugeriram estratégias de incremento automético de carga
e de outros parametros (deslocamento, comprimento de arco, trabalho externo) baseadas na
relacéo: (l14/ Ip,a)‘z; onde, 14 € 0 nimero de iteragbes desgjadas para convergéncia do processo
iterativo corrente, especificado pelo usuério, 1,, € o numero de iteraces que foram

necessarias para convergéncia no passo anterior e § € um expoente cujo valor encontra-se
usualmente entre 0.5 e 1.0. Duas estratégias baseadas nessa relacéo seréo descritas a seguir.

A relacdo anterior pode ser empregada na definicdo do incremento do comprimento de
arco a ser adotado como parametro de controle no passo de carga corrente, ou sgja:

A =01/ 1pa)? (9)

onde Al,,e Al representam os incrementos do comprimento de arco no passos de carga

anterior (valor conhecido) e no passo de carga corrente (incognita), respectivamente.
Através da condicdo de restricdo escrita para a solucédo incremental inicial,

AT AuC = A1? (10)

onde € desprezado o termo do carregamento, chega-se, substituindo-se a Eq. (6) em (10), a
expressao do incremento inicial do parametro de carga:

M =+ [\ duT duy (11)

Caso seja adotado 0 método baseado no controle de deslocamento, o incremento de uma
dada componente do vetor de deslocamentos da estrutura deve ser escolhido com o objetivo
de limitar o incremento inicial do parametro de carga. Como na técnica do comprimento de
arco, pode-se calcular o incremento de uma dada componente j do vetor de deslocamentos
para 0 passo corrente de carga de acordo com:

AUJ' :Auj(p,a)(ldllp,a)l/z (12)

onde Auj, 4 € Au; s30 os incrementos da componente j do vetor deslocamento no passo de
carga anterior e no passo de carga corrente, respectivamente. Tem-se, entdo, que a
componente j da solucdo incremental predita, Au®, deve satisfazer a seguinte relacéo:

A°(j)=Au; (13)
Usando-se a Eq. (6) em (13) chega-se a expressdo procurada para AN, ou sga
AN =Au; [ Sur () (14)

4. ESTRATEGIASDE ITERACAO

O parédmetro de carga iterativo, oA, € funcdo da estratégia de iteracdo, ou equacdo de
restricdo escolhida. Nado se pode esperar de nenhuma estratégia a mesmas eficiéncia na
resolucéo de problemas fortemente ndo-lineares. Procurando, entdo, uma maior flexibilidade



na escolha da estratégia de solucdo, foram implementadas no programa aqui desenvolvido os
seguintes métodos. iteracdo a deslocamento constante; iteracdo a comprimento de arco
constante; iteracdo com base na norma minima dos deslocamentos residuais.

4.1 Iteracdo a dedocamento constante
Powell & Simons (1981) estabeleceram uma estratégia incremental-iterativa baseada nos
seguintes procedimentos:
1. nasolucdo incremental predita, uma dada componente j do vetor de deslocamentos é
acrescida de uma certa quantidade especificada, conforme Eq. (12);

2. componente, entretanto, € mantida constante durante as iteragGes subsequentes,
de modo que a seguinte equacdo de restricéo deve ser respeitada:

Suk(j)=auf(j)+Nauf(j)=0 (15)
Resolvendo-se, ent&o, a equacao acima para S\, chega-se a
oA =-auk(j) k(i) (16)

4.2 Iteracdo a comprimento de arco constante

Crisfield (1981) e Ramm (1982) observaram, através de véarios exemplos numeéricos, que,
em problemas praticos com nimero elevado de variaveis, o "termo de carga’ da Eq. (4) era
desprezivel. Crisfield ent&o propds, que, a cada iteracdo, a seguinte equacdo simplificada:

AT ALK = A12 a7)
Usando as Egs. (8) e (7) em (17), chega-se a uma equacao quadréticaem oA, ou sgja
2
ASX +BoN+C =0 (18)

onde, A= 6u'F§T6u'F§ ; B= 26u',:§T(Au(k_1) +6u'g‘ ); e
C = (aut M +auf)T(au*V +auf)- a2

Com a resolucéo da Eq. (18), chega-se a dois valores de dA, 0A; e dA,, de forma que
deve-se escolher entre as soluges.

Auf = 2D+ qul +oXouy e Aus = au + quf + oAsdul (19)

aguela que mais se aproxima da solucdo incremental da iteracdo anterior, Au®*™Y. Essa escolha
deve prevenir que a solucéo regrida ao longo do caminho ja calculado. Um procedimento
simples a ser seguido, e que foi implementado nesse trabalho, consiste em se achar o0 menor
angulo entre Au® e Au®™. |'sso equivale a achar o méximo cosseno do angulo:

cos6; 5 = A DT AUk 7 12 = Ak DT (kD) 4 wg)/ A2 + 3h , 00D 3 1 212 (20)



Como (18) é uma equagdo quadrética, ela podera ter raizes imaginérias se B2-4AC for
menor que zero. Essa situacdo pode existir quando o incremento inicial do parametro de carga
for grande, ou se a estrutura exibir multiplos caminhos de equilibrio (Meek & Tan, 1984).

4.3 Iteracdo a norma minima dos deslocamentosresiduais

Chan (1988) apresentou uma estratégia onde, ao inveés de se usar restricdes geométricas e
de energia, elimina-se diretamente os deslocamentos residuais (deslocamentos iterativos, du)
em funcdo das forcas desequilibradas. O procedimento fornece a norma minima dos
deslocamentos residuais a cada iteracdo (M étodo dos Deslocamentos Residuais - MDR).

Para implementar o MDR, deve-se rescrever a componente j do vetor de deslocamentos
du¥, numa dada iteracéo k, na forma:

el =au(j)=auk(j)+orus(j) (21)

onde g é definido como um dado erro. A condi¢éo de minimos quadrados desse erro, paraum
sistema de m graus de liberdade, pode ser expressa por:

d( g(eﬁf)z )/ déA¢ =0 (22)
=1

A equacdo anterior é equivalente a condicdo da norma minima dos deslocamentos
residuais, escrita numa forma mais adequada como:

daukT sk s dax =0 (23)
Substituindo, entdo, a Eq. (7) em (23), e derivando essa com relacéo a A, chega-se a
SN = —auf dul I(SuR uy) (24)
5. EXEMPLOS

Dois exemplos sdo analisados nesta secdo: um arco abatido e um arco pouco abatido.
Essas andlises sfo feitas usando-se 0 modelo de elemento finito ndo-linear proposto por Alves
(1995) para sistemas estruturais reticulados planos e o méodo de Newton-Raphson
modificado acoplado as estratégias fornecidas na Tabela 1.

Tabela 1. Edtratégias de solucéo.

Incremento de Carga Iteracdo

Esrategial CD |\ Eq. (14): M0 =4uj/dur(j) |Eq. (16): oA ==dus(j)/ ui(i)

Ve - . 2
Estrategia2: CA -\ gq (11): M0 = +A1/ &l dur | Eq. (18): ASK” +B&IK +C =0

Estraegia3: MD |\ gq (11): A0 = 241/ JouT dup | Ec(24): 0X = —aulf aull /(aul dufy)




A Figura 2 fornece a trgjetoria de equilibrio do arco abatido (h/L = 0,02). Os resultados
obtidos pelo presente trabalho, usando a Estratégia 2: CA, sdo comparados com agueles de
Bergan (1980). Foram utilizados 8 elementos finitos na modelagem de apenas metade do arco.
Na Tabela 2 é feita uma comparacdo entre as diferentes estratégias implementadas nesse
trabalho. Bergan (1980) encontrou 0s seguintes valores para a carga p e o desocamento do
ponto central do arco: p = 0,35 e v/h = 0,52 (1° Ponto Limite); p = 0,08 e v/h = 1,47 (2° Ponto
Limite). Outros pardmetros relevantes empregados na solugdo numérica deste trabalho séo
destacados: incremento inicial do parametro de carga: AN =0,25; nimero de iteracBes
desgjadas: |4 = 5; etolerancia: { = 10-3; nmero méximo de iteracles: 21.

Observe, através da Tabela 2, a eficiéncia computacional das estratégias numéricas
implementadas nesse trabalho, onde se destaca a Estratégia 1: Controle de Deslocamentos.
Com apenas 6 passos de carga se chegou ao primeiro ponto limite; ja o segundo ponto limite
foi alcancado com 19 passos de carga. O tempo de processamento nessa tabela esta
relacionado ao uso de um Pentium 11 300 MHz, com 64 Mbytes de memoria RAM.

E=21umoMpa4‘ i # ‘ P 4 # 4 *

t= Xmm

045 fng};s/L L= 1000 marn J/?ni?es
0.40 | |
0.35
030
<
a 0.25
= 0.20
o
0.15 —— Presente Trabalho
0.10
0.05 Ponto A () Bergan (1980)
0.00 T [ | [ |
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00
v(central)/h
Figura 2 — Trgjetoria de equilibrio do arco abatido.
Tabela 2. Edratégias de solugdo para o arco abatido.
Estrat. | 1°PL:p | 1°PL:v | 2°PL:p | 2°PL:v | NPC: AB | t(s): AB
1. CD 0,34 0,50 0,08 1,48 25 2,3
2: CA 0,34 0,51 0,08 1,47 47 7,8
3: MD 0,34 0,51 0,08 1,47 47 7,6

Obs. PL = ponto limite; NPC = nimero de passos de carga; t(s) = tempo em segundos.

Os resultados da andlise do arco pouco abatido (/L = 0,25) sdo apresentados na Fig. 3 e
Tabela 3. Na Fig. 3 s80 mostrados os caminhos de equilibrio considerando os casos de
deformagdo simétrica (ponto limite, trajetdria primaria) e assimétrica (ponto de bifurcagéo,
trajetdria secundaria). No caso de deformacdo simétrica foram considerados 16 elementos
para metade do arco; para obtencdo da respogta pré e pés-bifurcacéo do arco, utilizou-se um
modelo estrutural completo discretizado com 32 elementos finitos. As coordenadas dos
pontos nodais desses elementos foram entdo desviadas de suas posi¢Oes originais (perfeita)
introduzindo-se pequenas perturbactes aleatorias.



A Figura 3 indica boa concordancia dos resultados obtidos neste trabalho, usando a
Edtratégia 1. CD, com agueles extraidos da literatura (Meek, 1991). Na Tabela 3 pode ser
visto o desempenho computacional das estratégias de iteracdo implementadas. Mais uma vez
destacase 0 emprego da estratégia que utiliza controle de deslocamento. O tempo
computacional, bem como o nimero de passos de carga, esdo relacionados com o caso de
deformacgdo simétrica (trajetoria primaria, ponto A até o ponto B).

E = 63,8 1d/mm’ P
E =2540mm
6.0 Tra'gztériapriméria l:: 2354;:;’:: r}
50 - h = 1016 mm
.
4.0
|
= 30 - i |
X7
~— —— Presente Trabalho
(a 2.0 Trajetéria secundaria
() M eek (1991)
L0 Ponto A Ponto B
L~
0.0 &— :
250 500 750 1000 1250 1389 1750
-1.0 v (central, mm)
Figura 3 — Trgjetorias de equilibrio do arco pouco abatido.
Tabela 3. Edratégias de solugdo para o arco pouco abatido.
Estrat. PL: P PL: v PB: P PB: v NPC: AB t(s): AB
1. CD 5,62 556,26 4,59 272,04 725 201
2: CA 5,62 555,73 4,59 273,73 7134 2079
3: MD 5,62 555,74 4,59 273,76 7134 2193

Obs. PB = ponto de bifurcacéo.
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NUMERICAL STRATEGIESFOR GEOMETRICALLY NON-LINEAR ANALYSIS,

Summary. This paper is concerned with the development of a general methodology for the
solution of systems of non-linear algebraic equations. The finite element method together with
an up-dated Lagrangian formulation is used to discretize the structure. The aim is to
implement and compare various numerical procedures that, associated with the usual
iterations of Newton type, allows one to obtain the response of the structure beyond critical
points. Among the most effective numerical procedures, it is worth to mention the linear form
of the arch-length method and its variations, the minimum unbalanced displacement norm
technique and the displacement control method.

Word-key: Non-linear analysis, Load incrementation strategies, Iterative strategies,
Equilibrium path.



