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Resumo. Expansdo de tecidos é uma conhecida técnica de cirurgia plastica reparadora.
Existem muitos estudos sobre o comportamento histolégico da pele apds a expansao, como
por exemplo seu afinamento. Alguns autores observaram o comportamento viscoelastico da
pele, mas desconhecemos um estudo matematico da pele submetido a expansdo. O presente
trabalho tem como objetivo a determinacdo de um modelo matemético para o fendmeno e a
sua solucdo através de métodos numeéricos.
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1. INTRODUCAO
1.1 Expanséo de tecidos conectivos

Expansdo € um processo fisiolégico, definido como a capacidade de uma membrana
aumentar em area superficial devido a uma deformagdo externa imposta. Ela pode ser um
fendémeno natural como, por exemplo, o crescimento da area superficial do abdémen durante a
gestacdo, e também pode ser um processo induzido artificialmente. Assim, técnicas ligadas a
cirurgia plastica reparadora tém sido desenvolvidas com o intuito de expandir a pele do
proprio paciente para utilizarla em enxertos (ex.: queimaduras ou grandes cicatrizes),
reconstrucdo mamaria (apos mastectomia), etc.

A expansdo artificial de tecido conectivo € um processo mais antigo do que se possa
imaginar. Tribos indigenas pelo mundo inteiro utilizam aderecos nos labios (conhecidos no
Brasil como botoques) e nas orelhas, a partir da capacidade do tecido se adaptar a um novo
formato ap6s uma deformacao induzida.

Para expandir-se a pele, implanta-se cirurgicamente 0 expansor sob a camada da pele.
Em seguida, através de um tubo externo, introduz-se um fluido que ira provocar o aumento do
volume inicia e, conseqlientemente, 0 aumento da area superficial da pele sobre o expansor.



Este é um processo lento, feito em etapas, até que se obtenha a érea superficial desgjada para
cadafim.

Para fins medicinais, a expansdo de tecido teve seus primoérdios em 1957, quando
Neumann usou um implante inflavel para reconstrucéo da microtia. Na época, ndo houve uma
boa aceitacdo no meio médico, mas sem duvida foi um trabalho a frente de seu tempo. Jaem
1976, Dr. Chedomir Radovan projetou um novo implante com base semi-rigida e controle de
injecdo. Apesar de tudo, novamente este método custou a ter seu potencial reconhecido
(Austad et al., 1982).

A partir de entdo, diversos trabalhos foram publicados, com o objetivo de descrever o
comportamento do tecido conectivo submetido a expansdo, do ponto de vista fisiolégico,
morfolégico e histoldgico. Foram usadas amostras da pele de suinos, para observacéo das
mudancas histomorfoldgicas durante a expansdo (Austad et al., 1982) e para comparagdo
entre os diversos formatos e dimensdes de expansores (Brobmann & Huber, 1985). Em seres
humanos, foram feitas observagbes a respeito do comportamento clinico de pacientes
submetidos a expansdo de tecido conectivo (Manders et al., 1984). Como descrito
anteriormente, a expansdo é feita em etapas e a dor sentida pelo paciente é um fator limitador
para cada etapa. Mas apds algumas horas, 0 desconforto diminui e a pele expandida parece
ficar menos tencionada. Este aspecto foi essencial para que, mais a frente em nosso trabal ho,
pudéssemos modelar a pele como uma membrana viscoel astica.

Ultimamente, hd um crescente interesse na técnica de expansdo. Ja foram feitos trabahos
procurando, através de formulagdo matematica, formatos de expansores. Atkinson (1988)
usou uma modelagem através de célculo variacional, sendo a &rea de pele expandida uma
funcdo minimizada pelo volume interno do expansor inflado. Também procuram-se novos
procedimentos de expansdo, visando um melhor aproveitamento da técnica. A técnica de
expansdo continua (Schmidt et al., 1991) promete uma area de tecido expandido maior que a
obtida em expansdo convencional, em bem menos tempo.

Finalmente, o objetivo principal deste trabaho € modelar matematicamente o
comportamento da pele, através da teoria da elasticidade para grandes deformacdes (Green &
Zerna, 1975) e equacdes constitutivas viscoel asticas.

1.2 Pele

A pele € uma estrutura complexa, composta por duas camadas principais. a epiderme,
camada superficial e mais fina (0,07mm-0,12mm) e a derme (1-4mm). A derme é uma
estrutura densa, composta por fibras embebidas em um melo coloidal. Estas fibras séo o
colageno, a elastina e fibras reticulares. As fibras de colageno sdo organizadas em fardos
paraelos a superficie da pele. Enquanto estas fornecem resisténcia e rigidez a pele, as fibras
de éastina formam uma rede, sendo responsaveis pelo retorno das fibras de colageno a sua
configuragdo inicial apos um carregamento ou deformagao ser aplicado (Oomens et al., 1987).

O meio coloidal € composto por polisacarideos e proteinas agrupados em
macromoléculas capazes de reter &gua. As propriedades mecéanicas da pele sdo comandadas
pela geometria e interacdo do colageno e arede de €l astina na derme.

1.3 Tiposde Expansor

O expansor é geramente feito de silicone e seu formato e tamanho varia conforme a sua
utilizagdo. Os expansores mais conhecidos sdo os redondos, ovais, retangulares e em formato
de meia-lua. No caso de reconstrucdo maméria, existem expansores que, ao serem inflados,
tém o formato do seio. O tamanho do expansor pode variar conforme a quantidade necessaria
de pele a ser expandida. Por outro lado, € comum 0 uso de dois ou mais expansores em um



mesmo local, apesar de trazer desconforto e mais riscos de infecgbes (Brobmann & Huber,
1985).

2. MODELAGEM MATEMATICA

Apo6s conversas com cirurgifes plésticos e através da observacdo do processo de
expansdo em fotos e videos (Maxwell et al., 1995), verificou-se que 0 comportamento da pele
€ variavel com o tempo. Em cada intervalo entre as etapas de expansdo, verificou-se
diminuicdo nas tensdes resultantes na superficie da pele (associada a diminuicdo da dor
sentida pelo paciente), mantido o mesmo volume, como pode ser observado
esguematicamente naFig. 1.
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Figura 1 - Representacdo esquemética do processo de expansdo

Em um tempo t = tp, com uma pressdo interna P;, tem-se um volume V;. Em t = ty,
mantendo-se 0 mesmo volume, tem-se uma nova pressdo P,, menor que P;. Aumenta-se a
pressdo a fim de aumenta-se 0 volume. Em t = t,, mantém-se o volume V,, mas a presséo cai
de P; para P,.

Assim, considerou-se que a pele submetida a expansdo pode ser modelada como uma
membrana viscoelastica, incompressivel, inicialmente plana, circular (formato mais simples
para uma primeira modelagem), com espessura indeformada H e raio a (correspondente ao
raio da base do expansor). Considera-se ainda que é fixa em sua borda, pois ndo ha
descolamento de pele na regido adjacente ao expansor, isto € ndo ha “peeling’. Esta
membrana € submetida a uma pressdo interna hidrostética P, podendo assim considerar que a
deformacdo é axissimétrica. Sua configuracéo deformada pode ser observada na Fig. 2, sendo
p er as coordenadas radiais das configuragoes indeformada e deformada, respectivamente, e z
acoordenada vertical deformada:



Figura 2: Configuracdo deformada

Procurou-se uma equagdo constitutiva para materiais viscoelésticos. Optou-se pela
equacdo de Christensen (1980), que é bastante ssmples e usualmente com bons resultados
guando comparado a dados experimentais;

g; = _péij Xk Xj,L[goéKL + gl(t)DEKL , (1)

onde o;; € atensdo de Cauchy, p € a presséo hidrostética despertada pela deformagdo imposta,
X x €X;, S3o gradientes de deformagdo, go € aresposta elastica do material, ga(t) € funcdo de

relaxacdo (dependente do tempo), E,, € o tensor de deformagBes de Cauchy-Green e §; e &

S50 deltas de Kronecker.
O asterisco na Eq.(1) representa uma integral de convolugcdo, comum em equacdes da
teoria da viscoelasticidade (Fliigge, 1967), e pode ser defina por:

o, (1) @)

t
9, LBy :‘!gl(t_r) g dr

Obtém-se entdo, a partir da Eq.(1), as tensdes nas direcles principais.

0,.(t)= %E mgw 0,() % B+ 0.0)0hs" -1f 3

1 4
0.0)=2+2?)dh +S0,0ck 20 o+ a.0ch -
o4,(t)=0 ©)

Define-se extensdo principa a raz&o entre os comprimentos deformado e indeformado ,

dS e ds, nas direcdes principais, € que no estudo da teoria da elasticidade para grandes
deformaces, € em médulo maior que a unidade:

_dS (6)



Reescreve-se as tensdes nas direcdes principais.

0.0)=" 55, +§gl(t)m(Af —1)5— G +lgl(t)m(A: —1)5 v
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A funcdo de densidade de energia de deformacéo, W,
W =W(A,,A,,A,), (10
permite escrever:
a,t)=2W, (12)
onde:

w=W"

LA

Pode-se entdo determinar a funcdo de densidade de energia de deformacéo para o
material em questao:

W=C, (72,2427 -3)+C, 00, +4," + A, -3)-2ifa 2 + 4,2 427 -3) (12
onde

Y% (13)

)= 2 .

O sistema de equacdes de equilibrio para a configuracéo deformada, segundo a teoria de
Green & Adkins (1970) é:

w(Tr)  dr
STRRALrTE (15)

B<1T1 +K,T, =P

onde K, s80 as curvaturas principais, P é a pressdo imposta, T, Sd0 0s vetores da resultante de
tensdes por unidade de comprimento.
Conhecendo a relacéo:

Ti =h |])'ii , (16)



onde h a espessura deformada, e aplicando as tensbes encontradas nas Egs. (7) - (9), temos
como equactes de equilibrio:

, , W, r (17)
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3. SOLUCAO NUMERICA

O sistema de equacdes de equilibrio ndo possui uma solugdo analitica conhecida. Por
isso, este sistema de equagdes diferenciais foi solucionado usando métodos numéricos. Usam-
se 0 método de Runge-K utta de 4% e 5% ordens acoplado ao método da “estimativa’ e o método
do relaxamento .

Transformando o sistema de duas equagdes ndo lineares de 2% ordem em um sistema de
quatro equagdes de 12 ordem, paratornar possivel a utilizagdo dos método numéricos, tem-se:

r=u (29
7=V (20)
_(rF+2G) (21)
T
yroy = (ZF-rC) (22)
A,
sendo
A0 O (23)
=1 (AW, -2
i W,, g\ Eﬁ % A TAVID )D
2 24
. (r2+22)H Prifr?+z 21y, E (24)
W, H pH
com as seguintes condicdes de contorno
r(p = O) =0 (25)
Z(p=0)=0 (26)
r(p = a) =—a (27)
Z(p = a) =0 (28)



3.1 Método de Runge-Kutta de 42 e 52 ordem

Em um primeiro momento, usa-se 0 método de Runge-Kutta, através do software
MATLAB, para resolver o sistema de equagdes diferenciais. Este método requer pouco
esforco computacional, porém se torna pouco pratico caso ndo se conhecam todas a condicdes
de contorno no ponto inicia (p = 0). Entdo é necessario “estimar” valores para as condicoes
desconhecidas (no caso do problema, z e r’), o que fica mais trabalhoso ainda se as
propriedades elésticas e viscoelasticas do material ndo forem conhecidas (no caso de sua
determinac&o experimental).

3.2 Método do Relaxamento (“ Relaxation method”)
O método do relaxamento (Press et al., 1992) se revela mais pratico. As equacdes

diferenciais séo substituidas por equacdes de diferencas finitas em um conjunto de pontos
pertencentes ao dominio de integrag&o.

<l

o_|o.
X

_ S - +X1 Y T Vi
= 90y) 90 =S~ - o) I Brso @)
onde x € avariavel independente, y é o conjunto de variaveis dependentes, § € afuncéo que
relacionax ey, ek € o indice relativo a um ponto qualquer no dominio (k=1,M ;M éon°
de pontos escol hidos no dominio).
Conhecendo as condicdes de contorno nos pontos inicia e final, estipula-se os valores

das variaveis dependentes em cada ponto do dominio. InteracBes sdo feitas para gjustar
(“relaxar”) os valores inicialmente fornecidos até val ores bem proximos da solugéo real.

_—“chute’ inicial

1] nteragion

2 dnteracio~_

~ Valor red

Figura 3 — Representacéo Esguemética do funcionamento do método do relaxamento
4. VALIDACAO DA MODELAGEM

Para a validacdo da modelagem, foram usados os dados experimentais de Brobmann &
Huber (1985), em porcos. Considerando a espessura da pele suina como 4 x 10> m e que
foram usados expansores redondos de 6 x 10> m de diametro e volume inicial 40 x 10° m®.
Tem-se 0s seguintes dados:



Tabela 1. Dados experimentais de Brobmann & Huber (1985)

Tempo () Pressio (Pa) Volume (m°)

0 1866,67 40x 10°
777600 1266,67 40x 10°®
777600 2933,33 60x 10°

1123200 1733,33 60 x 10°®

Com estes dados, usando a modelagem do presente trabalho foi possivel encontrar as
constantes elésticas e viscoelésticas da pele do porco. Utilizou-se, como relagdo entre a
constante el astica e a viscoel astica, afuncao sugerida por Fung (1981):

g.(t) = goe™, (30)

sendo a afrequénciado material.

Sabendo que a0 se inflar 0 expansor até um volume de 40 x 10° m®, este ainda néo se
deforma, pois seu volume indeformado também é 40 x 10° m® tem-se como constante
elastica da pele suina go = 5784,31 Pa e fregiiéncia a = 2,8935 x 10° s*. Na Fig. 4, pode-se
observar a configuracéo deformada para os dados encontrados.
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Figura4 — Membrana deformada

No entanto, ao se inflar o expansor até um volume de 60 x 10° m®, tanto a pele quanto o
expansor se deformam. Entdo, nesta etapa, deve-se considerar as tensdes existentes, devido a
deformacédo anterior. Esta etapa seré estudada futuramente.



5. CONCLUSAO

Em trabalhos feitos anteriormente (Oomens et al., 1987), a pele foi considerada como
hiperelastica para a simplificacdo da modelagem. Neste caso, foram desprezadas a
propriedades viscoelésticas que ja foram constatadas experimentalmente e que
obrigatoriamente devem ser atribuidas a pele.

Portanto, a inovagcdo do presente trabalho € a modelagem matematica da pele sob
expansdo, considerando-a uma membrana viscoelastica, e a sua comparagdo com dados
experimentais da pele de porcos (Brobmann & Huber, 1985), permitindo assm a
determinac&o de suas constantes €l asticas e viscoel asticas.

Ao mesmo tempo, o0 méodo numeérico de relaxamento se mostrou rapido e eficiente, em
comparacao ao método de Runge-Kutta, tradicional mente usado em problemas axissimétricos.
Ele se mostrou especia mente préatico para a determinagdo de parametros experimentais.

Futuramente, pretende-se estudar a superposicdo de tensdes em grandes deformacdes,
afim de obter-se 0 comportamento viscoelastico de uma membrana sujeita a deformacdes
sucessivas.
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NUMERICAL ANALISYSOF VISCOELASTIC MEMBRANESAND
BIOMEMBRANES SUBJECTED TO EXPANSION



Abstract. Tissue expansion is a well-known plastic surgery technique. There are many studies
of histological behaviour of skin after expansion, as an example, changes in its thickness.
Many authors have seen the viscoelastic behaviour of skin, but there is no complete

mathematical work studding it. This paper has its purpose the determination of a numerical
model.
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