cEoOaAEm 929

XV Congresso Brasileiro de Engenharia_Mecdnica
a n & W e c

r B ra X angress a nica ngineearing

22 -2 de Novembro de 1333/ November 42 - 26, 1909 J'iyr.raa de Linddia, 540 Pawlo,

DETERMINACAO ANALITI CA E VERI FICACAO EXPERIMENTAL DO
COMPORTAMENTO VIBRATORIO DE VIGASACOPLADASA SISTEMAS
DISCRETOS

Jos£ B. de Medeiros

Prof. Moysés Zindeluk

COPPE/Universidade Federal do Rio de Janeiro
Programa de Engenharia Mecanica

Laboratério de Acustica e Vibracoes
moyses@serv.com.ufrj.br

Prof. Halei F. de Vasconcelos

CCEN/Dpto. De FisicalUniversidade Federal da Paraiba
Mercurio@jop.sol.com.br

Resumo. O problema da vibracéo de sistemas continuos combinados com sistemas discretos,
de grande importancia para a engenharia, tem sido objeto de varios estudos. Muitos sistemas
mecanicos e estruturas como pontes, veiculos, oleodutos e gasodutos com suportes
intermediarios sdo exemplos desses sistemas. No estudo de vigas sdo freqlentes os casos
onde encontramos vinculos flexiveis, apoios intermediarios e ligacbes com massas
concentradas ou sistemas vibratérios discretos. Nas aplicacOes a controle de vibragdes, a
modelagem é requisito de projeto, especialmente quando os sistemas concentrados atuam
como neutralizadores dinamicos. Em controle ativo, quando os excitadores ndo estédo
ancorados a estruturas auxiliares, caso da ancoragem inercial ou “ sky-hook” , € essencial
incorporar suas caracteristicas ao modelo do sistema. Além da complexidade da questdo, que
exige truncamento de modelo e métodos aproximados para sua solucdo, a realizacao
experimental e aplicacdes tornam necessaria a construgdo de protétipos. No presente
trabalho sera apresentado um exemplo de desenvolvimento analitico para determinar as
freqiéncias e modos naturais de sistemas combinados e apresentados resultados
experimentais. O modelo do experimento é uma viga Euler-Bernoulli engastada-simplesmente
apoiada, com mini-excitadores eletromagnéticos presos em posi¢cdes no seu vao. Os sinais
para determinacdo das frequéncias naturais sdo adquiridos com as proprias bobinas dos
mini-excitadores e com acelerémetro piezoel étrico.
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1. INTRODUCAO

O estudo de vigas simples fornece informacfes preciosas sobre o comportamento de
estruturas, entretanto, na prética sdo freglentes os casos onde encontramos vigas com



vinculos flexiveis, apoios intermedidrios, ligagbes com massas concentradas, sistemas
vibratorios discretos e combinacdes desses sistemas. Estes casos tém um modelo matematico
mais complexo e devido a sua grande importancia para a engenharia tém sido inspiracéo para
elaboracdo de muitos trabalhos, como os de Bergman et a. (1998), Dowel (1979), Jen et al.
(1993), Liu & Huang (1998), Nicholson & Bergman (1986), Nicholson (1986), White &
Heppler (1995) e Yang (1992).

2. VIBRACAO LIVRE DE VIGAS ACOPLADAS COM SISTEMAS DISCRETOS

Considere-se uma viga uniforme de comprimento |, engastada/simplesmente apoiada, que
segue 0 modelo de Euler-Bernoulli e com amortecimento desprezivel, acoplada em R pontos
com massas concentradas e osciladores ndo amortecidos de um grau de liberdade como ilustra
a“Fig. 1".
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Figura 1 — Viga acoplada com massas concentradas e oscilaores

Na auséncia de carregamentos externos, as equactes do movimento do sistema sao dadas,
Medeiros (1999), para aviga com as massas, por:
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onde y(x,t) € o deslocamento transversal da viga; E € o modulo de elasticidade; | € 0 momento
de inércia da secdo transversal; p € a massa por unidade de comprimento; d(x-h;) é a funcéo
generalizadade Dirac e Fi(t) é a forca de contato provocada pelo i-ésimo oscilador sobre o
ponto x=h; daviga.

Para cada uma das massas concentradas, a equacéo do movimento é:
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onde z(t) € o deslocamento da i-ésima massa sismica Mg fixa elasticamente a massa da base
My, através da i-ésima mola com constante elastica K;. As expressoes
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calculam as forcas desconhecidas de contato.
Admitindo-se que:

y(x,1) =Y (x)n(t) (4)

z.(t)=A,Y(X)N(1) 5

onde A; é uma constante a ser determinada, e substituindo-se as “Egs. (3), (4) e (5)” na
2

“Eq. (1)”, depois de se determinar % z,(t) atravesda“Eq. (2)”, vem:

o C 2
s VO ME A DI Sy

R B (6)
B+ > MBS )Y "0

onde:

w, = /% , @ afrequéncia natural do i-ésimo oscilador e
o’ é a constante de separacso. A “Eq. (6)” implica que a separacéo de variaveis é possivel e
gue, naturalmente, a dependéncia do movimento no tempo € harmdnica da forma:

n(t) = C,sin(wt) + C, cos(wt) @)
Usando-se as “Egs. (2), (4), (5) e (7)” encontra-se a constante A; como sendo:
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gue, substituidana“Eq. (6)” levaa:
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As solugdes ndo-triviais da “Eqg. (9)” com as condicdes de contorno homogéneas para a
viga engastada-simplesmente apoiada da “Fig. 1" sdo as autofungdes (modos naturais de
vibrago) Y (x) e seus respectivos autovalores wy. E interessante notar que se w,' = wy;, onde
o' é uma freguiéncia natural do sistema sem o oscilador i, entdo o i-ésimo oscilador atuara
como um neutralizador dindmico para o sistema, desde que x=h;, ndo seja um né do modo
natural Y(x) do sistema primitivo. O sistema combinado ndo tera mais a freqiiéncia natural
w, = , surgindo duas novas frequéncias w, <w, € w,,; >w; .



A solucéo analitica da “Eq. (9)” com as condi¢cdes de contorno homogéneas pode ser
encontrada através do uso da funcéo de Green para a vibracdo da viga original. A funcdo de
Green G(x,¢&,B) que satisfaz o operador

Ei%—s“ ES(X,E;BF&X—E) (10)

onde

B*= = (11)

e as condicbes de contorno homogéneas :
YO)=Y'(0)=Y()=Y"(1)=0

gue éo caso davigada“Fig. 1” &
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onde
f (& B) = —sen(Bx) cos(Bl)senh( B - B&) —sen(Bx) cosh(Bl)sen(B¢ - A)
e 23°(sen(B1) cosh(31) — cos(fB) senh(31)
f(xE:B)= cos(Bx)sen(Bl) senh(Bl — B¢) + cos(Bx) senh(B) sen(B - B)
e 23°(sen( ) cosh(1) — cos(f) senh(31)
f (&)= senh(Bx) cos(Bl ) senh( Bl = B&) +senh(Bx) cosh(Bl)senh(BE - B)
s 23°(sen(p1) cosh(f) — cos(Bl) senh(31)
(0 & B) = —cosh(Bx)sen( 1) senh(Bl — B¢) — cosh(Bx) senh( A1) sen(BS - Bl)

23°(sen( ) cosh(A) - cos(B) senh( )

A solucdo da“Eq. (9)” é entéo:
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Fazendo-se x - h; paraj=1,2,...,R obtém-se um sistema de equacdes para Y (h):
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onde djj €o delta de Kronecker.

Anulando-se o determinante da matriz dos coeficientes da “Eq. (14)”, define-se a equacéo
caracterigtica para os autovalores ). A solugdo ndo trivial da “Eq. (14)” correspondente a
w=w, determina a forma da linha elastica da viga Y n(x) para o n-ésimo modo natural do

sistema combinado usando-se a “Eq. (13)”. A solucgdo trivial corresponde aos modos triviais
Y n(x)=0 ou a osciladores localizados somente nos nds dos modos naturais Y ,(x) daviga.

3. MONTAGEM EXPERIMENTAL

Neste trabalho, visando-se verificar as frequéncias naturais obtidas analiticamente, foi
montada uma bancada experimental como mostrado na“Fig. 2”.
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Figura 2 — Montagem experimental

Nesta figura apresenta-se um sistema combinado formado pela juncdo de mini-
excitadores eletromagnéticos a uma viga de aluminio comercial de comprimento I=1 500 mm
(sistema de base), largura 50,4 mm, espessura de 3,2 mm, médulo de elasticidade
E=72,5 GPa, massa por unidade de comprimento p=0,45 kg/m. Tal viga teve seu modulo de
elasticidade, massa por unidade de comprimento, modos e freqiiéncias naturais determinados
experimentalmente por Ripper, (1994).

3.1. Mini-Excitadores

Os mini-excitadores eletromagnéticos utilizados nesta montagem fazem parte de uma
linha de excitadores projetados e construidos no Departamento de Tecnologia Mecanica
(DTM) da Universidade Federal da Paraiba (UFPB) — CAMPUS I, e encontram-se em



operacéo desde 1988 (Vasconcelos, 1994, 1996,1997). Esse tipo de excitador, ilustrado na
“Fig. 3", pode ser utilizado como excitador ou como transdutor para captar vibracdes, sendo
o sinal produzido proporcional a velocidade instatdnea. Neste trabalho os mini-excitadores
s80 modelados como sistemas discretos acoplados a viga e utilizados como transdutores,
permitindo a verificacdo experimental dos fatores A;.
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Figura 3 — Mini-excitador eletromagnético

No experimento, cada mini-excitador foi acoplado a viga pelo cabecote. Assim, na
realizacéo de calculos Mb é a massa do cabegote e Ms € a massa da base ver “Figs. 2 e 3".
Dois mini excitadores, com caracteristicas distintas, foram utilizados: o mini-excitador 1, que
tem freqUéncia natural f,=18,7 Hz e o mini-excitador 2, f,=21,7 Hz. As massas do cabecote e
da base do mini-excitador 1 sdo respectivamente, 94 g e 166 g e as massas do cabecote e de
base para 0 mini-excitador 2 s respectivamente, 99 g e 166 g.

3.2. Aquisicao dos sinais

Nesta realizacdo experimental os sinais de vibracdo provenientes da viga, monitorados
pelos mini-excitadores, foram aquisitados em um microcomputador padréo IBM/PC via placa
conversora analégico/digital (ADC) LYNX, juntamente com o software de aguisicdo e
monitoracdo de sinais fornecido por este fabricante, 0 AQD4 (AQDADOSA).

4. RESULTADOSE DISCUSSAO

A “Tabela 1” indica as cinco primeiras freqiéncias naturais em Hz, da viga da “Fig. 2’
correspondente ao espectro da“Fig. 4”.

A “Fig. 4" mostra as cinco primeiras freqliiéncias naturais do sistema da viga (sistema de
base) sem sistemas acoplados. O espectro apresentado nesta figura foi obtido utilizando-se um
acelerdmetro piezoelétrico fixado em um ponto conveniente.

Conforme a “Fig. 2", foram acoplados ao sistema de base (viga simples), um ou dois
mini-excitadores. Realizaram-se medicbes para determinacdo das frequéncias e modos
naturais da viga simples e do sistema combinado em duas situacfes. 0 mini-excitador 1
acoplado em x=h;=527 mm do engaste, correspondendo a um sistema combinado cujas
primeiras cinco frequéncias naturais, calculadas pela “Eq. (14)” estdo apresentadas na coluna
1 da “Tabela 2" e as cinco primeiras freqliéncias naturais determinadas experimentalmente
estdo na coluna 2 desta mesma tabela e correspondem ao espectro mostrado na “Fig. 57, o
mini-excitador 1 acoplado em h; e o mini-excitador 2 acoplado em x=h,=1 222 mm do
engaste, correspondendo a um sistema combinado cujas primeiras cinco freqléncias naturais,
calculadas analiticamente pela “Eq. (14)” estéo apresentadas na coluna 1 da “Tabela 3" e as



cinco primeiras frequiéncias naturais determinadas experimentalmente est&o na coluna 2 desta
mesma tabela correspondendo aos espectros mostrados nas “Figs. 6 e 7.

Tabela 1. Fregtiéncias naturais (Hz) davigada“Fig. 2".

1 2 3 4 5
5,078 16,41 34,38 58,59 89,45
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Figura 4 — FreqUéncias naturais da viga
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Figura 5 — Espectro de amplitude do sistema combinado (viga
mais mini-excitador 1 em hy)
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Figura 6 — Espectro de amplitudes do sistema combinado (viga mais o mini-excitador 1 em hy
e 0 mini-excitador 2 em hy), sinais obtidos através do mini-excitador 1.
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Figura 7 — Espectro de amplitudes do sistema combinado (viga mais 0 mini-excitador 1 em hy
e 0 mini-excitador 2 em hy), sinais obtidos através do mini-excitador 2.

Tabela. 2. FreqUéncias naturais do sistema combinado: viga mais o
mini-excitador 1 em h;.

n | “Eq. (14)” Res. Experimentais Erro (%)
1 4,22 4,29 1,63
2 12,54 12,30 1,91
3 25,55 24,61 3,68
4 34,40 34,77 1,06
5 56,80 56,84 0,07

Tabela. 3. FreqUéncias naturais do sistema combinado: viga mais o
mini-excitador 1 em h; e 0 mini-excitador 2 em hs.

n | “Eq. (14)” Res. Experimentais Erro (%)
1 3,80 4,10 7,31
2 9,78 9,57 2,15
3 21,85 18,55 15,10
4 26,06 23,24 10,82
5 32,07 33,79 5,09

Como visto, os afastamentos entre os resultados tedricos e experimentais sdo maiores
guando acoplamos mais de um sistema discreto a viga. Estes afastamentos podem ser
justificados pelos seguintes motivos. as medicdes feitas com sO um mini-excitador foram
propositalmente feitas com o mini-excitador 1, tendo em vista 0 seu baixo amortecimento
percentual, ficando-se assim, com um sistema combinado em teste, bem préximo das
condicdes ideais, ou seja, vibracdo livre sem amortecimento; com apenas um mini-excitador
acoplado aviga € mais fécil aliviar-se o carregamento de tracéo que este provoca sobre a viga,
e caso permaneca algum carregamento residual, pela falha do sistema de alivio de carga
improvisado, este ndo causard efeito significativo; com apenas um mini-excitador também é
mais facil, utilizando-se do sistema de alivio de carga, compensar a curvatura estética sofrida
pela linha elastica da viga devido a0 momento estatico causado pelo peso do excitador;
guando se acoplam o mini-excitador 1 e o mini-excitador 2 a viga, além do mini-excitador 2
ter um amortecimento maior, esse amortecimento se somarg, de qualquer maneira, ao
amortecimento do sistema combinado como um todo. Nesta situacéo, também torna-se mais



criticaa curvatura da linha elastica da viga, pois agora serdo dois momentos de flexéo estética
aplicados em pontos distintos e o fato de adicionar-se mais um carregamento residual de
tracéo.

Outro aspecto que torna mais critica a realizacdo do experimento com o mini-excitador 1 e
0 mini-excitador 2 acoplados a viga € também o carregamento dinamico de tragdo que ocorre
na viga. Quando a viga curva-se 0 apoio simples na extremidade inferior da viga permite um
pequeno deslocamento do centro de gravidade do sistema como um todo, havendo um
aumento ou diminuicdo, variavel com a freqliéncia a qual o sistema encontra-se vibrando, de
sua energia potencial. Isto porque o sistema de alivio da carga dos mini-excitadores, como
mencionado, ndo consegue neutralizar totalmente este carregamento.

Também € notével que em todas as situacbes houve um erro maior entre os resultados
tedricos e 0s experimentais na regido compreendida entre a terceira e a quarta frequiéncia
natural do sistema combinado uma vez que neste intervalo ha uma interacdo dindmica muito
grande entre a viga e os mini-excitadores, que tém suas freqUiéncias naturais nesse intervalo.

5. CONCLUSOES

Neste trabalho ficou destacado o uso da funcdo de Green, ou segja, o coeficiente de
influéncia do sistema de base (sistema continuo), para a andlise dindmica de sistemas
combinados tais como vigas acopladas com sistemas discretos. Ficou também comprovada
uma das maiores virtudes da utilizacdo de métodos analiticos para o estudo de sistemas
complexos, que s80 as ricas e transparentes informacdes que o equacionamento final nos
propde.

Quanto a redizacdo experimental, também nd fica nenhuma dlvida sobre sua
necessidade, pois a medida em que incorporam-se sistemas que interagem dinamicamente
com o sistema a estudar, surgem os mais diversos tipos de complicagbes que requerem,
muitas vezes, engenhosos artificios para se contornarem. Os mini-excitadores mostraram-se
excelentes transdutores de vibracéo, pois além de mostrarem-se bastante estaveis dispensam o
uso de pré-amplificadores de sinais.
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EXPERIMENTAL AND ANALYTICAL DETERMINATION OF THE
VIBRATORY BEHAVIOUR OF BEAMSCOUPLED TO DISCRETE
SYSTEMS

Abstract. The problem of vibrations in systems that combine continuous and discrete
components is of great importance in engineering, having been the subject of various
investigations. Beams with flexible constraints, intermediate supports, concentrated masses
and discrete vibrating attachments are quite common. In control engineering, an accurate
modeling of such systems is very important, especially when concentrated masses are used as
passive or active vibration reducers. Thus, in an active control setup, with the control
vibrating masses not anchored to an auxiliary structure, configuration that is known as “ sky-
hook” , it is essential to incorporate their dynamic characteristics into the system model. Due
to the complexity of the model, which requires truncation and approximations, experimental
data from prototypes are essential for . This work presents both an analytical model for
evaluating the natural frequencies and the respective mode shapes of coupled systems,
combining continuous and discrete components, and the results obtained with an
experimental model of such a system. This model consists of a clamped-simply supported
Euler-Bernoulli beam, with two small electromagnetic vibration exciters attached to selected
points of the beam. The natural frequencies of the system were obtained from measurements
using a piezoelectric accelerometer and the coils of the exciters.

Keywords. Vibrations, Structural Dynamics, Coupled Systems.



