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Resumo: O objetivo deste trabalho é apresentar uma nova técnica para solucdo numérica de
problemas de conveccdo-difusdo. Neste método, a discretizacdo ao longo das linhas de
corrente, originalmente desenvolvidada para elementos finitos, foi adaptada para o caso de
volumes-finitos. Basicamente, apenas o tratamento do termo convectivo € modificado,
mantendo-se a forma classica dos demais termos da equacdo. O acoplamento pressdo-
velocidade é tratado pelo método PRIME. Um comparacdo dos resultados obtidos para
escoamentos simples com solucdes obtidas por outros métodos indicam uma boa precisao da
técnica utilizada.
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1. INTRODUCAO

A simulacdo numérica de escoamentos requer a solucdo de equacbes diferenciais
parciais. Estas equacOes expressam as leis de conservagcdo de massa, momentum e energia.
Através do processo de discretizacdo obtem-se um sistema de equacfes algébricas que, na
maioria dos casos, é resolvido sucessivamente para cada variavel dependente (Patankar e
Spalding, 1970). Existe, também, a possibilidade da solucéo ser acoplada, envolvendo todas
as variaveis dependentes simultaneamente (de Lemos, 1996). Em engenharia, as soluces
numericas sdo geramente baseadas no Método de Volumes Finitos- MVF (Spalding, 1972,
Patankar & Spalding, 1967), no Método de Diferencas Finitas - MDF (Cebecci et al. 1981,
Hoffman, 1993) ou no Método de Elementos Finitos - MEF (Rice & Schnipke, 1985).



No processo de solucdo iterativa de sistemas de equacles agébricas, discretizadas a
partir das equacdes de Navier-Stokes, surge o problema do acoplamento presséo-vel ocidade.
Nos problemas de escoamento incompressivel, onde a massa especifica € funcdo apenas da
temperatura, a equacdo de estado ndo € utilizada para a determinagdo da presséo. Surge,
entdo, o problema de se encontrar uma equagdo para avancar os valores de pressdo em cada
ciclo de iteracéo.

Existem vérios métodos para tratar do acoplamento vel ocidade-pressdo, cujo objetivo é
criar um algoritmo para avancar os valores de pressdo. A motivacao fisica a ser observada no
desenvolvimento de agoritmos para o tratamento do acoplamento pressdo-velocidade é
satisfazer a equacdo da continuidade. Os precursores no desenvolvimento de métodos para o
acoplamento presséo-velocidade foram Harlow e Welch, (1974), Chorin, (1967) e Amsdem
& Harlow, (1970). Entre os métodos existentes na literatura, sdo citados o SIMPLE,
desenvolvido por Patankar e Spalding (1967); o SIMPLER, proposto por Patankar (1980); e 0
PRIME, apresentado por Maliska (1988).

O objetivo do presente trabalho € aplicar a técnica de discretizacdo da egquacdo de
Navier-Stokes, utilizando a metodol ogia de volumes finitos aqui desenvolvida, para a solucéo
de problemas de escoamento de fluidos incompressiveis, em regime laminar, usando o
método PRIME no tratamento do acoplamento presséo-vel ocidade.

Nesta técnica, busca-se a reducédo do problema da difusdo numérica (Fernandes e de
Lemos, 1988) através da discretizacdo das equacOes ao longo das linhas de corrente. Esta
metodologia € de facil implementagdo e permite obter resultados satisfatérios com malhas
ndo muito refinadas.

2. METODO
As equacdes de Navier-Stokes para escoamento laminar, juntamente com a equacdo a
continuidade, adimensionalisadas, séo:
Equacéo da continuidade

5P+ (p)=0 @

Equacdes de Navier-Stokes

ou du_2J0 _ou J _du dp
PU—+PVE—&(/_&) _(I—E) o (2)
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massa especifica, u,v os componentes do vetor velocidade, | a viscosidade dindmica, s a
coordenada ao longo da linha de corrente e us 0 vetor velocidade tangente a coordenada s.

2.1 Obtencéo de variaveis a montante

Neste trabalho desenvolveu-se uma técnica de discretizacdo do termo de adveccgdo
semelhante a técnica de Rice & Schnipke (1985) baseada no MEF, visando aqui sua
adaptacéo a0 MVF. Os termos convectivos das Eqg. (2) e (3) podem ser rescritos em
coordenadas de linha de corrente (s,n), Fig. 1, naforma:
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Figura 1- Coordenadas de linhas de corrente

A maha computacional mostrada na Fig. 2 define quatro volumes de controle, que
possuem, em comum, o ponto nodal P. Admite-se, a priori, que o ponto P sgja um ponto
nodal "downwind", isto € um ponto a jusante de uma linha de corrente no escoamento e que
(X',y') sdo coordenadas da linha de corrente a montante do ponto nodal P. Supde-se ser
conhecido o vetor velocidade v no ponto P. O critério de escolha do volume de controle
referente ao ponto nodal P pode ser exemplificado como segue: se o vetor velocidade no
ponto P estiver dirigido para o quadrante | da malha computacional (Fig. 2), a linha de
corrente estara, necessariamente, no quadrante |l e as coordenadas (X',y') estardo,
necessariamente, nos lados s (sul) ou w (oeste) do quadrante 111 (ou coincidirdo com os
pontos nodais S ou W). Neste caso, 0 quadrante Il torna-se 0 volume de controle para a
integracdo das equacdes 2 e 3. Raciocinio andogo pode ser aplicado no caso das outras
direcOes possiveisde V .

A localizacéo do ponto (X',y’) a montante da linha de corrente pode ser avaliada a partir
de fatores de interpolagéo F,eF,, como feito por Rice & Schnipke (1985). Os valores de

F, e F, sdo definidos pelas expressdes abaixo, em fungédo das vazdes massicas nas fronteiras
do volume de controle (Fig.3):

F,= max{min(abs(%), 1,0} 7)
3
F = max{min(abs(%), 1,0} (8)
1
As vazdes méssicas podem ser avaliadas pelas expressdes (Fig. 3):
Ys Xs
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Figura 3 -Vazles méssicas e fatores de
interpolagbes relativas a um volume de
controle no terceiro quadrante.

Figura 2 — Esquema para visualizacdo do
ponto a montante de um ponto nodal P.

Neste trabalho, supbe-se que toda varidvel dependente segja definida nos pontos nodais da
mal ha computacional. Para obter o valor de qualquer variavel no volume de controle e em sua
supexrficie, faz-se entdo se uma interpolagdo linear. Para o caso de fluidos incompressiveis, a
integracéo das expressdes acimaleva a

F = %p(VSN +Vg)(Xs - Xgw) (13)
F= 2 Ps +U:) (YY) (14)
Fa= 2P0+ W)Xy o) (15)
Fu= (U +0) (Vs = Yo (16)

A Fig. 3 mostra como Fp e Fp sdo orientados no volume de controle em relagdo ao né

"downwind" P. Os fatores de interpolagdo variam de zero aum. Se 0 ponto a montante estiver
no lado 1, o valor Fp sera um numero entre zero e um e Fp serdigual a um. Se o ponto a

montante estiver no lado 4, Fp, serdigual aum e Fp tera valor entre zero e um. Se 0 ponto a
montante coincidir com o ponto nodal SW, entéo, FpeFn serdo ambos iguais a um. Apos



calcular os fatores de interpolagéo, podem-se determinar as coordenadas (x’,y’) do ponto

"upstream” e o valor da propriedade @ neste ponto. Se 0 ponto nodal P for um ponto
"downwind" para alinha de corrente que passa pelo terceiro quadrante, entdo, supde-se, neste
trabalho, que:

X = (1-Fp )%y +(1-F) )X + FoF Xy (17)
y =(1-F )Yy +(1-F,)ys + FoF, sy (18)
¢=01- Fp)(R/v +(1- Fn)(ps + FoF sy (19)

Expressdes similares podem ser obtidas para outros nés situados em quadrantes diferentes.

3. DISCRETIZACAO DASEQUACOESDE NAVIER-STOKES

Para obter um esquema de discretizagéo das Eq. (2) e (3), deve-se definir o quadrante no
gual serd feita a integracdo. Considere a malha computacional apresentada na Fig. 2.
Integrando as Eq. (2) e (3), no terceiro quadrante dessa figura, tem-se:

en (?U B en (? (?U en a (?U _ en ‘9p
JV'JS' pusgdxdy —JV'JS'&(I' &)dXderJv—Js—E(r E)dxdy { ! &dxdy (20)
en a\/ _end av end av _eﬂdp
'v['!'pusgdxdy —Jv’l’;(l' &)dxdy +Jv"!’@(l'?)dxdy 'v[-]s’@dxdy (22)

Nas Eq. (20) e (21)
0s termos advectivos podem ser aproximados por

i oy =0,2 o “
i ooy =0, o =

onde As=./(% = X)?+ (¥, —¥)? e u, =,uZ+v2, sendo X-y' e v-U' as coordenadas e

velocidades no terceiro quadrante; respectivamente, a montante da linha de corrente.
Integrando as Eq. (20) e (21)

com o0s termos convectivos aproximados pelas Eq. (20) e (23)

tem-se,
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Admitindo que as propriedades nas fronteiras em e, w, n e s sgjam obtidas pela média
aritmética dos valores das propriedades nos pontos nodais adjacentes, as Eq. (24)
e(25)
tornam-se:
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podem ser rescritas como

A -
Up = U, —(a—y)(pe— p,) =0, -di(p, - p,)
P

~ AX ~ v
Ve :Vp _(_)(pn - ps) :Vp _dp(pn - ps)
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Vo = (BVe +ayMy +ayVy +aVs +h))/ap
d; :& e d;; :g
3 3

4. EQUACAO DA PRESSAO

(27)
(28)

(29)

(30)
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(32)

(33)

(34)
(35

(36)

Para obter uma equagdo para determinar o campo de pressdo, integra-se a equagdo da
continuidade, Eg. (1), no volume de controle, envolvendo o ponto nodal P da Fig. 4, fazendo,

jV'J:' %(pu)dxdyiji’ %(pv)dxdyzo

Ay(u, —u,) +AxX(v, +v,) =0

(37)

(38)

onde os indices e, w, n e s representam as faces leste, oeste, norte e sul do volume de

controle.



Substituindo as Eq. (32)
e(33)
em (38)
, tém-se

Ay(l]e _d:(pE - pP) _aw +de\l/( P — n/\/)) + (39)
AX(On _dr\1/(pN - pP)_\75+d:(pP_ ps)) =0
0, = (0 +0,)/2 €0, = (D, +0,)/2

. e © e e (40)

vV, = (Vv +Vp)/ 2 e Vo =(Vy +V)/2
Fazendo ainda
a. =Ayd;, a, =Ayd,, a,=Axd, e a, =Axd
b = Ay(d,, ~G,) + AX(7, ~V,) (42)
A Eq. (37) torna-se

3 Pp = 8cPe +ay Py + &y Py +asPs +h, (42)
5. RESULTADOSE DISCUSSAO

Para vaidar o modelo proposto, foram | T T

simuladas as solucbes dos dois problemas
apresentados a seguir.
5.1 Jato laminar bidimensional w . . e

O efluxo de um jato em regime laminar,
expandindo em um meio em repouso, foi
resolvido analiticamente por Schlichting (1968),
obtendo a solucéo:

S! SE

Figura4 - Volume de controle para

equacao de pressdo.
o1 tanh?¢
um
K.y
onde un, € o valor maximo da velocidade, § = 0.2752(—;)* o K € o momento cinemético e
Ve 7

V a viscosidade cinemética. Para a solugdo numérica deste mesmo problema foram aqui
usadas as equacdes discretizadas anteriormente com as seguintes condi¢des de contorno:

emx=0 u=1naaberturado jato
u =0 naparede

emx=1 @:Oevzo
0x
ou . . .
emy =0 a—:Oev:O(reglaodesmetna)
y
emy=1 a—V=0eu:O
ay



Os resultados, calculados com para uma malha computaciona de 31x31 pontos nodais,
estdo plotados na Fig. 5. A figura indica uma 6tima concordancia entre os resultados obtidos
por Schlichting (1968) e os agui simulados, ndo havendo problemas de oscilagdes espaciais
ou difusdo numérica

—e— Schlichting

m Simulagédo

u/u0
|

-1 -0.,5 0 0,5 1
y /B

Figura5 - Escoamento de jato laminar bidimensional, Re = 1.000

5.2 Escoamento em uma cavidade

Varios autores Choi et al. (1994), Sampaio (1991), Aksoy & Chen (1989) testaram a
validade e a acuracia dos métodos para tratamento do acoplamento da pressdo-velocidade
resolvendo o problema de escoamento em uma cavidade. Esse problema consiste de uma
caixa fechada, cheia de fluido, tendo a tampa superior uma velocidade constante u. O
dominio e as condi¢cBes de contorno para esse problema sdo mostrados na Fig. 6. Foram
obtidas solucdes para malhas 21x21 e 41x41, ambas para nimero de Reynolds igual a 100.

Na Fig. 7 sdo comparadas as solugdes obtidas para o perfil de velocidade horizontal, ao
longo da linha de centro da cavidade, para os méodos SIMPLER (usando malhas
deslocadas), Patankar (1980), MWWIN (Momentum Weighted Interpolation Method, Aksoy
& Chen, 1989) e o presente método. A andlise da Fig. 7 mostra que o presente modelo ndo
apresenta resultados divergentes daquel es obtidos por outras técnicas numéricas.

Na Fig. 8 sdo mostrados os resultados para o perfil de velocidade horizontal ao longo da
linha de centro para solucdes utilizando malhas 21x21 e 41x41, ambas para 0 mesmo nimero
de Reynolds. Os resultados ndo diferem significativamente, indicando que, para este tipo de
problema, a solucéo torna-se independente da malha a partir de 40x40 pontos nodais.
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Figura 6 - Escoamento de fluido numa cavidade fechada.
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Figura 7 - Comparagido de perfis de  Figura8— Perfil de velocidade horizontal ao
velocidade horizontal a0 longo alinnhade  longo da linha de centro da cavidade para
centro da cavidade para maha 41x41, malhas de 21x21 e 41x41, Re = 100
Re=100.

6. CONCLUSOES

O esguema diferencial a montante, na direcdo das linhas de corrente (“Streamline
Upwind”), foi aplicado em conjunto com o méodo PRIME para tratamento do acoplamento
pressdo-velocidade. A técnica desenvolvida se mostrou estavel e ndo apresentou dispersdes
numéricas apreciaveis quando submetida aos testes apresentados. O método, portanto,
apresentou bom desempenho quando aplicado a solucdo dos escoamentos laminares aqui
investigados.
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Title: APPLICATION OF A NEW STREAMLINE UPWIND NUMERICAL METHOD FOR
SMULATION OF RECIRCULATING FLOWS

Abstract: The objective of this work is to present a new finite-volume technique for solving
diffusion-convection problems. A streamline upwind technique, originally developed for
finite-element analysis, was extended to the finite-volume formulation. Basically, only the
numerical treatment of the convection term was modified, keeping unchanged the
discretization of the other terms in the equations. The PRIME method was used to handle the
pressure-velocity coupling. A comparison of the present results with other solutions in the
literature indicated a good performance of the method.

Keywords: CFD, Finite-volume, Numerical Methods, Discretization Schemes.



