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Resumo. Neste trabalho € apresentado um novo tratamento numérico para aplicacéo de um
modelo ndo-linear de turbuléncia. Esta classe de modelo é capaz de simular efeitos
anisotropicos presentes em certos tipos de escoamentos. Basicamente, este modelo é uma
extensdo do modelo k-£ padréo, acrescido de termos ndo-lineares para representacdo das
tensbes turbulentas. As equacles de transporte para o campo médio e turbulento sdo
apresentadas e discretizadas em coordenadas generalizadas. Os fluxos difusivos, oriundos
dos termos ndo-lineares, sdo tratados numéricamente nas formas implicita e explicita,
buscando-se, assim, melhorar a estabilidade numérica do algoritmo. Resultados preliminares
usando o modelo n&o-linear sio apresentados.
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1. INTRODUCAO

Os modelos ndo-lineares de viscosidade turbulenta originaram-se na necessidade de
suprir as deficiéncias apresentadas pelos model os que fazem uso de uma relagéo linear entre
as tensdes turbulentas e as taxas de deformacdo. Em suma, os modelos que utilizam uma
relacdo linear mostram ser incapazes de descrever escoamentos onde a diferenca das tensbes
normais € importante, como por exemplo, em escoamentos em dutos de se¢do ndo circular.
Portanto, para simulagdo destes efeitos anisotrépicos da turbuléncia, modelos introduzindo
termos néo-lineares na relacdo tensdo x taxa de deformacdo tém sido desenvolvidos. Estas
tentativas buscam, de certa forma, os mesmos objetivos dos chamados Modelos de Tensoes
Algébricas (e.g. de Lemos, 1988).

Os modelos de viscosidade turbulenta n&o-lineares tiveram origem numa proposta geral
feita por Pope, 1975. Porém, somente na década de 80 tais modelos tiveram grandes avancos
com os trabalhos de Speziale, 1987, Y oshizawa, 1987, Rubinstein & Barton, 1990, Taubee,
1992, Shih et al, 1993. Nestes trabalhos foram introduzidos produtos quadraticos das tensdes-
deformagbes e vorticidade na relagdo tensdo-deformacgdo, com diferentes derivacbes e



calibracfes para os model os. Estas formas quadraticas produzem um certo grau de anisotropia
entre as tensdes normais, com isso sdo capazes de predizer, entre outros processos, a presenca
de escoamentos secundarios em dutos de secdo ndo circular. Craft et al, 1993, foram além dos
termos quadréticos e incluiram produtos cubicos afim de obter uma melhor sensibilidade das
tensdes cisalhantes nos locais onde apresenta uma acentuada curvatura das linhas de
correntes, como por exemplo, nos escoamentos com redemoinhos (swirling flows).

Motivado pel os sucessivos avancos dos model os ndo-lineares, Assato & de Lemos, 1998
apresentaram 0S passos necessarios para adaptar uma equacdo ndo-linear em um cédigo
computacional baseado em um sistemas de coordenadas generalizadas. Dando continuidade
aquele desenvolvimento, neste trabalho € proposto um tratamento numérico para os termos
ndo-lineares, consistindo de partes implicita e explicita, visando, assm, uma melhoria na
estabilidade numérica da solucéo.

2. EQUACOESDE TRANSPORTE E CONSTITUTIVA

As eguacles gerais que descrevem o escoamento de fluidos podem ser escritas na
seguinte forma:

Massa: div@o\?@: 0 )
Momento: div@o&Ui - tﬁi %: S, 2
Escalar: div@a \7go - q;, @z S, 3

Onde: ﬂ na eg.(2) contém a tensdo agindo no direcéo-i, e s, representa todos os termos
fonte, incluindo o termo de presséo e gravitacional. Na eq.(3) ¢ representa uma quantidade

escalar, q:,, é seu fluxo difusivo e s, representa a fonte ou sumidouro de @. As equagOes para

-

t,, q:,, e s, sdo dadas por:

ti:rij.ij 4
- _ M, 0o -0
= gradp=— . 5
0':)
s, =-—- . P=p+pgh (6)
Y

onde, na eq.(5), a expressdo para a difusdo tem sido usado com a ajuda do coeficiente de
transporte I",, formado pela viscosidade turbulenta 1, , dado por:



u, =C WP (7)

onde naeq.(7) k= u u /2 e aenergia cinética turbulenta por unidade de massa, £ ataxade
dissipagdo dek, C, €umaconstantee o, 0 numero de Prandtl/Schmidt para ¢.

A equacdo constitutiva apresentada por Craft et al, 1993 tem termos linear, quadrético e
cubico. Neste trabalho, os termos cubicos ndo sdo apresentados. Atencéo especia € dado para
os termos quadréticos. Portanto, a expressdo das tensdes de Reynolds segundo Craft et al,
1993 s&o escritas como:

NL1
a,=-(.s,) +§:1n—‘f[8.kskj -38,5.4 ]

L2 NL3 (8)
T lous rusll <Ko, 1o, )

o} :(Qj)L+(QJ)NL1+(QJ')NL2+(QJ)NL3 9)
onde C; , C; e C3 sdo constantes, 9;; € o delta de Kronecker, os sobrescritos nas egs.(8) e (9)

indicam contribuicOes Linear e Nao-Linear, S;j e Q;; representam os tensores deformagao e
vorticidade, respectivamente, dados por:

. 6u . ou,
s =Y . o =% %4 (10)
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Expandindo os termos quadraticos da eq.(8) em sua forma bidimensiona (k=1,2 e1=1,2),
tem-se:

. . kA, +B;+C; +D;; O
@) =ci=zn’ . T o (12)
ag'gaij E|]+2Fi]+Gij
(,\ )NL2_ N k[
oF —2C2|t—é Bij+Cij (12)
(A )NLS_CI kE}AJ+Bii+CiJ D;; O (13)
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onde:
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Na eg.(14) u; = U e u, = V sdo as componentes da velocidade na diregdo x ey,
respectivamente.

2.1 Discretizagdo da equacéo de momento em coor denadas gener alizadas

O méodo numérico empregado para a discretizagdo das equacbes é o método dos
volumes finitos. A figura abaixo mostra um volume de controle genérico com seus detalhes e
notagdes, distancias e indices usados na transformacdo das equacBes para o sistema de
coordenadas n - ¢ .
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Figura 1l Volume de controle e notagdes

Dafig. 1 € definido as seguintes disténcias geometricas:

e

A= =%a),  AC=06=%), AV =(Ve = Ve):  AYT=(Ye - ¥5),
=00 = %) A =00=%), AV =(Yee V), AYI=(ya-%).  (15)
A forma do vetor de &rea do volume de controle nas faces leste e norte, respectivamente,

S50 dados por:

A=Ay i-A% | Av=-Ayi+AX] (16)



Para uma variavel genérica dependente ¢ , em um escoamento em regime permanente, a
formadiscretizada da eq.(2) pode ser escrita como:

I +1,+1,+1,=5, 17)

onde le, lw, I , Is S80 os fluxos totais ( convectivo e difusivo ) de ¢ na face leste, oeste,
norte e sul do volume de controle, respectivamente, e S, o termo fonte correspondente.
Para aface leste o fluxo pode ser escrito como:

= Z[(n $) dA=(n.[9.) A (18)

onde A. é a &rea da face leste do volume de controle, ne € 0 vetor normal unitarioaA. e ¢, €
o valor médio de ¢ prevalecendo sobre A. . No processo de discretizacdo, para um qual quer
ponto nodal P € assumido que:

(IW)P :_(Ie)W (IS)P :_(In)s (19)

Todo o tratamento numeérico e processo de discretizacdo dos termos convectivo e difusivo
linear e ndo-linear, bem como as equagdes parak e € sdo mostrados em detalhes no trabalho
feito por Assato & de Lemos, 1998. O tratamento numérico apresentado por Assato & de
Lemos, 1998, para os termos difusivos ndo-lineares foi totalmente explicito, determinados no
termo fonte. No presente trabalho estes termos tem tratamento implicito e explicito com a
finalidade de melhorar a estabilidade numérica do codigo computacional .

Apos a discretizacdo em coordenadas generalizadas, o fluxo difusivo na diregdo x para a
face leste € 0 seguinte:

Ier — (I EX )L + (I Ex )NLZL + (I Ex )NL2 + (I eDX )NL3 (20)

C{auel(aye ) + (e |- Aucfo Ay Ay + Axe Axc]

. 1)
- (o2 )axz }
D, M1 _ ClutekD & e[ 8 (xe e e e[ ~ oellxe e e e O
(o) = (ﬂe)sz—Ay‘;@(a )2+§(6b+6C)Z—§(ad)2§+2Ax§[(aa+ad)(ab+56]H 22)
2 =22 )l - -

(o =3M %@aan% (24)
onde d;= AygAUf -AyFAUS 8 = AxTAUS - AxCAUS 87 = Ay AVS - AyP AV

35 = AxTAVS - Ax¢ AVE B, = Ay Ax? - Ay? AxS (25)

sendo



AU:;:(Une_Use)’ AUTEZ(UE_UP)1 sz;ez ne_Vse)’ A\/TEZ(VE _VP)' (26)

Para a face norte o fluxo difusivo possui uma forma analoga. E para a equagéo de
momento em Y, os fluxos difusivos para ambas as faces leste e norte sdo também expressas de
formasimilar.

2.3 Tratamento implicito e explicito dos termos difusivos
Para melhorar a estabilidade numérica do codigo computacional, os termos difusivos das

egs. (21), (22), (23) e (24) sao reescritos em uma combinacgdo que venham a contribuir para o
tratamento implicito e explicito. As equagdes sdo escritas da seguinte forma:

(12) =-au o) +(s: ) (27)
(l Ex )NLl — AU; (D:’y )NLl + (S;x )NLl (28)
(| Ex )NLZ — AU; (D;(’y )NL2 + (S;x )NLZ (29)
(| Ex )NL3 — AU; (D;(’y)NLB + (S;X )NL3 (30)

O primeiro termo do lado direito de cada equacéo € o termo tratado implicitamente e o
segundo que possui tratamento explicito. Os coeficientes (Dex'y) S80 0S Mesmos para a
eguacdo em x ey, e SG0 eXpressos por:

(z) =,l_1,—i[(Ay§)2 +(AX§)2] (31)
(D)™ = ((;l')tz‘;% 2(Ayefae +2Ax %Ayz (6¢ +32)-Axcag % (32)
o) =T eayilau; - Ayl €
or)" = g loilles -} (34

Os termos tratados explicitamente (Se) fazem uso dos valores das velocidades nos
pontos da maha calculados da iteracdo anterior. Para a face leste e diregdo x, tem-se as
seguintes expressoes:

(o) =-5-{(Bug) (Bye) -(auy) [2Ayeay; + Ax: Axg]-a: Ax ) (39

e



e ek Braayel(oef + (Buey (- Aye ae + Axelae + 2 Axe (Bug) )-2(6e ) +2(6¢) ]5(36)

(. EngxeFAx (Augy o2 + (Aus Y (axe oc - Ayelos + 260 -2 Axe (Aue)°))+6eag g

n

O

. NLz_zcszHA (i ue 0, e AV Aus) (ave) +
e ) ) R TR AN I

(s ) = Catck D ay° DAxe(ae+3ae Axe(AuY faue) - 2825 + (o) -
OFeE 5 e (o))

O sobrescrito “0” das diferencas das velocidade indica que os valores sdo tomados da

iteracdo anterior, bem como (embora ndo indicado) para osvalores dos 17's.
De forma analoga tem-se o fluxo difusivo para face “€” na diregdo y, sendo que os

coeficientes (D i ) s80 0s mesmos, mudando a parte que é tratada explicitamente:

12 f =-ave ) () )
()" = ave ) + (s )" (40)
(2 )" = ave oz} + s ) (41)
() = ave oz + () (42)

O mesmo tratamento numérico dos termos difusivos é realizado na a face norte “n” nas
direcOesx ey.

2.4 Forma final das equacdes discretizadas

Depois que todos os termos de fluxos e fontes sdo incorporados na eq.(17), o equivalente
algébrico da eg.(2) € finalmente montado. As varidveis nas faces e, w, n, s e vértices ne, nw,
se, sw sdo interpolados formando uma equacdo ligada a variavel em P com os pontos vizinhos
(ver fig. 1). A formafinal pode ser escrita como:

a@ = Zam% +S,. (43)

onde os coeficientes na eq.(43) contém contribuicdo do termo convectivo e difusivo (termo
implicito) que afeta o nivel da varidvel genérica ¢ no ponto P. Para a face “€’ tem-se o

seguinte coeficiente:
ac = De + max(-F¢,0), (44)

onde o primeiro termo do lado direito, conforme visto, € a parte implicita dos termos
difusivos e o segundo termo representa o termo convectivo.



O termo fonte na equacéo de momento na diregdo x pode ser montado como:
parte explicita do termo linear parte explicita do 1° termo n&o linear parte explicita do 2" termo néo linear
ST ES;-S{ S -S4 S-S 4§ oS 4 oSS oS o

parte explicita do 3" termo nao linear

, (49)

termo de pressdo
—=

S-si+si-s + 5,

onde o termo de pressdo é dado por:

S, ==(F, =P Xy. = vo)+ (B, = P. ). = Vu)- (46)

E importante notar que os valores de D, dependendo do volume de controle na malha pode
ser positivo ou negativo, exceto para o termo linear que sempre sera positivo. Logo, sempre
quando for verificado um valor negativo para De ndo € vantagem tratar parte do termo
difusivo de modo implicito, porque ao invés de contribuir para aumentar a estabilidade
numeérica, na verdade estaria tornando o codigo computacional menos estével, pois conforme
Patankar, 1980 é interessante ter coeficientes sempre positivos. Assm, quando D, for
negativo, para os termos ndo-lineares, os fluxos difusivos serdo tratados totalmente de forma
explicita, usando as eqgs (22), (23) e (24). Logo a eq.(45) tornar-se:

parte explicita do termo linear 1° termo difusivo n3o linear 2° termo difusivo no linear
Q& e D, _ D D, _ D D, _ D D, _ D
SR - L Bl Tl B B Bl R Rl e

3 termo difusivo ndo linear

(47)
termo de pressdo
— =

D D D D
It—:'>< IWX-'-lnx st+ SPX

2.5 Resultados para um canal com expansao abrupta

O problema de escoamento turbulento num canal com expansao abrupta (turbulent flow
past a backward facing step) é importante em muitas aplicacBes tecnoldgicas, e tem sido
usado como um caso teste padréo para quantificar o desempenho de modelos de turbuléncia,
muitas vezes tomando como referéncia, a predicéo do ponto de separacdo do escoamento que
se da apos a expansdo. A figura abaixo ilustra o tipo de escoamento.
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Figura 2 - Canal com expansao abrupta



Onde AH =H, - H, representaaalturado degrau e L € o comprimento de separacdo do
escoamento.

No presente trabalho é apresentado os resultados considerando nimero de Reynolds de
entrada igual a 132000, e uma taxa de expanséo de H, /H, =1.5 com H,=3 e H, =2. 0
programa foi executado utilizando uma malha 120x30. O modelo k- linear produziu um
comprimento de separagdo de L/ AH =5.1, enquanto que 0 modelo k- € ndo-linear forneceu
um comprimento de separacdo de L/ AH =5.4 . Valores experimentais apresentados por Kim
et al, 1980 indicam que o ponto de separagdo éde L/ AH =7 . Nota-se, embora pequena, uma
melhor predicdo no escoamento num canal com expansdo abrupta utilizando a abordagem

n&o-linear das tensBes de Reynolds. A seguir € mostrado o campo da velocidade média U/ U,
em varias se¢des do canal. A velocidade Ug € avelocidade média de entrada.

X /0h = 1.33 . \ XIBn =2.667 , X/Bh=5333 X/Ah=6.22 x/Ah=7.113
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Figura 3 — Campo de velocidade média

Dafig. 3, pode-se notar também que, embora pequena, ocorre uma melhor concordancia
do campo da velocidade média aplicando o modelo né&o-linear. Comparando com o0s
resultados de Speziale & Ngo, 1988, onde eles aplicam um modelo ndo-linear, nota-se uma
boa concordéancia, com as curvas apresentando o mesmo formato.

CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentado uma proposta para tratar parte dos termos difusivos ndo-
lineares implicitamente e a restante explicitamente em coordenadas generalizadas. Foi notado
gue houve uma significativa melhora na estabilidade numérica do programa, ndo ocorrendo
tantas oscilacbes nos valores conforme observado no tratamento totalmente explicito, e
possibilitando até aumentar os parametros de sobre-relaxacdo de algumas variaveis. Foi
notado uma peguena melhora nos resultados para o canal com expansdo abrupta utilizando o



modelo ndo-linear. Aqui € interessante frisar que 0 modelo de Craft et a, 1993 possui sete
termos ndo-lineares (trés quadréticos e quatro cubicos) e no presente trabaho foi usado
somente os termos quadréticos. A inclusdo dos termos restantes pode ser que venha a
melhorar ainda mais os resultados agui mostrados. Também ndo foi feito nenhum ajuste nas
constantes dos termos ndo-lineares visando melhorar os resultados. E sabido que a otimizacio
dos valores das constantes pode melhorar a precisdo dos cédculos, porém este procedimento
ndo foi o caminho adotado no presente trabal ho.
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Title: IMPLICIT NUMERICAL TREATMENT FOR APPLICATION OF A NON-LINEAR TURBULENCE
MODEL USING BOUNDARY-FITTED COORDINATES

Abstract: This work presents a novel numerical treatment for application of a non-linear turbulence model This
class of model is capable of predicting anisotropy effects appearing in certain types of flow. Basically, the model
consists in an extension of the standard k-& theory having additional non-linear terms for representing the
stress-strain relationship. Transport eguations for the mean and turbulent fields are presented and discretized
using a generalized coordinate system. Diffusion fluxes, coming from discretizing non-linear terms, are
numerically treated in both implicit and explicit manners. Ultimately, one seeks improvements on the numerical
stability of the algorithm. Preliminary results using the proposed numerical treatment are presented.
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