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Resumo. Apresenta-se um modelo de elementos finitos para anélise ndo-linear de estruturas
sujeitas a ruptura fragil. O modelo introduz a heterogeneidade do material de uma maneira
simples, adotando uma célula basica composta de trés fases caracteristicas da mistura
heterogénea. A resposta constitutiva da célula basica representativa de um ponto do dominio
do problema € determinada aleatoriamente atraves de um modelo estatistico. Tal modelo
combina relagdes tensdo x deformacéo das varias fases que compdem a mistura heterogénea
com uma relacéo tensdo x deformacgdo do solido composto. O tamanho da célula basica
(funcdo do tamanho estrutural) e as proporcdes em volume com que cada componente
participa da mistura sdo as informacdes requeridas para a smulagdo numérica das
trajetorias de equilibrio da anélise. Mostra-se que os resultados experimentais do efeito de
escala no teste de flexdo em trés pontos e no ensaio de compressdo diametral séo
satisfatoriamente verificados com o uso do modelo proposto, de forma simples e
computacional mente eficiente.
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1. INTRODUCAO

Em materiais granulares a natureza heterogénea dos mesmos responde por muitos dos
fendbmenos a que estes sdo submetidos. Um dos mais interessantes € o fenémeno do efeito de
escala. A questéo do efeito de escala tem importancia relevante em muitos problemas de
Engenharia. E uma quest&o t3o antiga quanto a mecanica dos materiais. Leonardo da Vinci ja
preocupava-se com a questéo e teria sugerido uma relacdo inversamente proporcional entre
resisténcia e tamanho. Ta relagdo é, notadamente, um exagero do ponto de vista atual e foi
rejeitada por Galileo, que admitiu o efeito de escala em estruturas naturais, como as dos 0Ssos
de animais. Durante muitos anos pouca atencdo foi dada a questdo do efeito de tamanho sendo
atribuido ao fendmeno uma natureza puramente estatistica.

Para estruturas de concreto, o estudo deste fendmeno se inicia com as investigagtes da
natureza do fraturamento. Tais investigacbes tem marco inicial nos trabalhos de Kaplan



(1961), na area experimental, e Hillerborg et al. (1976), no campo tedrico. A partir destas,
muitas investigagoes, a respeito da natureza do fraturamento do concreto, foram feitas, tanto
de cunho experimental como de cunho tedrico.

O tratamento do efeito do tamanho estrutural e da heterogeneidade do material, naandlise
de estruturas através do método dos elementos finitos, € normamente feito com processos téo
elaborados que tornam seu uso proibitivo. O principal objetivo deste trabalho é a apresentacdo
de um modelo desenvolvido por Pitangueira (1998) que considera a natureza heterogénea do
material e o efeito de tamanho na modelagem de estruturas de materiais frageis heterogéneos,
sem perda da simplicidade do método dos el ementos finitos.

2. EVIDENCIASEXPERIMENTAISDO EFEITO DE ESCALA

Até o inicio dos anos 80, eram escassos 0s resultados experimentais diretamente
relacionados com o efeito de escala e a andlise do fenbmeno era feita a partir da observacéo
do mesmo nos ensaios disponiveis. Uma das maiores verificagdes da ocorréncia do efeito de
escala em dados experimentais anteriores foi feita por Bazant & Oh (1983). Eles
argumentaram a existéncia de diferentes formas de ruptura em funcéo da relagdo entre o
tamanho estrutural e uma dimensdo representativa das ndo-homogeneidades do material.
Segundo esta argumentacéo, quando a estrutura € pequena comparada com o tamanho das
n&o-homogeneidades do material, a zona de microfissuragdo que se forma durante o processo
de propagacdo lenta de fissuras, ocupa quase todo o volume da estrutura. Assim, quase nao
acontece fluxo de energia entre as regides intactas e danificadas e 0 colapso da estrutura pode
ser determinado pela resisténcia limite do material. Por outro lado, quando a estrutura € muito
grande, a regido danificada é bastante restrita e seu tamanho é relativamente pequeno, de
modo que o limite de resisténcia pode sempre ser ultrapassado devido a concentracdo de
tensdes na regido de localizagdo. Neste caso 0 processo é comandado pela transformacéo de
energia de deformacdo em energia de superficie, para a formagdo das superficies de fratura.
Para estruturas de tamanho intermediario, o fendmeno se situa entre os dois extremos.

Mais recentemente, 0 ensaio de flexdo em trés pontos tem sido amplamente realizado
para verificagdo do efeito do tamanho em estruturas de concreto simples. Inimeros trabalhos
baseados neste ensaio (Gettu et al.,1990, Chang & Shieh, 1996) mostram uma queda da
resisténcia com o aumento do tamanho da estrutura. A influéncia na ductilidade também é
observada, quando se tomam as curvas carga - deslocamento do ponto de aplicacdo da carga,
obtidas nestes ensaios. Tais curvas mostram uma associacdo de comportamento mais fragil
(inclinagdo mais acentuada em regime pos - critico) com estruturas maiores.

3. MODELOSTEORICOSPARA O EFEITO DE ESCALA

O tratamento analitico do efeito de escala somente é possivel para um nimero limitado de
pecas estruturais. Além disto, uma série de hipoteses simplificadoras, nem sempre verificadas
experimentalmente, sdo feitas, de modo a permitir este tipo de andlise. De todo modo, a
elucidacdo qualitativa do fendbmeno, € um mérito inegavel deste tipo de abordagem.

Os modelos de elementos finitos com relagdes constitutivas baseadas em comprimento
caracteristico tém sido usados para 0 estudo de materiais granulares, considerando-os como
continuos e homogéneos, através da identificacdo de uma dimensdo estrutural,
suficientemente grande para o tratamento como continuo e suficientemente pequena para a
ocorréncia de “softening” estavel, que é funcdo da natureza heterogénea do material. Usando
o relacionamento entre as grandezas energia de fratura por unidade de superficie, energia de
fratura por unidade de volume e a referida dimens&o caracteristica, muitos trabalhos (Bazant
& Oh, 1983) propdem que os problemas de localizacdo e efeito de tamanho sgjam



solucionados com um gjuste na relacdo constitutivalocal, baseado em pardmetros geométricos
da discretizacdo numeérica.

Em lugar da associacdo entre comprimento caracteristico do material e parametros
geométricas da malha de elementos finitos tem-se optado, mais recentemente pela descricao
do meio continuo através do enfoque néo-local. Neste enfoque 0 comportamento constitutivo
€ descrito, ndo em funcdo de deformacBes locais, mas em funcdo de uma média espacia das
mesmas. A hipotese central deste enfogque € que a tensdo em um ponto ndo € uma funcdo da
deformacdo neste mesmo ponto, mas uma fungdo das deformagbes em um determinado
volume centrado no referido ponto.

Existem ainda, os modelos que consideram a natureza heterogénea do material. A
abordagem basica destes modelos é sempre a de subdividir a regido a ser modelada em
poligonos, aos quais as fases da mistura (em alguns casos duas, em outros trés) sdo
associadas. A seguir, uma malha de elementos finitos, compativel com a subdivisdo obtida, é
usada para discretizar as vérias fases. A principal desvantagem dos estudos que consideram a
heterogeneidade a partir do modelamento da microestrutura do material (Vonk, 1993) é a
limitacdo de sua aplicacdo a estruturas de pequenas dimensdes, devido ao grande esforco
computacional despendido nas simulacdes.

4. MODELO NUMERICO PARA HETEROGENEIDADE E EFEITO DE ESCALA

A representacdo do comportamento mecanico de estruturas de materiais frageis se
beneficiou profundamente dos estudos desenvolvimentos na &rea de modelos constitutivos.
Entretanto, a heterogeneidade do material e as diferencas das respostas estruturais devidas ao
efeito de escala precisam ser consideradas em modelos numeéricos racionais que resultem em
simulacdes mais redlistas.

S&0 duas as formulagdes dos model os de elementos finitos para propagacéo de fissuras: 0
modelo de fissuras discretas e 0 modelo de fissuras distribuidas. O modelo de fissuras
discretas trata a fissura como uma descontinuidade geométrica e a modela a partir da
redefinicdo da topologia da malha de elementos finitos. O enfoque distribuido considera as
fissuras como regides de material danificado no elemento finito. Este Ultimo parece oferecer
uma ferramenta mais conveniente para 0 modelamento numeérico da propagacdo de fissuras
em estruturas de materiais heterogéneos. Usando este enfoque, a heterogeneiade do material
pode ser considerada de uma maneira simples, através da associacdo de diferentes
propriedades mecénicas para cada ponto de integracdo do modelo. Entretanto, a lei
constitutiva local (de um ponto de integracdo) n&o pode ser considerada como uma simples
relacdo tensdo x deformacdo de um dos constituintes que formam a estrutura heterogénea do
material. Tal lel deve ser uma combinac&o da resposta local e da resposta estrutural, de modo
aconsiderar o efeito de escala.

O modelo a seguir apresentado para tratar a heterogeneidade do material e o efeito de
tamanho em estruturas de concreto (Pitangueira, 1998), considera a aleatoriedade da
distribuicdo das caracteristicas mecénicas do material no volume estrutural e a associagdo
entre uma dimensdo caracteristica e o efeito de escala. Adicionalmente, 0 modelo preserva as
caracteristicas de simplicidade do método dos elementos finitos.

4.1 Modelamento da Heter ogeneidade

Para introduzir a heterogeneidade na andlise via méodo dos elementos finitos,
preservando-se as caracteristicas de simplicidade do método, o material € considerado
inicialmente heterogéneo, sendo formado por uma mistura dos diversos constituintes.

Neste trabalho, a relacdo constitutiva, desde o inicio da andise, depende do materia



associado a cada ponto de integracdo. O material granular € admitido como uma mistura de
trés fases. As propriedades mecénicas de cada uma das fases que formam a mistura
heterogénea solida, devem ser conhecidas. Para cada ponto de Gauss, no dominio do
problema, associa-se um das trés fases. Desta forma a heterogeneidade do material fica
introduzida no modelo (Figura 1).

Conhecidas as proporcdes em volume com que cada fase participa da mistura,
estabel ecem-se as probabilidades de ocorréncia das fases que seréo associados a cada ponto
de integracdo. Supfe-se um espaco amostral constituido por todos os pontos de integragdo
existentes no dominio do problema e, para determinado ponto de integracdo, um numero
aleatério entre 0.0 e 1.0 é gerado. Com o vaor deste nimero e usando-se probabilidade
uniforme de ocorréncia, escolhe-se, entre as fases da mistura heterogénea, aquela que sera
associada ao referido ponto de integracéo.

O modelo acima descrito, apesar das diversas simplificaces adotadas (entre outras,
probabilidade uniforme, materiais definidos a nivel dos pontos de integracdo em elementos
finitos bidimensionais e inexisténcia de consideracfes sobre distribuicdo espacial), introduz a
heterogeneidade a partir da aleatoriedade das propriedades mecanicas locais. Entretanto, este
aspecto isoladamente, constitui apenas um passo preliminar no avanco do tratamento da
heterogeneidade num sdlido, uma vez que este deve ser entendido como uma combinagdo de
um grande numero de elementos basicos, cada um dos quais com agum grau de
responsabilidade no comportamento do sélido como um todo. Portanto, 0 comportamento
constitutivo de determinado ponto, ndo pode ser descrito simplesmente pela relacéo tensio-
deformacdo admitida para afase a ele associada. Tal comportamento deve considerar o efeito
de escada, que pode levar a respostas constitutivas locais, mais homogéneas ou mais
heterogéneas, dependendo de inimeros fatores. Alguns destes fatores sdo considerados neste
trabalho, conforme se discute no item seguinte.
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Figura 1 - Fases do material associadas aos pontos de integracao.
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4.2 Consideracéo do Efeito de Escala

O efeito de escala ndo é um fendmeno de natureza puramente estatistica. Além da
aleatoriedade da ocorréncia de fases solidas no volume estrutural, as diferencas das respostas
constitutivas associadas a diferentes tamanhos estruturais devem ser consideradas.

O efeito do tamanho é tratado neste trabalho através da representacdo da resposta



constitutiva local do ponto de integracdo, como uma combinacéo da lei tensdo-deformacéo da
fase al eatoriamente associada ao referido ponto, com umallel representativa da mistura, vaida
para volumes superiores as ndo-homogeneidades do material composto. Adotando-se o
modelo congtitutivo de dano distribuido, tais leis sdo relagbes tensdo-deformacéo
representativas de ensai 0s uniaxiais em tracéo e em compressao.

A combinacdo de leis constitutivas que caracterizam o comportamento estrutural da
porcdo do dominio do problema de responsabilidade do ponto de integracéo, é determinada
definindo-se, para cada ponto de integrac3o, a grandeza indice de Heterogeneidade (IH). Esta
grandeza é definida como a relacdo entre o volume de uma célula basica (Vcg) e 0 volume do
elemento finito de responsabilidade deste ponto de integracéo (Vg):

IH = Yes

o D

A célula basica é entendida como uma combinagdo das fases que formam o material
composto, representativa da mistura. O volume desta célula bésica, deve ser, portanto,
algumas vezes superior as dimensdes das ndo-homogeneidades do mesmo. Este volume
também representa o nivel maximo de heterogeneidade que se desgja considerar na andlise,
abaixo do qual admite-se um comportamento microestrutural. E importante notar que, se para
determinado ponto de integracdo, IH — 0.0 (Vp >>Vcg), mais proximo do comportamento
macroscopico e, portanto, homogéneo devera ser a lei constitutiva associada a tal ponto de
integracdo. Por outro lado, se IH - 1.0 (Vp [Wcg), mais proximo do comportamento
microscopico e, portanto, heterogéneo, estaratal ponto.

Para obtencdo da lel constitutiva associada a determinado ponto de integracéo,
conhecidos IH do referido ponto, as leis constitutivas dos constituintes que definem o nivel
méximo de heterogeneidade (fase 1, fase 2 efase 3) e alei constitutiva valida para um volume
representativo das ndo-homogeneidades (lei da mistura), procede-se uma interpolacéo nas
propriedades que definem a lel constitutiva a partir dos valores das mesmas nos extremos de
heterogeneidade (leis dos constituintes) e de homogeneidade (lei estrutural). Para uma
propriedade P qualquer, ainterpolacdo resulta

Py =IHP. . +(1-1H)P,, @)

onde Pp € 0 valor da propriedade constitutiva P no ponto de integracéo PI, P c é o valor de
tal propriedade medida locamente (lei constitutiva local) e P.g € o vaor da referida
propriedade relativa a mistura heterogénea (lei estrutural).

Esta interpolacéo contempla o efeito de tamanho uma vez que determinada propriedade,
quando medida no tamanho estrutural assume valor bastante diferente daguele medido no
tamanho constitutivo. O aspecto aleatério da heterogeneidade também é contemplado na
citada interpolacéo uma vez que a parcela P.c pode ser associada a qualquer uma das fases
gue formam a mistura heterogénea. A Figura 2 ilustra a idéia e mostra 0 aspecto da
interpolacéo, contemplando o efeito de tamanho e o caréter aeatdrio da heterogeneidade.

O modelo apresentado oferece dois caminhos para smulagéo do efeito de escala na
andlise. Pode-se fixar o volume da célula bésica (Vcg) e tomar varias discretizagdes para
estruturas de diferentes tamanhos (diferentes valores de Vp)). Alternativamente, entretanto, o
efeito de escala pode ser simulado sem redefinicdo da maha de elementos finitos (Vg
constante), bastando que se atere o valor do volume da célula béasica (Vcg), de forma a
representar diferentes tamanhos estruturais.
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Figura 2 - Caracteristicas do modelo proposto para efeito de tamanho e heterogenei dade.

5. SIMULACOESNUMERICAS
5.1 Flex&o em Trés Pontosem Vigas de Concreto

Uma viga de concreto de dimensdes 90 x 36 x 36 mm, com um entalhe de 2.5 mm de
abertura e 6 mm de extensdo, € tomada como referéncia para estudo da heterogeneidade e do
efeito de escala no ensaio de flexdo em trés pontos. A discretizacdo em elementos finitos de
guatro nos, em estado plano de tensdes, com 4 pontos de integracdo € mostrada na Figura 3.

Figura 3 - Malha de elementos finitos utilizada no exemplo.

Um modelo constitutivo de dano distribuido é utilizado (Pitangueira, 1998). Tal modelo
supde conhecidas as seguintes propriedades mecanicas capazes de descrever relagdes tensio-



deformacdo uniaxiais: Modulo de Elasticidade Inicial (Eo); Modulo de Elasticidade do ramo
descendente para compressédo bi-linear (E;); Resisténcia limite em compresséo (fo);
Resisténcia limite em tragcdo (f;); Energia de fratura por unidade de volume (gr); Coeficiente
de Poisson (v). A mistura heterogénea para o concreto é a citada em Pitangueira (1998),
composta de 30% de Agregado, 55% de Matriz e 15% de Interface, com as propriedades da
Tabela 1.

Tabela 1 - Propriedades das fases e da mistura adotadas no exemplo.

Fase f. (MPa) | f, (MPa) v Eo(MPa) | E2(MPa) | gt (MPa)
Matriz 48.0 34 0.2 3.2e4 -3.2e3 | 1.81e-3
Agregado 80.0 16 0.2 1.0e5 -1.0e4 | 1.28e-2
Interface 13.0 2.0 0.2 1.7e4 -1.7e3 | 1.18e-3
Mistura 40.0 3.8 0.2 4.4e4 -44e3 | 1.64e-3

Tomando-se 0 volume amostral dos pontos de integragdo do menor elemento finito como
referente a heterogeneidade maxima ou a viga de menor dimenséo (IH= 1.0 ou Vcg = Vp),
a variagéo do volume amostral (Vcg) permite analisar o problema para diferentes indices de
heterogeneidade ou, equivalentemente, a diferentes tamanhos estruturais. Considerando a
carga de referéncia P = -1.0 kN, a andlise ndo-linear da viga foi feita utilizando-se 0 método
de controle de desocamentos generalizados (Yang & Shieh, 1990), com o parametro
generalizado de deslocamentos obtido a partir de um fator de carga externainicial de 0.005.

Flexdao em Trés Pontos
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Figura 4 - Trajetorias de equilibrio do ensaio de flexdo em trés pontos.

Admitindo-se uma tolerancia para a convergéncia de 10, foram utilizados 1000 passos
para obtencéo das trajetorias de equilibrio para os diferentes indices de heterogeneidade. A



Figura 4 mostra os gréficos fator de carga x deslocamento do ponto de aplicacéo da carga. Em
tais graficos, somente 100 dos 1000 passos estdo representados, agrupados a cada 10
incrementos.

A Figura 4 mostra que o efeito de tamanho e heterogeneidade esta satisfatoriamente
representado para o ensaio de flexdo. A observacdo dos ramos descendentes das curvas
obtidas, indica um comportamento mais frégil para estruturas maiores e, portanto mais
homogéneas (IH préximos de 0.0). Por outro lado, para valores de IH proximos de 1.0,
representativos de estruturas menores e, portanto, mais heterogéneas, os ramos descendentes
apresentam inclinagBes mais suaves, indicando um comportamento mais dictil. Também
quanto ao aspecto do efeito de escala ligado a reducdo da tensdo limite com o aumento do
tamanho estrutural, as curvas da Figura 4, apresentam resultados qualitativamente
satisfatérios, como se pode observar pela reducdo do valor méximo do fator de carga, quando
se diminui o indice de heterogeneidade. E importante lembrar, entretanto, que, em termos
quantitativos, este aspecto esté relacionado com a distribuicdo aleatdria dos constituintes pelo
dominio do problema. Assim, cada nova simulacdo, é uma nova representacdo de uma
realizac8o da trgjetoria de equilibrio. Portanto, resultados distintos serdo obtidos, a cada nova
representacéo da heterogeneidade da mistura.

5.2 Compressao Diametral em Cilindros de Concreto

Neste exemplo, os efeitos de escala e heterogeneidade sdo estudados num ensaio de
compressdo diametral de um cilindro de concreto com 75 mm de raio e 100 mm de altura,
com umatrincacentral inicial.

Assumindo a condi¢do de simetria, apesar do cardter heterogéneo do material, somente
metade da peca foi discretizada. Utilizaram-se elementos finitos de quatro nds, em estado
plano de tensbes, com 4 pontos de integragdo, como mostra a Figura 5.

Figura5 - Malha de elementos finitos utilizada no exemplo.

O modelo constitutivo, a mistura heterogénea, 0 método e os parametros de controle séo
os mesmos do exemplo anterior. A cargade referéncia usadafoi Py = -30 kN.
A Figura 6 mostra os graficos fator de carga x deslocamento do ponto de aplicacdo da



carga, para diferentes indices de heterogeneidade.

Compressao Diametral
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Figura 6 - Tragjetorias de equilibrio para o ensaio de compressao diametral.

Para a representacdo da heterogeneidade deste exemplo, ocorreu uma diminuicdo da
tensdo limite com o0 aumento do tamanho estrutural, como pode ser observado nas curvas da
Figura 6 acima. Evidéncias experimentais mostram que este comportamento € realmente
verificado, para cilindros de pequenos diametros, aparecendo um comportamento reverso para
cilindros de grandes didmetros (Sabnis & Mirza, 1979). Quanto a expectativa de
comportamento mais frégil para estruturas mais homogéneas e de comportamento mais ductil
para estruturas mais heterogéneas, nada se pode afirmar no caso aqui apresentado, uma vez
que os ramos descendentes das trgetorias de equilibrio obtidas sdo aproximadamente
paraelos.

6. CONSIDERACOESFINAIS

Um modelo para consideracdo dos efeitos de tamanho e heterogeneidade, via método dos
elementos finitos, que se baseia na aleatoriedade da ocorréncia de fases sdlidas no volume
estrutural, bem como nas diferencas das respostas constitutivas associadas a diferentes
tamanhos estruturais foi apresentado. Realizou-se também um estudo das evidéncias
experimentais do efeito de tamanho em estruturas de concreto, bem como dos modelos
tedricos usados para descrevé-lo. A apreciacdo deste estudo e da utilizacdo do modelo
proposto no exemplo analisado, permite as conclusbes a seguir.

As evidéncias experimentais do efeito de tamanho em estruturas de concreto permitem
dizer que o fendbmeno é devido principamente a natureza heterogénea do material a a
existéncia de uma dimensdo caracterizadora da regido danificada, que acompanha o processo
de fraturamento da estrutura.

O modelo proposto para tratamento da heterogeneidade e do efeito de tamanho introduz



estes aspectos na andlise de estruturas, via método dos el ementos finitos, de forma simples, ao
contr&rio do que propde outros modelos extremamente detalhistas que tornam o uso
proibitivo. O modelo permite examinar o efeito de tamanho sem redefinicdo da malha de
elementos finitos, variando-se um parémetro do modelo, o volume da célula basica.

A influéncia do efeito de tamanho observada experimentalmente no ensaio de flexéo,
tanto em relacdo a resisténcia como em relacdo a ductilidade, € satisfatoriamente representada
com 0 uso do modelo. No caso do ensaio de compressdo diametral a influéncia do tamanho
estrutural naresisténciatambém foi satisfatoriamente representada.
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NUMERICAL MODELING OF SIZE EFFECT IN STRUCTURES OF
HETEROGENEOUS MATERIAL

Summary. A finite element model for nonlinear analysis of structures prone to brittle collapse
is presented. The model introduces the heterogeneity in simplified manner using a three phase
basic cell. The basic cell constitutive response is obtained with a statistical model. Such a
model combine stress-strain relations of each phase with a stress-strain relation of the
composite solid. The size of a basic cell (function of the structural size) and the volume ratio
of the each phase in the mixture are required information for the simulation of equilibrium
paths. It is shown that the experimental results of size effect in three-point bending and
brazilian split-cylinder tests are satisfactorily verified by the proposed model, in a
computationally efficient and simple manner.

Keywords: Brittle material, Sze effect, Finite elements, Heterogeneity



