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Resumo. Neste trabalho, o Método de Transformacédo Integral Generalizada (GITT) é
empregado na solucéo de problemas de conveccéo térmica com variacao das propriedades
termofisicas do fluido. Isso implica no aparecimento de diversos termos ndo-lineares cuja
transformacao analitica ndo é obtenivel. E apresentado um algoritmo simples que permite
obter esses coeficientes numericamente, e que possibilita ainda uma grande flexibilidade na
alteracdo das condicBes de contorno ou nos termos fonte das equacBes originais. Sao
mostrados resultados para as equacdes de camada limite em escoamento compressivel hum
canal de placas planas paralelas e para o classico problema da cavidade quadrada,
considerando todas a propriedades termofisicas como fungbes da temperatura, exceto a
densidade.
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1. INTRODUCAO

A Técnica de Transformacdo Integral Generalizada € um método de solucéo de equacdes
diferenciais parciais de evolucéo relativamente recente (Cotta, 1993), e tem se mostrado uma
alternativa aos métodos puramente discretos. Seu carater hibrido numérico-analitico permite o
controle automatico de erro durante a solucdo das equagdes, 0 que evita a necessidade de
diversas execucbes do codigo computacional para avaliagdo da convergéncia, dispensa a
geragd de maha e possibilita uma féacil extensdo a um maior nimero de dimensdes
envolvidas no problema.

Na GITT se dlivia a necessidade de se encontrar uma transformagéo integral exata do
problema. Para isso, escolhe-se um problema de autovalor auxiliar 0 mais representativo
possivel do problema original. Os potenciais originais sdo representados por um somatério
infinito de produtos entre as autofungdes obtidas a partir do problema auxiliar e os potenciais
transformados. Ao aplicar-se a transformagdo, obtém-se um sistema diferencia ordinério
acoplado infinito, que é truncado até uma ordem suficiente para a obtencdo da solucdo dentro
da precisdo desgjada. A solucdo do sistema é feita através de agoritmos bem estabel ecidos,



com controle automético de erro, disponiveis em bibliotecas de rotinas cientificas, tais como a
DIVPAG (IMSL, 1989).

A aplicagdo tradicional do método implicaem um certo esforco analitico, para se obter os
coeficientes transformados rel ativos aos termos-fonte néo lineares. Em geral, nos problemas
envolvidos na geragdo de Benchmarks (Cotta,1998) esses termos sdo totalmente
transforméveis, e sua representacdo € feita na forma matricial, envolvendo tantas dimensdes
guantas vezes aparecerem 0s potenciais originais a serem transformados e suas derivadas.

Recentemente o método tem sido empregado com mais freqiéncia em problemas
relacionados a situagdes de engenharia, onde a model agem envolve o0 aparecimento de termos
complexos que ndo sdo transforméveis analiticamente. Dessa forma, a transformacéo integral
deve ser feita numericamente, a cada passo da solucdo. O nimero de coeficientes esta
diretamente relacionado a0 numero de autovalores usados para representar o potencial
original, sendo que cada coeficiente implica numa integracdo numeérica, 0 que acarreta um
custo computacional proibitivo, independente do método de integracdo empregado. Além
disso, qualquer mudanca nas condi¢des de contorno ou ainclusdo de outros termos-fonte nas
equactes do problema implica na repeticéo de todo o esforco analitico despendido na solucéo
anterior, assim como severas modificagdes na arquitetura do programa.

Neste trabalho, é apresentado um algoritmo simples de integracdo numeérica que contorna
esta dificuldade, possibilitando modificar rapidamente as condi¢des de contorno, termos-fonte
e outras caracteristicas da formulagcéo do problema e permitindo estender a aplicacéo daGITT
adois problemas n&o lineares com termos-fonte ndo transformévei s analiticamente.

Inicialmente, sdo resolvidas as equacfes de camada limite e energia, num escoamento
compressivel permanente entre duas placas planas verticais aquecidas. O codigo é validado
comparando-se os resultados aqueles obtidos via GITT por Figueirada Silva et al (1998), para
escoamento incompressivel e para diversas faixas de temperatura. A seguir, so resolvidas as
equactes de Navier-Stokes e energia bi-dimensionais em regime transiente aplicadas ao
cléssico problema da cavidade quadrada considerando todas as propriedades do fluido como
funcOes da temperatura, exceto a densidade. O codigo € validado comparando-se os resultados
aqueles obtidos por Leal et a (1996) via GITT, considerando propriedades do fluido
constantes, para peguenas diferencas de temperatura, e a seguir estendendo-se a solucéo a
maiores diferencas de temperatura e comparando-se os resultados agueles obtidos para
propriedades constantes.

2. METODO DE SOLUCAO - ALGORITMO DE INTEGRACAO NUMERICA
Seja um problema genérico de convecgdo-difusdo de caréter parabdlico:
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Para simplificar, considere-se 0 vetor posicao uma coordenada espacial unidimensional y
cujo dominio sgja definido de 0 a 1, em que o problema apresente cardter eliptico.
Inicialmente associa-se um problema auxiliar que reproduza as condic¢es de contorno na
direcdo y. A solugdo do problema auxiliar fornece as autofungbes normalizadas Yi(y)
analiticamente, o que permite definir o par transformada-inversa:

FO=[YOIFEYd  FLy)= Y YR @2ab)



Aplicando-se o operador integral Iol Y,(y)_dy na equagdo, e levando em conta a

propriedade de ortogonalidade das autofuncdes (Mikhailov et al, 1984), resulta em um
sistema de equacdes diferenciais de 12 ordem:

alfi(t)_ 1 O oF 2
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A integracdo dos termos convectivo e difusivo (respectivamente o 1° e 2° dentro dos
colchetes) ira resultar em coeficientes analiticos (desde que o perfil de velocidades sgja
integravel), obtidos a partir da substituicdo da Eq. (2.b) em (3). No caso do termo fonte S, se a
integracdo analitica ndo for possivel, sera necessario integrar numericamente N coeficientes a
cada passo da solucéo (onde N é a ordem de truncamento do sistema). Em cada coeficiente,
serdnecessario avaliar afuncéo F e suas derivadas, realizando o somatério de N termos a cada
avaliacdo, acarretando um custo computacional proibitivo.

O custo computaciona pode ser grandemente reduzido através da aplicacdo do sistema
de integracdo apropriado. Considere-se a funcéo:

FiO)= [, Y(YF(ty)dy @

Segundo aregra da quadratura de Gauss, temos, para uma funcéo genérica:
1 NF
j_lf(X)dX=gW(Xk)f(Xk) )

onde w é afungdo peso selecionada, NF é o nimero de pontos de integracdo e X, 0s pontos de
Gauss correspondentes ao NF. Quando aplicados na Eg. (4), temos:

L MRy =55 WY F(LY) ©

ondey = (y + 1)/2, dy = dy/2 transforma o dominio de (-1,1) para (0,1). Através desse
procedimento, a funcéo F € avaliada nos mesmos pontos de Gauss somente uma vez, a0 passo
gue as autofungbes sdo conhecidas analiticamente. Isso implica numa reducéo de custo
computacional de N? para N avaliagdes de F, viabilizando a solucéo do problema.

3. CASO 1. SOLUCAO DAS EQUACOES DE CAMADA LIMITE EM
ESCOAMENTO COMPRESSIVEL

Segja 0 escoamento laminar bidimensional em regime permanente de um gés perfeito ao
longo de um canal de placas planas paral el as verticais aguecidas a temperatura constante, com
perfis de velocidade e temperatura uniformes na entrada do canal, a um baixo nimero de
Mach. Considerando a pressdo constante ao longo da coordenada y (normal as paredes), a
equacdo dos gases perfeitos (na forma adimensional) é empregada para expressar a densidade
em termos da densidade na parede e da temperatura (onde T* € atemperatura adimensional):
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As equacdes adimensionais em formulagéo de fungéo corrente séo:
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Y=y, T =1+r/r (10.af)

onde a funcéo corrente € definida em termos dos componentes da velocidade e do volume
especifico V. como v=-Voy / ocxe u=Voy | cy. As adimensionalizacbes usadas séo
baseadas nas grandezas avaliadas na secdo de entrada do canal e no meio espaco entre as
placas, yo. Gr* = gyo° ?é 0 nimero de Grashoff modificado para escoamento compressivel.
O sistema € completado obtendo-se uma equacao para py, aplicando-seaEg. (8) emy = 1.
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Para a selecdo do problema auxiliar apropriado, € empregado um filtro para
homogeneizar as condigdes de contorno da fungdo corrente, w(x,y)=w.(y)+¢ (X,y), que

corresponde ao perfil de velocidade do escoamento totalmente desenvolvido.

Os problemas auxiliares selecionados para a funcdo corrente e temperatura S0 0
problema bi-harménico de 4% ordem e o problema de Sturm-Liouville de 22 ordem
respectivamente, com as condigdes de contorno apropriadas. Uma vez obtidos os autovalores
e autofuncdes, 0s potenciais originais sdo expressos em termos dos potenciais transformados:

FOO= [N N ()= SN0 (12.ab)

B00=, T oy 5 T (xy)= 3 (B0 (13ap)

O sistema de equagdes diferenciais parciais definido pelas Egs. (8,9,11) € transformado
pela aplicacdo dos operadores integrais I; Yi(y)_dy naEg. (8) e I; I (y)_dy naEg. (9),

resultando no seguinte sistema de equactes diferenciais ordinarias.
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Os coeficientes A, (x),B, (x) e D (x) podem ser obtidos analiticamente a partir das
Egs. (12,13). As condicOes iniciais sdo obtidas aplicando-se 0s operadores integrais nas
respectivas variaveis. Os somatorios sdo truncados num sistema matricial  representado como
A(Y)dY /dx=D(Y,x), onde o vetor Y tem as primeiras NC posi¢cdes ocupadas por ¥ |
(i=1,2,..,NC), e as seguintes NT posi¢des por 6 ; (FL2,...,NT), ealtimapor o . Alugdo é
otimizada empregando-se 0 procedimento adaptativo para a reducéo gradativa da ordem de
truncamento (Cotta, 1993,1998).

O codigo é vaidado comparando-se os resultados obtidos por Figueira da Silva et al
(1998) para 0 caso incompressivel com aqueles obtidos para 4 T=15 K para o ar, que
segundo Gray e Giorgini (1976) encontram-se ainda dentro do limite de validade da hipotese
de Boussinesg. A Tabela 1 mostra a convergéncia dos resultados para o fluxo méssico no
centro do canal e temperatura média da mistura em funcdo das ordens de truncamento das
expansdes em comparagdo com os resultados Benchmark obtidos via hip6tese de Boussinesq,
paraRa* = 10°, Gr = 17361 e Re=186,34 , 0s quais apresentam boa concordancia.

Tabela 1. Temperaturamédia damisturae Py emy = 0 ao longo do canal paraAT = 1,5 K;
Comparagdo entre model os compressivel e hipotese de Boussinesq

x* \ NC/NT 5/5 10/10 15/15 20/20 Boussinesq
Temperatura média da mistura
0,0008 0,9553 0,9564 0,9561 0,9566 0,9571
0,0060 0,8624 0,8635 0,8641 0,8643 0,8648
0,0260 0,6614 0,6626 0,6631 0,6632 0,6634
0,0300 0,6297 0,6319 0,6312 0,6314 0,6315
0,0400 0,5574 0,5585 0,5588 0,5590 0,5590
0,0432 0,5364 0,5374 0,5377 0,5379 0,5378
0,1170 0,2438 0,2442 0,2442 0,2443 0,2438
0,3000 0,0524 0,0525 0,0525 0,0524 0,0523
0,6000 0,0052 0,0053 0,0053 0,0052 0,0053

1,0000 0,0003 0,0003 0,0003 0,0002 0,0003




X* \ NC/NT 5/5 10/10 15/15 20/20 Boussinesq
Yy, em y=0
0,0008 9,945 1,042 1,050 1,053 1,064
0,0060 1,028 1,041 1,043 1,044 1,051
0,0260 0,5994 0,6047 0,6055 0,6061 0,6086
0,0300 0,5226 0,5270 0,5276 0,5281 0,5296
0,0400 0,3965 0,3988 0,3988 0,3989 0,3984
0,0432 0,3767 0,3785 0,3784 0,3785 0,3773
0,1170 0,8161 0,8159 0,8155 0,8158 0,8118
0,3000 1,356 1,356 1,355 1,356 1,354
0,6000 1,486 1,486 1,486 1,486 1,486
1,0000 1,499 1,499 1,499 1,499 1,499

A Fig. 1 mostra os resultados para diversas diferencas de temperaturas impostas entre o
fluido na entrada do cana e as paredes, onde AT = 30 K é considerado o limite tedrico
previsto da aproximagao de Boussinesq (Gray et a,1976). E possivel notar que as quantidades
relacionadas ao escoamento mostram uma discrepancia maior do que os perfis de temperatura.

J x*=1.0 i <= 1.0 x*=0.117
4 +- .
i 1
x*=0.117 | * = 0.117
7 x* = 0.04
s [}
8 s -
i) 1 4
S ]
\ g
[}
* = > -
3 X & 004 < X*=0.04 g
@ c | 28 ©
£ : 2
e |- 27 £ x* = 0.006
S & = o
[ 5 #= =
jo)
* — —
x* = 0.006 £ | * = 0.006
c
5 i
* £
O 4
o
20 S x* = 0.0008
x* = 0. * = 4
20 x* = 0.0008 1.0
1.0 0.57
I T I
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0

< Boussinesq

Tw-To= 15K

,,,,,,,,,,,,, Tw-To= 30K

y
Tw - To =100 K

Figura 1. Distribui¢éo dos perfis de fluxo massico (y ), velocidade e temperatura ao longo do
canal para diversas diferencas de temperatura em comparacao com a hipétese de Boussinesq

4. CASO 2: SOLUCAO DAS EQUACOES DE NAVIER-STOKES E ENERGIA EM
UM FLUIDO COM PROPRIEDADESVARIAVEIS

A seguir esta representada a forma bi-dimensiona transiente das equages de Navier-
Stokes e energia em formulacdo de funcdo corrente aplicada ao problema da cavidade



guadrada com as paredes horizontais isoladas, as laterais sob uma diferenca de temperatura
constante e propriedades do fluido variaveis, exceto a densidade no termo da forca de corpo:

2 dwd(Dzw) dwd(Dzw) 4 au .,
(Dl,l/)+0y - = pr, [0y + 2~ DE‘L%

(15)
OU 2 é’ﬂé'w ﬂf?ﬂ P[Py Oy a
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o0 oy x K& p,.Cp, ox 0x 0y dy
=0: T=1 ¢=¢,=0 , x=1: T=0;, ¢=¢,=0
y=0: T,=0; ¢ =¢,=0 , y=1: T,=0; ¢=¢,=0 (17.a-h)

A funcéo corrente é definidapor v=-¢ xeu= ¢ yescondi¢besiniciais sdo T(x,y,0) = 0
ey (xy,0) = 0. As adimensionalizagOes empregadas foram baseadas em grandezas estimadas
a temperatura inicial e na dimensdo da cavidade. As condic¢fes de contorno da temperatura
s80 homogeneizadas através do filtro T(x,y,t) = T*(X,y,t) + Te(X), onde Tg(X) = 1 —x.

Os problemas auxiliares selecionados sdo idénticos aos aplicados as equaces de camada
limite, adaptados as novas condic¢des de contorno e aplicados as direcdes x e y, que resultam
nos pares transformada-inversa:

0 =] YK OOy BD=Y 5 VDX F D
épr(t)=LlLlﬁ(y) @,() T (xyt)dxdy; T*(x,y,t)=2 2E(y)¢p(X)5pr(t) (18)

Uma vez aplicados os operadores integrais, obtém-se o sistema diferencial transformado:
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onde o coeficiente Ej;m € obtido analiticamente. O problema bidimensional € otimizado
através do procedimento adaptativo associado a reducéo de indices e selegdo de autovalores
utilizada por Leal et al (1999).



As propriedades como fungdes da temperatura foram as sugeridas por Zhong et al (1985):

(T)=1458x107T*5/1104+T : k(T)=26483x 10°T* /T +2454 x 1077 ;
Cp(T)=989824-03316T +02025x 10°T? (20.a:C)

O agoritmo de integracdo foi testado comparando-se os resultados com agueles obtidos
através da rotina DTWODQ (IMSL, 1989), também baseada na Quadratura de Gauss, que
permite o controle automético de erro. O caso teste foi Ra = 10*, com 4 T<<1 (dentro do
limite de Boussinesq). O sistema foi resolvido para baixa precisio (10° naDIVPAG e 10* na
DTWODQ), com 30 termos em cada expanséo parat = 0,01. A Tabela 2 mostra os resultados
em funcdo do numero de pontos de Gauss usados no algoritmo flexivel. Foi observada uma
reducdo no tempo de CPU da ordem de 200 vezes.

Tabela 2 — Convergéncia das expansdes em funcdo do nimero de pontos de Gauss usados,
para Ra = 10* errorelativo de 1073, t=0,01, NV=NT=30.

X y NF=5 NF=10 NF=15 NF=20 NF=25 NF=30 DTWODQ
Funcgéo corrente

01 01 -0,39544 -0,33208 -0,33361 -0,33369 -0,33369 -0,33369 -0,33369

01 05 -0,93331 -0,92622 -0,96822 -0,96753 -0,96752 -0,96752 -0,96752

01 09 -0,44778 -0,34332 -0,35108 -0,35116 -0,35116 -0,35116 -0,35116

0,5 0,1 0,03685 -0,17172 -0,14627 -0,14684 -0,14684 -0,14684 -0,14684

0,5 0,5 0,53133 -1,28504 -0,76328 -0,76886 -0,76885 -0,76885 -0,76885

0,5 0,9 0,00955 -0,19343 -0,15683 -0,15741 -0,15741 -0,15741 -0,15741

0,9 0,1 0,04024 -0,01327 -0,00790 -0,00817 -0,00817 -0,00817 -0,00817

0,9 05 0,49565 -0,05889 -0,05731 -0,05940 -0,05939 -0,05939 -0,05939

0,9 09 0,05094 -0,00714 -0,00592 -0,00620 -0,00620 -0,00620 -0,00620
Temperatura

0,1 0,1 0,26062 0,43263 0,42821 0,42831 0,42831 0,42831 0,42831
0,1 05 0,28556 0,47609 0,47607 0,47606 0,47606 0,47606 0,47606
0,1 09 0,30865 0,52360 0,52973 0,52961 0,52961 0,52961 0,52961
05 0,1 -0,00224 0,02864 0,00176 0,00168 0,00168 0,00168 0,00168
0,5 0,5 0,00555 0,02141 0,00072 0,00073 0,00073 0,00073 0,00073

05 09 0,01184 0,01516 -0,00082 -0,00073 -0,00073 -0,00073 -0,00073
09 01 0,00119 -0,0039 0,00038 0,00039 0,00039 0,00039 0,00039
09 05 0,00293 -0,00257 -0,00026 -0,00028 -0,00028 -0,00028 -0,00028
0,9 0,9 0,00427 -0,0008 0,00024 0,00021 0,00021 0,00021 0,00021
CPU (s) 46,79 149,07 268,62 480,17 737,03 1075,17 197718,3

O limite de aplicabilidade da aproximagdo de Boussinesq, sugerido pelo mesmo autor €
dado por 8 o= 0,0244 Ra®**, onde 6= (Tr,— Tc)/Te. O fluido usado foi ar, com Pr = 0,71, e
trés nimeros de Rayleigh foram testados: Ra = 10°%10* e 10° . Os valores de 8  usdos para
cada Ra séo 0,1307, 0,2288, 0,4030 (respectivamente), que correspondem aos limites tedricos
previstos pelaférmula anterior, 0,0101 (baixo A Tparatodos os casose 0,5 (Ra= 10° e 10%) e
0,8 (Ra = 10% nos casos fora do limite tedrico citado. Os casos foram rodados para uma
tolerancia de 10, 120 termos em cada expansdo e NF = 40. Na Fig. 2 observam-se os
resultados dos perfis de temperaturaem y = 0,5 e Nu local na parede quente para cada Ra. Em

6o= 0,0101, os resultados praticamente correspondem aqueles preditos pela hipétese de
Boussinesq, obtidos por Leal et al (1999) via GITT. A medidaque 8 ( ameta, € observado
um deslocamento nas curvas da temperatura. No caso do nimero de Nusselt, observa-se uma
variagdo de maior ordem e uma mudanca apreciavel naforma dos perfis.

Todos os casos foram executados num computador PC Pentium 266 MHz, em linguagem
FORTRAN.
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Figura 2 — Comparagéo do perfil de temperaturaemy = 0,5 e nimero de Nusselt local ao
longo da parede quente da cavidade em diferentes tempos para propriedades constantes e

Nupot

variaveis. () Ra= 10° (b) Ra= 10* e (c) Ra= 10°.
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5. CONCLUSAO

Neste trabalho, foi proposto um algoritmo simples de integracdo numérica de coeficientes
aplicado a GITT, que permite a solucdo de problemas de convecgdo-difusdo em cuja
formulagdo se encontram termos néo transforméveis analiticamente, assm como uma enorme
flexibilidade na ateracdo de paréametros da formulacdo do problema. Foram testadas as
solucBes das equacdes de camada limite no escoamento compressivel a baixo nimero de
Mach num canal vertical com paredes aquecidas e do cléssico problema da cavidade quadrada
com uma diferenca de temperaturas constante imposta entre as paredes verticais,
considerando todas as propriedades do fluido variaveis. Em ambos os casos, 0 programa foi
validado via comparagcdo com resultados previstos pela hipotese de Boussinesq em situactes
menos criticas. O algoritmo viabilizou as solugdes, e foram obtidos tempos de processamento
até 200 vezes menores, em comparacéo com 0 processo convencional de aplicacéo daGITT.
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A FLEXIBLE ALGORITHM FOR THERMAL CONVECTION PROBLEMSVIA
INTEGRAL TRANSFORMS

Abstract. The Generalized Integral Transform Technique (GITT) is employed to solve
convection-diffusion problems in fluids with variable physical properties. In this case, some
strong non-linear terms are observed in the formulation, where the analytical transformis not
possible. A simple algorithm is presented, which allows to obtain the coefficients numerically
and permits a great flexibility in changing boundary conditions and source terms of the
original egquations. Results for the compressible boundary layer equations in a parallel plate
channel flow and for the classical lid-driven flow in a square cavity with all the properties as
functions of the temperature (except the density) are shown.

Key-words: Integral transforms, Hybrid methods, Non-Boussinesq convection, Compressible
flow, Variable properties



