
FORMULAC� ~AO E IMPLEMENTAC� ~AO DE C�ALCULO

DE PLACAS LAMINADAS DE MATERIAL COMPOSTO

Philippe R. B. Devloo

F ranciscoA. Menezes

Universidade Estadual de Campinas, Departamento de Estruturas

Cx. P ostal 6021 { CEP13083-970 { Campinas, SP, Brasil

Cedric M. A. A. Brav o

Universidade Estadual de Campinas, Prog. de P�os-Gradua�c~ao em EngenhariaMecânica

Cx. P ostal 6122 - 13083-970 - Campinas, SP, Brasil

Resumo. O artigo trata da formula�c~ao eimplementa�c~ao do c�alculode placas laminadas

de materialc omposto. A modelagem �e base ada no desenvolvimento de um elemento �nito

de placa espessa, onde a superf��cie de refer ência n~ao precisa coincidir com a superf��cie que

passa pela sua espessura m�edia. A simula�c~ao �e feita pela sobreposi�c~ao de v�arios elementos

como os acima referidos, cada um representando a contribui�c~aode uma das camadas da

placa laminada, possibilitando a determina�c~ao aproximada da matriz de rigidez e do vetor

de cargas de um elemento �nito multi-camadas par aa an�alisede placas anisotr�opicas.

F oi utilizado o ambiente depr ogr ama�c~ao simb�olic a Mathematica para a obten�c~ao das ma-

trizes de rigidez. A intera�c~aoentre o pr ogr amaMathematica e o pr ogr amaC++, onde

a formula�c~aofoi implementada, deu agilidade e con�abilidade �a pr ograma�c~ao. A imple-

menta�c~ao computacional permite o estudo de pr oblemasestruturais envolvendo o uso de

placas multi-camadas anisotr�opicas, de emprego cada vez mais freq�uente em engenharia

civil, mecânica e aeroespacial. Alguns resultados j�a obtidos s~ao mostrados, par aefeito de

compar a�c~ao.
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1. INTRODUC� ~AO

O estudo de placas laminadas formadas por v�arias camadas �e de interesse pr�atico da

engenharia, pois o seu uso tem se in tensi�cado nos �ultimos tempos com a utiliza� c~aode

materiais compostos. As camadas que comp~oem a placa podem ter propriedades el�asticas

diferentes ou mesmo suas �bras serem dispostas em dire�c~oes diferentes, dando um car�ater

anis�otropico paraa placa.

A formula�c~ao obtida foi implementada num ambiente computacional de programa�c~ao

cient���caorientada a objetos denominado PZ (Devloo 1992, Devloo 1997), em desenv ol-



vimento no Departamento de Estruturas da Faculdade de Engenharia Civil da Unicamp,

sob a coordena�c~ao do primeiro autor, o qual possibilita a an�alise de problemas de placas

atrav�es do M�etodos dos Elementos Finitos, via processo dos deslocamentos.

2. OBJETIVOS

O objetivo principal �e mostrar a formula�c~ao desenvolvida para a simula�c~ao de placas

espessas multi-camadas e sua implementa�c~ao num programa de elementos �nitos.

A matriz de rigidez do elemento de placa �e formada pela superposi�c~ao das matrizes

de rigidez de cada camada que o constitui. As express~oes dos coe�cientes de rigidez das

submatrizes de contribui�c~ao de cada camada s~ao extensas e foram obtidas com o aux��lio

do programa Mathematica (Adamchik 1993).

O elemento �nito proposto pode ser formado de v�arias camadas superpostas, de pro-

priedades diferentes, de tal modo que o plano de 
ex~ao do elemento n~ao tem necessidade

de coincidir com a superf��cie m�edia da placa.

3. HIP�OTESES

As principais hip�oteses admitidas nesta formula�c~ao foram:

1. O estudo do elemento �nito de placa foi tratado como um problema de elasticidade

plana onde foram aplicadas as simpli�ca�c~oes do estado plano de tens~oes. A lei

constitutiva admitida foi a de regime el�astico linear com pequenos deslocamentos e

pequenas deforma�c~oes.

Figura 1: Esfor�cos e Deslocamentos positivos num ponto da placa

2. A placa foi admitida espessa, obedecendo a teoria de Reissner-Mindlin (Reissner

1945). A formula�c~ao admite deforma�c~ao cisalhante de primeira ordem (FSDT -

�rst-order shear deformation), No estudo cinem�atico da placa admite-se que uma

linha reta, perpendicular ao plano da placa, �e inextens��vel, permanecendo reta ap�os

a deforma�c~ao, sofrendo uma rota�c~ao tal que n~ao �ca obrigat�oriamente perpendicular

�a tangente da superf��cie deformada. As vari�aves deslocamentos em cada ponto da

placa, contidos no plano de referência s~ao as transla�c~oes u = u(x; y), v = v(x; y)

e w = w(x; y) e as rota�c~oes �x = �x(x; y), �y = �y(x; y) e �z = �z(x; y), positivos

conforme Fig.1. Um ponto gen�erico P est�a contido numa camada i de espessura hi,



cujo plano m�edio est�a a uma distância fi do plano de referência. Os deslocamentos

do ponto P valem:

uP = u(x; y)� �x(z + f) (1)

vP = v(x; y) + �y(z + f) (2)

wP = w(x; y) (3)

�xP = �x(x; y) (4)

�yP = �y(x; y) (5)

�zP = 0 (6)

Ao se admitir rota�c~ao constante para todas as camadas existir�a uma inconsistência

no c�alculo de deforma�c~oes e tens~oes nas superf��cies de separa�c~ao entre as cama-

das. Os êrros de aproxima�c~ao devido �a inconsistêcia comentada tem se mostrado

toler�avel. No futuro espera-se poder incorporar na formula�c~ao uma varia�c~ao das ro-

ta�c~oes de uma camada para outra, conforme artigo recente de Qi and Knight(Knight

1997):

3. Em cada ponto de integra�c~ao, contido num lado do elemento �nito, de�ne-se um

sistema de referência Oa1a2a3 tal que a1 e a2 est~ao contidos no plano da placa e a1
d�a a orienta�c~ao do lado, conforme Fig.2.

Figura 2: Eixos para orienta�c~ao do lado e dire�c~ao das �bras num elemento

4. Admite-se que cada camada tenha propriedades ortotr�opicas em rela�c~ao a duas

dire�c~oes. No plano m�edio de cada camada de�ne-se um sistema de referência tri-

ortogonal Oe1e2e3, tal que os eixos e1 e e2 estejam nas dire�c~oes de ortotropia do

material da camada. A dire�c~ao e1 �e designada no trabalho com \dire�c~ao das

�bras". Os parâmetros el�asticos: m�odulos de elasticidade longitudinal E1 e E2,

coe�cientes de Poisson �1 e �2 e m�odulos de elasticidade transversal G12, G13 e G23

de uma camada s~ao relativos a e1, e2 e e3. Devido �a hip�otese (1) e �a ortotropia

foram impostas condi�c~oes indicadas a seguir, conforme (Lekhnitskii 1981):

�zz = 0 (7)

E1�2 = E2�1 (8)



4. FORMULAC� ~AO

Apresenta-se a seguir, de forma suscinta, a formula�c~ao deduzida para o elemento de

placas laminadas multi-camadas, admitindo-se estado plano de tens~oes.

4.1 Camada paralela ao plano xy com as �bras alinhadas com o eixo x

Deforma�c~oes:
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Tens~oes:
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Em problemas de engenharia �e comum adotar como deforma�c~oes de cisalhamento 
xz,


yz e 
xy que valem respectivamente o dôbro das deforma�c~oes de cisalhamento "xz, "yz e

"xy, calculadas conforme equa�c~oes 10. Aqui optou-se por n~ao adotar essa pr�atica. Chama-

se a aten�c~ao do leitor, ent~ao, para os valores dos m�odulos de elasticidade transversais a

serem adotados, que devem ser o dobro dos valores adotados na pr�atica.

Esfor�cos solicitantes: Levando em conta os efeitos de 
ex~ao e os efeitos de mem-

brana, os esfor�cos solicitantes: for�cas normais Nx, Ny , e Nxy ; for�cas cortantes Vx e Vy
; momentos de 
ex~ao Mx , My e Mxy, cujos sentidos positivos est~ao indicados na Fig.1,

s~ao apresentados nas equa�c~oes 11 �a 13.
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A constante k que aparece nas integrais das equa�c~oes 12 �e adotada para corrigir as

diferen�cas entre a atual distribui�c~ao de tens~ao devido �a for�ca cortante e aquela da teoria de

primeira ordem. No trabalho foi adotado k = 5
6
.Os momentos Mx e My s~ao denominados



momentos 
etores e Mxy �e designado momento volvente. Na programa�c~ao, um momento


etorMz = hS"z que tende a zero, embora n~ao esteja no contexto da formula�c~ao da placa

paralela do eixo xy, foi introduzido prevendo futuros desenvolvimentos.

Princ��pio dos Trabalhos Virtuais: A express~ao referente ao PTV �e escrita a

partir dos esfor�cos solicitantes e do carregamento aplicado na superf��cie e no cortorno.

Assim o PTV envolve trabalho virtual dos esfor�cos internos e trabalho virtual das for�cas

externas (sobre o corpo e no contorno). A parcela do trabalho virtual interno pode ser

calculada como na equa�c~ao 14:
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Chamando o integrando da equa�c~ao 14 de �W escreve-se:

Wint =

Z
A

�W (15)

As vari�aveis deslocamentos e as suas varia�c~oes podem ser agrupadas em forma de

vetores de dimens~oes 6� 1, aqui denotados u e Æu. Os termos do integrando da equa�c~ao

do PTV podem ser agrupados em termos dos vetores u e Æu, conforme equa�c~ao 16.

A express~ao do trabalho virtual interno Wint �e bilinear em rela�c~ao a
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�
. As matrizes de ordem 6 � 6 da equa�c~ao 16 podem ser calculadas conforme

indicado na Tabela 1.

Wint =

Z
A

"�
@Æu

@x

�
T

Kxx

@u

@x
+

�
@Æu

@y

�
T

Kyy

@u

@y
+

�
@Æu

@x

�
T

Kxy

@u

@y
+

�
@Æu

@x

�T

Kyx

@u

@y
+ (Æu)

T
B0x

@u

@x
+

�
@Æu

@x

�T

Bx0u+ (16)

(Æu)
T
B0y

@u

@y
+

�
@Æu

@y

�T

By0u + (Æu)
T
B00u

#
dxdy

Tabela 1: Forma das matrizes 6x 6 da expresso do trabalho virtual interno
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4.2 Camada paralela ao plano xy com as �bras n~ao alinhadas com o eixo x

Neste caso �e necess�ario de�nir o vetor e1, na dire�c~ao das �bras, o vetor e2, perpen-

dicular a e1, e os vetores a1 e a2, que de�nem o lado do elemento, conforme ilustrado na

Fig.2. As componentes desses vetores em rela�c~ao a x,y,z s~ao:

�
e1 = (e00; e01; e02) , e2 = (e10; e11; e12)

a1 = (a00; a01; a02) , a2 = (a10; a11; a12)
(17)

As propriedades el�asticas E1, E2, G12, �1 e �2 devem ser medidas em rela�c~ao a dire�c~ao

do vetor e1 (que de�ne as �bras) , G13 e G23 devem ser medidas na dire�c~ao da espessura.

As vari�aveis cinem�aticas em rela�c~ao ao eixos e1 e e2 s~ao un , vn , wn , �n1 e �n2.

Inclui{se tamb�em a vari�avel �n3 = 0 por interesse para pr�oximos desenvolvimentos. Desse

modo as express~oes para deforma�c~oes, tens~oes e esfor�cos solicitantes, em rela�c~ao aos eixos

e1 e e2 s~ao an�alogas �aquelas j�a apresentadas em rela�c~ao aos eixos x e y (vide equa�c~oes 9

a13). A partir delas pode-se escrever o trabalho virtual dos esfor�cos internos:
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Os deslocamentos u, descritos nas dire�c~oes globais x,y e as suas varia�c~oes podem ser

expressos com respeito �as dire�c~oes a1; a2. Os termos da equa�c~ao do PTV (equa�c~ao 18)

podem ser agrupados a partir dos deslocamentos u e suas varia�c~oes Æu, escritos termos

de a1; a2.
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As matrizes de ordem 6� 6 da equa�c~ao 19 podem ser calculadas de modo semelhante

ao mostrado na tabela 1. No entanto �e mais interessante calcular essas matrizes da forma

que segue:

~Kxx = RT

�
Kxx

@a1

@e1

@a1

@e1
+Kyy

@a1

@e2

@a1

@e2
+Kxy

@a1

@e1

@a1

@e2
+Kyx

@a1

@e1

@a1

@e2

�
R (20)

~Kyy = RT

�
Kxx

@a2

@e1

@a2

@e1
+Kyy

@a2

@e2

@a2

@e2
+Kxy

@a2

@e2

@a2

@e2
+Kyx

@a2

@e2

@a2

@e1

�
R (21)

~Kxy = RT

�
Kxx

@a1

@e1

@a2

@e1
+Kyy

@a1

@e2

@a2

@e2
+Kxy

@a1

@e1

@a2

@e2
+Kyx

@a1

@e2

@a2

@e1

�
R (22)



~Kyx = RT
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onde R �e a matriz de rota�c~ao dos eixos x; y; z para os eixos e1, e2, e3 e as derivadas

parciais s~ao os cossenos diretores entre os vetores a1,a2 e os vetores e1 e e2.

Matriz de Rigidez do Elemento Finito: A matriz de rigidez do elemento �nito

de placa pode ser obtido pela integra�c~ao num�erica da equa�c~ao 19, onde u e Æu s~ao dis-

cretizados atrav�es das fun�c~oes de forma geradas segundo o m�etodo dos elementos �nitos.

5. EXEMPLOS

A formula�c~ao foi testada com diversas situa�c~oes de vincula�c~ao, de carregamentos e

de rela�coes altura/espessura. Foram testadas placas multi-camadas com suas �bras em

orienta�c~oes diferentes. Apesar de n~ao mostrado nos exemplos que seguem, nas simula�c~oes

realizadas foram utilizados tanto elementos triangulares como quadril�ateros.

5.1 Exemplo 1

O primeiro exemplo �e o de uma placa espessa ortotr�otopica quadrada, simplesmente

apoiada em todo o contorno, de rela�c~ao lado/espessura a

h
= 10 .

Figura 3: Dados da placa sim�etrica apoiada em todo o contorno do exemplo 1

Devido �a dupla simetria da estrutura e do carregamento analisou-se apenas 1=4 da

placa. Os parâmetros el�asticos, valor do carregamento aplicado por unidade de �area e



as condi�c~oes de contorno est~ao indicados na Fig.3. O valor te�orico da 
echa m�axima

�e 0; 06540m. Na Tabela 2 s~ao mostrados os valores de 
echa m�axima obtidas com o

programa PZ para v�arias discretiza�c~oes. Os valores encontrados foram sensivelvemente

melhores do que os obtidos por (Sedano 1998) utilizando um elemento triangular proposto

por (Kasmatka 1994).

5.2 Exemplo 2

O segundo exemplo trata de uma placa anisotr�opica quadrada indicada na Fig.4,

formada por 3 camadas cujas �bras est~ao dispostas em dire�c~oes diferentes. A placa �e

simplesmente apoiada em todo o contorno. Cada camada têm espessura h = 0; 10m de

modo que a espessura total vale hT = 0; 30m. As �bras de cada camada est~ao dispostas

formando ângulos de 0Æ=90Æ=0Æem rela�c~ao ao eixo x. Os lados da placa têm dimens~ao

a = 10m. O carregamento atuante �e uma carga uniformemente distribu��da, perpendicular

ao plano da placa, de valor p = 100kN=m2. As propriedades el�asticas de cada camada

s~ao iguais entre si e est~ao indicadas na Fig.4.

Figura 4: Dados da placa multi-camada apoiada no contorno do exemplo 2

Cada camada tem comportamento ortotr�opico. Apesar de multi-camada a placa apre-

senta dupla simetria. Analisou-se apenas 1=4 da placa utilizando elementos quadril�ateros.

As condi�c~oes de vincula�c~ao utilizadas s~ao as mesmas do exemplo anterior.

Figura 5: Deslocamentos verticais em 1=4 da placa do exemplo 2



Na Fig.5 apresenta-se uma vista dos delocamentos verticais, em metros, de 1=4 da

camada m�edia da placa.A 
echa calculada no ponto central da camada m�edia da placa

est�a mostrada na Tabela 3 para diversas discretiza�c~oes e diversos graus de interpola�c~ao.

Tabela 2: Resultados para o exemplo 1 Tabela 3: Resultados para o exemplo 2

Flecha no centro da placa ortotr�opica

simplesmente apoiada nos contornos

Valor Te�orico (fmax=0,06540 m)

N�umero Grau N�umero Flecha

Elementos Polinômio Equa�c~oes (m)

1 3 96 0,06622

4 150 0,06504

5 216 0,06532

4 2 150 0,05719

3 222 0,06610

4 390 0,06513

5 616 0,06536

16 2 102 0,06562

3 798 0,06596

4 1446 0,06521

5 2286 0,06538

64 2 1398 0,06520

3 3246 0,06596

Flecha no centro da placa laminada

formada por 3 camadas

N�umero Grau N�umero Flecha

Elementos Polinômio Equa�c~oes (m)

1 3 96 0,02623

4 150 0,02593

5 216 0,02599

4 2 150 0,02595

3 294 0,02598

4 486 0,02600

5 726 0,02602

16 2 486 0,02598

3 1014 0,02601

4 1734 0,02603

5 2646 0,02503

64 2 1734 0,02603

6. CONCLUS~OES

O elemento de placa multi-camada formulado apresentou bons resultados nos testes

realizados. O elemento leva em conta o efeito do cisalhamento, de acordo com a teoria

cl�assica de Reissener-Mindlin, sendo adequado para placas espessas. O elemento n~ao tem

apresentado o conhecido efeito de travamento (shear-locking), pelo efeito da for�ca cor-

tante, quando se usa a formula�c~ao para a an�alise de placas �nas. Isso tem sido conseguido

utilizando-se polinômios de interpola�c~ao de alta ordem.

Os esfor�cos, tens~oes e deforma�c~oes s~ao calculados em cada camada, em rela�c~ao ao

plano de referência, possibilitando a veri�ca�c~ao de valores locais de tens~oes limites ou

valores de resistência �ultima para o material de cada camada.

O ambiente de programa�c~ao cient���ca PZ, utilizado para a implementa�c~ao �e aberto e

receptivo a aperfei�coamentos na modelagem do elemento apresentado. Em trabalhos em

desenvolvimento pretende-se utilizar o elemento proposto tamb�em para a aproxima�c~ao

de cascas multi-camadas. Em trabalhos futuros tem-se como meta modi�car o modelo

cinem�atico para possibilitar rota�c~oes diferentes em cada camada, para compatibilizar as

deferma�c~oes nas superf��cies de separa�c~ao entre as camadas.
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