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Os problemas relacionados com a transmissão de calor no escoamento ao redor de corpos
que sem movem com velocidades elevadas, foram assumindo importante função, a medida
que os avanços tecnológicos em determinados setores,  propiciaram a possibilidade do
desenvolvimento de veículos que pudessem atravessar a atmosfera, se lançar no espaço e
posteriormente retornar com segurança. Um dos maiores problemas, é encontrado na
reentrada atmosférica. Tal dificuldade, consiste em converter a grande quantidade de energia
cinética e potencial, em uma forma de energia que não danifique o veículo e seu conteúdo.
Devido às condições extremas de aquecimento aerodinâmico, a quantidade de energia
envolvida em tal processo é suficiente para que ocorresse a evaporação do veículo espacial,  a
exemplo do que ocorre com os meteoritos quando penetram em nossa atmosfera.

O processo de ablação pode ser explicado resumidamente como uma evaporação física na
superfície de uma material exposto a um gás a alta temperatura. O mecanismo de proteção
térmica ablativa, não consiste apenas na absorção de calor por  mudança de fase, mas também
em um efluxo gasoso da superfície na camada limite aerodinâmica que envolve o corpo e,



aumenta a espessura da camada limite, reduzindo o gradiente de temperatura no gás, entre a
superfície em ablação e aresta da camada limite, diminuindo assim a transferência de calor
por convecção para a superfície em ablação. Devido à complexidade do problema e
dificuldade de modelagem, adota-se neste trabalho uma análise simplificada na qual
considera-se apenas os processo de transferência de calor e massa com mudança de fase.

Durante tal processo de transferência de calor e massa, dois períodos podem ser
identificados: o período pré-ablativo e o período ablativo. No primeiro não há mudança de
fase e o material é aquecido até seu ponto de fusão, já no segundo, de acordo com a hipótese
de Stefan, descrita por Lacaze (1967), a massa fundida é instantaneamente removida para o
ambiente.

O procedimento matemático utilizado na busca da solução exata é a Técnica da
Transformada Integral Generalizada, T.T.I.G., proposta por Özisik & Murray (1974) como
um método de solução para problemas de difusão linear, com condições de fronteira variáveis,
facilitando consideravelmente o cálculo e proporcionando um equacionamento cuja solução
pode ser obtida através de método computacional.

Ruperti & Cotta (1991), aplicaram a T.T.I.G. na análise de condução unidimensional de
calor e mudança de fase em região finita, baseando-se num exemplo típico de proteção
térmica em veículos espaciais.

Cotta (1986), utilizou a TTIG para obtenção dos resultados numéricos de uma solução
formal completa para o problema de difusão em meio finito com fronteira móvel.

O presente trabalho baseou-se em Diniz et al. (1996), com o intuito de complementar os
resultados apresentados por tal autor, assim como gerar uma discussão a respeito da influência
dos parâmetros ligados com a geometria do corpo agindo sobre o fenômeno ablativo.
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O problema trata da transferência de calor unidimensional numa casca de revolução
rombuda a qual é associado um sistema de coordenadas curvilíneas ortogonais, Anderson et al
(1984). O corpo de revolução está sujeito a um fluxo de calor transiente e axi-simétrico, Q(τ),
na sua superfície externa, ao passo que a sua superfície interna permanece térmicamente
isolada. O fluxo de calor esta orientado ao longo da coordenada ζ, a qual é medida ao longo
da normal à superfície, na estação ξ considerada, como ilustrado na Fig. 1.

Figura 1 – Representação da geometria de revolução.

Na "Fig. 1", δ(τ)  representa a espessura da proteção térmica do corpo de revolução;
β(ζ) representa o ângulo da tangente à superfície com o eixo do corpo; R(ζ) é o raio de
curvatura geratriz de revolução, e r(ζ) é a distância da superfície até o seu eixo de simetria.



Condutividade térmica e calor específico são considerados constantes e a temperatura
inicial  do corpo é T0. Além disso, considera-se que a condução de calor ocorre
predominantemente ao longo da espessura do material. Tal se justifica pelo fato de que
δ(τ) / R<<1.
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Durante o período pré-ablativo, o processo de condução de calor unidimensional e
transiente é governado pela equação:
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Utilizando a TTIG, Özisik e Murray (1974), definiram o seguinte par de transformada
integral:
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onde ( ) ( )ζµζψ
LL

cos=  e µL�= �π,  (��= 0, 1, 2, 3, ...) são respectivamente as auto-funções e os

auto-valores. Define-se a norma das auto-funções como:
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Substituindo a Eq. (7) na Eq. (1) obtém-se o sistema de equações diferenciais ordinárias:
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Aplicando a transformada integral na condição inicial, tem-se
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Da solução da Eq. (10) resulta a distribuição de temperatura da fase pré-ablativa na
forma:
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onde θDY(τ) representa o potencial médio, definido por Mikhailov & Özisik, (1984) e Diniz et
al., (1991).

Conhecido o campo de temperatura na fase pré-ablativa, procede-se a solução da fase
ablativa, a qual envolve a determinação da posição do contorno em movimento. A posição é
definida pela espessura δ(τ) do material não fundido e o seu movimento define a velocidade
de ablação V(τ), que é identificada pela equação de restrição de acoplamento do balanço
energético.
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A equação que define esta fase, na forma adimensional, com a nova coordenada espacial,
ζ* = 1 - ζ , e a posição da fronteira ζ*

f (τ) = 1 - δ(τ), é dada por:
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com as seguintes condições inicial e de contorno, respectivamente:

           ( ) ( ) ,1,,ˆ ** −= τζθτζθ        τ = τf ;                                                                                     (16)

onde τf é o instante que determina o início da fusão.
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O balanço de energia na fronteira fornece a equação:
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onde υ é o inverso do número de Stefan.

Para aplicar a T.T.I.G., adota-se o seguinte problema auxiliar de autovalor transiente,
Cotta, (1993):
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com as seguintes condições de contorno:
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Da solução do problema auxiliar de autovalor obtém-se as auto-funções e os autovalores,
como seguem:
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Das propriedades de ortogonalidade obtém-se a norma da auto-função:
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Define-se uma autofunção normalizada:
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O par transformada integral e transformada inversa é definido por:
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Aplicando a T.T.I.G. nas Eqs. (15) e (19) obtém-se o seguinte sistema de equações
diferenciais:
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onde Z2 ( ζ*) = 1 + (1-ζ*) K(ζ*). Para i ≠ j, tem-se:
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A condição inicial é obtida substituindo a Eq.(24) nas Eqs.(14) e (17):
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A Eq. (18), que representa a velocidade ablativa, é escrita na forma transformada, como
segue:
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A Eq. (26) e a Eq. (34) formam um sistema infinito de equações diferenciais ordinárias
acopladas cuja solução fornece o perfil de temperatura no sólido, a profundidade ablativa δ(τ),
do material fundido e a velocidade de ablação:
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A utilização do fluxo de calor na forma exponencial, fundamentou-se no trabalho de Zien
(1977), que empregou o Método Integral do Momento-θ para tratar a transferência de calor
por ablação com fluxos de calor em termos de Q ~ tm e Q ~ et, constatando que tais fluxos
simulam mais realisticamente o fenômeno da ablação do que o fluxo uniforme de calor.

Os resultados numéricos foram obtidos da solução do sistema de equações (26) e (34)
truncados em um número finito de equações, através da rotina DGEAR da Biblioteca IMSL
(1979). Em todos os casos analisados considerou-se os seguintes parâmetros físicos: tempo
característico tc = 10s; tempo de referência tr=100s; tempo de referência adimensional, τr =
tc/tr = 10 e inverso do número de Stefan ν=1. Esses valores foram definidos por Chung &
Hsiao (1985), e utilizados no presente trabalho com o objetivo de comparar os resultados
obtidos. Os resultados são apresentados em função da diferença de tempo dimensional, t-tf,
onde tf representa o instante em que se inicia a fusão do material e t um instante de tempo
dimensional qualquer.
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Figura 2 – Resultados para a geometria de revolução quando aproximado pela placa.

A Fig. 2 apresenta o caso em que a geometria de revolução no limite foi aproximada por
uma placa, ou seja, β(ξ)=0, R(ξ)=0 e r(ξ)=1000. Para tal caso o tempo adimensional do início
da ablação foi calculado e igual a τf=6,68, valor esse que se aproxima de τf=6,50 obtido por
Chung & Hsiao (1985), para uma placa finita. A concordância entre os resultados é muito boa
como pode ser verificado pela análise da Fig. 2.

Uma vez verificado o procedimento de cálculo para o caso da placa plana, aplicou-se o
mesmo ao corpo de revolução. Considerou-se r(ξ)=3, β(ξ)=20,0° e R(ξ)=0,03. A influência de

dois fluxos de calor: Q1 = ττ 52 +−  e Q2 = )2( 2 ττ +− , impostos no contorno,  sobre a
velocidade e espessura ablativa, pode ser verificada na Fig. 3. Observa-se  que o fluxo de
calor exponencial tem um efeito muito mais significativo sobre a velocidade da fronteira
ablativa do que sobre a espessura de material ablativo. O uso do fluxo de calor na forma de
Q2, busca simular o fluxo de calor encontrado em condições reais de reentrada de veículos
espaciais na atmosfera.
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Figura 3 – Influência do fluxo de calor na velocidade e espessura ablativas.

As curvas mostradas na Fig. 4, mostram a distribuição de temperatura nas fases
pré-ablativa e ablativa, quando a geometria de revolução é aproximada por uma placa plana.
Nota-se que a curva que representa a distribuição de temperatura quando se inicia o período
ablativo, onde τ = τf,  a distribuição de temperatura, em toda a espessura de material ablativo,
já apresenta valores próximos a θ = 1, que é o valor na fronteira.

Figura 4 – Distribuição de temperatura para o fluxo de calor Q = 0,1e(τ/τr).
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A técnica utilizada possibilitou a transformação de um sistema de equações diferenciais
parciais acopladas num sistema infinito de equações ordinárias acopladas que pode ser
resolvido facilmente através de rotinas do IMSL (1979), truncado-se o último sistema num
número finito de equações diferenciais ordinárias de acordo com a precisão que se deseja na



solução.  A validade do desenvolvimento analítico, obtendo-se  uma solução exata, é
demonstrada na Figura 2, pela boa concordância dos resultados do presente trabalho com
resultados de Chung & Hsiao (1985).
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