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Resumo. A solugdo do problema de transferéncia de calor associado a aplicagbes de
protegdo térmica ablativa, é apresentado neste trabalho. O fluxo de calor transiente devido
ao escoamento de alta velocidade sobre o corpo é representado por uma relagdo na forma
exponencial. O sistema ndo-linear de equagdes diferenciais parciais, resultante da aplica¢do
do principio da conservagdo de energia, é transformado em um sistema infinito de equagoes
diferenciais ordinarias através da Técnica da Transformada Integral Generalizada. Os
pardmetros de interesse, tais como, espessura e velocidade ablativa, sdo entdo, obtidos e
comparados com aqueles apresentados na literatura.
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1. INTRODUCAO

Os problemas rel acionados com a transmissdo de calor no escoamento ao redor de corpos
gue sem movem com velocidades elevadas, foram assumindo importante funcdo, a medida
gue 0s avancos tecnoldgicos em determinados setores, propiciaram a possibilidade do
desenvolvimento de veiculos que pudessem atravessar a atmosfera, se lancar no espaco e
posteriormente retornar com seguranca. Um dos maiores problemas, é encontrado na
reentrada atmosférica. Tal dificuldade, consiste em converter a grande quantidade de energia
cinética e potencial, em uma forma de energia que ndo danifique o veiculo e seu contelido.
Devido as condicBes extremas de aguecimento aerodinamico, a quantidade de energia
envolvidaem tal processo é suficiente para que ocorresse a evaporagao do veiculo espacial, a
exemplo do gue ocorre com 0s meteoritos quando penetram em nossa atmosfera.

O processo de ablagdo pode ser explicado resumidamente como uma evaporacdo fisica na
superficie de uma material exposto a um gas a alta temperatura. O mecanismo de protecéo
térmica ablativa, ndo consiste apenas na absor¢do de calor por mudanca de fase, mas também
em um efluxo gasoso da superficie na camada limite aerodindmica que envolve o corpo e,



aumenta a espessura da camada limite, reduzindo o gradiente de temperatura no gas, entre a
superficie em ablacdo e aresta da camada limite, diminuindo assim a transferéncia de calor
por conveccdo para a superficie em ablacdo. Devido a complexidade do problema e
dificuldade de modelagem, adota-se neste trabalho uma andlise simplificada na qual
considera-se apenas 0s processo de transferéncia de calor e massa com mudancga de fase.

Durante tal processo de transferéncia de calor e massa, dois periodos podem ser
identificados: o periodo pré-ablativo e o periodo ablativo. No primeiro ndo ha mudanca de
fase e 0 material é aguecido até seu ponto de fusdo, ja no segundo, de acordo com a hipotese
de Stefan, descrita por Lacaze (1967), a massa fundida é instantaneamente removida para o
ambiente.

O procedimento matematico utilizado na busca da solugdo exata € a Técnica da
Transformada Integral Generdizada, T.T.1.G., proposta por Ozisk & Murray (1974) como
um método de solugéo para problemas de difusdo linear, com condig¢des de fronteira variaveis,
facilitando consideravelmente o calculo e proporcionando um egquacionamento cuja solucéo
pode ser obtida através de método computacional.

Ruperti & Cotta (1991), aplicaram a T.T.l.G. na andlise de condugdo unidimensiona de
caor e mudanca de fase em regido finita, baseando-se num exemplo tipico de protegdo
térmica em veicul os espaciais.

Cotta (1986), utilizou a TTIG para obtencdo dos resultados numéricos de uma solucéo
formal completa para o problema de difusdo em meio finito com fronteira moével.

O presente trabalho baseou-se em Diniz et a. (1996), com o intuito de complementar os
resultados apresentados por tal autor, assim como gerar uma discussao a respeito dainfluéncia
dos parametros ligados com a geometria do corpo agindo sobre o fendmeno ablativo.

2. ANALISE

O problema trata da transferéncia de calor unidimensional numa casca de revolugéo
rombuda a qual € associado um sistema de coordenadas curvilineas ortogonais, Anderson et al
(1984). O corpo de revolucdo esta sujeito aum fluxo de calor transiente e axi-simétrico, Q(T),
na sua superficie externa, a0 passo que a sua superficie interna permanece térmicamente
isolada. O fluxo de calor esta orientado ao longo da coordenada ¢, a qual é medida ao longo
danormal asuperficie, na estagdo & considerada, como ilustrado naFig. 1.

Figura 1 — Representacéo da geometria de revolucéo.

Na "Fig. 1", d(1) representa a espessura da protecdo térmica do corpo de revolucéo;
B(Q) representa 0 angulo da tangente a superficie com o eixo do corpo; R({) € o raio de
curvatura geratriz de revolucéo, e r(¢) € adistancia da superficie até o seu eixo de simetria.



Condutividade térmica e calor especifico sdo considerados constantes e a temperatura
inicidl  do corpo é Ty, Além disso, considera-se que a conducdo de calor ocorre
predominantemente ao longo da espessura do material. Ta se justifica pelo fato de que
0(1) / R<<1.

2.1 Periodo pré-ablativo:

Durante o periodo pré-ablativo, o processo de conducédo de calor unidimensiona e
transiente € governado pela equacéo:
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Comacondicéo inicial:

0'(¢.1)= %Q (%(z) O<t<ty e 0<I<1 (5)

e de contorno dadas por:

M:_Q(T) e M =0, T1>0. (6)
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Utilizando a TTIG, Ozisik e Murray (1974), definiram o seguinte par de transformada
integral:
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onde ¢, (¢ )=cos(u,¢) ep;=im (i=0,1,2,3,...) sAo respectivamente as auto-fungdes e os
auto-valores. Define-se a norma das auto-fungdes como:

N, [0 = [oos* () - (9)

Substituindo a Eq. (7) naEq. (1) obtém-se o sistema de equactes diferenciais ordinarias:
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Aplicando atransformadaintegral na condicéo inicial, tem-se
5'(0)=-00 jE(1+ K-S %os i)y (13

Da solucéo da Eq. (10) resulta a distribuicdo de temperatura da fase pré-ablativa na
forma:

o¢.1)=5 Y + & - 2106)+6,0). (14)
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onde 8,,(T) representa o potencial médio, definido por Mikhailov & Ozisik, (1984) e Diniz et
al., (1991).

Conhecido o campo de temperatura na fase pré-ablativa, procede-se a solucdo da fase
ablativa, a qual envolve a determinacédo da posi¢éo do contorno em movimento. A posicdo €
definida pela espessura (1) do material ndo fundido e o seu movimento define a velocidade
de ablacdo V(1), que é identificada pela equacdo de restricdo de acoplamento do balanco
energeético.

2.2 Periodo Ablativo

A equagdo que define esta fase, na forma adimensional, com a nova coordenada espacial,
' =1-7,eaposicio dafronteiral’s (t) = 1 - (1), é dada por:
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com as seguintes condi¢des inicial e de contorno, respectivamente:
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onde 1; € 0 instante que determina o inicio da fuso.
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O balanco de energia na fronteira fornece a equacéo:
T A dt 7
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onde v éo inverso do nimero de Stefan.
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Para aplicar a T.T.l.G., adota-se 0 seguinte problema auxiliar de autovalor transiente,

Cotta, (1993):

com as seguintes condic¢des de contorno:

MZ:_’T) =0 e (p(z*,'[) =0

0 . . .
¢ ¢ =0 ¢ =¢ (1)

(19)

(20)



Da solucéo do problema auxiliar de autovalor obtém-se as auto-funcdes e os autovalores,

COMo seguem:.

@ 1)=cosiAl’) e A,(1)= @ (1); (i=1,2,3,..) .

Das propriedades de ortogonalidade obtém-se a norma da auto-funcéo:

Ni(T):ij ‘o Jie = Z(T)

Define-se uma autofuncéo normalizada:

Ki%*,rﬁchi%*,rﬁwiﬁ)_m :

O par transformadaintegral e transformada inversa é definido por:
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Aplicando aT.T.I.G. nas Egs. (15) e (19) obtém-se 0 seguinte sistema de equaces

diferenciais;
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Parai =j, tem-se:
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= Izz(z*)sen(zlz*)dz*,parai,j=1,2,3,.... (31)

A condicdo inicia é obtida substituindo a Eq.(24) nas Egs.(14) e (17):
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A Eq. (18), que representa a velocidade ablativa, é escrita na forma transformada, como
segue:

@ _om _m201 e, 18, (1)(-D)"™ . 34
o v 20 Eo8 Z(l )6, (1)(-1) (34)

A Eq. (26) e a EQ. (34) formam um sistema infinito de equagdes diferenciais ordinarias
acopladas cuja solucéo fornece o perfil de temperatura no solido, a profundidade ablativa &(1),
do material fundido e a velocidade de ablacéo:

@ (1)

V(1) = ™

(35)



3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A utilizagéo do fluxo de calor na forma exponencial, fundamentou-se no trabalho de Zien
(1977), que empregou o0 Método Integral do Momento-8 para tratar a transferéncia de calor
por ablacdo com fluxos de calor em termos de Q ~ t™ e Q ~ €, constatando que tais fluxos
simulam mais realisticamente o fendbmeno da ablagdo do que o fluxo uniforme de calor.

Os resultados numéricos foram obtidos da solucéo do sistema de equacdes (26) e (34)
truncados em um numero finito de equagdes, através da rotina DGEAR da Biblioteca IMSL
(1979). Em todos os casos analisados considerou-se 0s seguintes parametros fisicos. tempo
caracteristico t. = 10s; tempo de referéncia t,=100s; tempo de referéncia adimensional, T, =
t/t; = 10 e inverso do numero de Stefan v=1. Esses valores foram definidos por Chung &
Hsiao (1985), e utilizados no presente trabalho com o objetivo de comparar os resultados
obtidos. Os resultados s&o apresentados em funcéo da diferenca de tempo dimensional, t-t;,
onde t; representa o instante em que se inicia a fusdo do material e t um instante de tempo
dimensional qualquer.
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Figura 2 — Resultados para a geometria de revolucdo quando aproximado pela placa.

A Fig. 2 apresenta 0 caso em que a geometria de revolucdo no limite foi aproximada por
uma placa, ou sgja, 3(§)=0, R(€)=0 e r(&)=1000. Paratal caso o tempo adimensional do inicio
da ablagdo foi calculado e igua a 1;=6,68, valor esse que se aproxima de 1;=6,50 obtido por
Chung & Hsiao (1985), para uma placa finita. A concordancia entre os resultados é muito boa
como pode ser verificado pelaandlise daFig. 2.

Uma vez verificado o procedimento de cdlculo para o caso da placa plana, aplicou-se o
mesmo ao corpo de revolugdo. Considerou-se r(&)=3, B(§)=20,0° e R()=0,03. A influéncia de

dois fluxos de calor: Q1 =—7°+51 e Q2 = T, impostos no contorno, sobre a
velocidade e espessura ablativa, pode ser verificada na Fig. 3. Observa-se que o fluxo de
calor exponencial tem um efeito muito mais significativo sobre a velocidade da fronteira
ablativa do que sobre a espessura de material ablativo. O uso do fluxo de calor na forma de
Q2, busca smular o fluxo de calor encontrado em condigdes reais de reentrada de veiculos
espaciais na atmosfera.
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Figura 3 — Influéncia do fluxo de calor na velocidade e espessura abl ativas.

As curvas mostradas na Fig. 4, mostram a distribuicdo de temperatura nas fases
pré-ablativa e ablativa, quando a geometria de revolucéo é aproximada por uma placa plana.
Nota-se que a curva que representa a distribuicdo de temperatura quando se inicia o periodo
ablativo, onde 1 = 1, adistribuicdo de temperatura, em toda a espessura de material ablativo,
jdapresentavalores préximos a0 = 1, que € o valor nafronteira.
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Figura 4 — Distribuicdo de temperatura para o fluxo de calor Q = 0,1e'"™.

4. CONCLUSAO

A técnica utilizada possibilitou a transformagdo de um sistema de equacOes diferenciais
parciais acopladas num sistema infinito de equacdes ordindrias acopladas que pode ser
resolvido facilmente através de rotinas do IMSL (1979), truncado-se o Ultimo sistema num
numero finito de equacdes diferenciais ordinérias de acordo com a precisdo que se desgja na



solucdo. A vaidade do desenvolvimento analitico, obtendo-se uma solucéo exata, é
demonstrada na Figura 2, pela boa concordancia dos resultados do presente trabalho com
resultados de Chung & Hsiao (1985).
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HEAT TRANFER WITH PHASE CHANGE IN AXISIMETRICAL GEOMETRY OF
FINITE SOLID

Abstract. The solution of heat transfer problem with ablation is presented in this work. The
nonlinear system of partial differential equations is transformed to an infinity coupled system
of ordinary differential equations by application of the Generalized Integral Transform
Technique. Results for the ablation depth and the speed of the moving boundary are presented
and compared with results obtained by different techniques presented in the literatur.

Keywords: Ablation, Heat protection, Heat transfer, Phase change.



