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Resumo. Pesquisadores tem procurado desenvolver métodos matematicos e ou numéricos, na
busca de se otimizar a configuracéo geométrica de elementos de uma dada estrutura. Como a
analise estrutural € uma parte integrante do processo de otimizacao de forma, o progresso da
otimizagdo estrutural muitas vezes depende fundamentalmente do desenvolvimento de um
bom modelo de elementos finitos. Partindo-se entédo do pressuposto que a discretizacdo do
modelo geometricamente e fisicamente tem sentido, pode-se implementar um algoritmo
iterativo de busca da forma o6tima de um elemento estrutural utilizando-se um principio
heuristico de desenvolvimento. Extrapola-se um método de homogeneizacdo do erro de
discretizacdo por elementos finitos no dominio, para a homogeneizacdo da densidade de
energia de deformacdo por distorcdo (von Mises) dos elementos, onde o critério de
convergéncia € a maxima densidade de energia de distorcdo. Um codigo numérico em
linguagem Fortran F32 € implementado, o qual tem como principal caracteristica a
utilizacdo de dois modelos estruturais com graus de liberdade bem distintos (modelo fisico e
modelo geométrico). No modelo geométrico efetua-se a relocacdo dos nés da discretizacéo
por elementos finitos, tendo como objetivo a melhor homogeneizagédo possivel da densidade
de energia de deformacéo por distorcdo. A avaliacdo da potencialidade do método é feita
atraves da otimizacdo de algumas estruturas citadas na literatura. Com os resultados obtidos
verifica-se a eficiéncia e a razio de convergéncia do método.
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1. INTRODUCAO

O projeto em engenharia € um processo iterativo no qual 0 mesmo é continuamente
modificado através da busca de um grupo de critérios implementados geramente pelos
engenheiros. Uma maneira de se fazer isto tradicionalmente € o chamado de método de



tentativa e erro, no qual o projetista usa sua experiéncia e intuicéo para conduzir as etapas de
um dado projeto. A vantagem deste é que se tem a cada passo 0 dominio sobre a qualidade do
projeto. Para o caso de problemas complexos, esta facilidade de alternativas mudancas torna-
se mais dificil e, portanto neste caso, existe a hecessidade de uma nova ferramenta para se
orientar em uma dada modificag&o.

Vanderplaats (1982) afirma que a invencédo basica ou o conceito do desenvolvimento é
um processo criativo mas que € dificil para formalizar ou quantificar. Entretanto, continua o
autor, o processo de desenvolvimento do projeto sobre o produto Util € o que se pode definir
COMO uma otimizagao.

Para um projeto especifico pode existir varias solucles, as quais satisfazem agumas
condicBes impostas. No entanto a proposta do método de otimizagdo € em vez de se produzir
simplesmente um projeto viavel, determinar um étimo entre todas as solucdes possivels. Logo
surge entdo uma definicdo para um projeto de otimizacdo: usando técnicas mateméticas
determinar um projeto 6timo, o qual satisfaz um grupo de especificacBes definido pelo
projetista.

Os problemas de otimizacdo estrutura podem ser agrupados em trés categorias.
otimizacdo dimensional, otimizagdo topoldgica e otimizagdo de forma. A dimensional
determina valores para as variaveis de projeto tais como, a espessura , a area da secéo
transversal e 0 momento de inércia do componente estrutural. Durante esta otimizacéo a
forma basica permanece inaterada. A topologica, de modo grosseiro, pode-se afirmar que
leva em conta a questdo onde deve ou ndo deve existir material em determinado local.
Nishiwaki (1998) utiliza este tipo de ferramenta para obter uma estrutura étima considerando
a flexibilidade da mesma. A metodologia € baseada no conceito de energia, comum para a
formulacéo da flexibilidade e do método de homogeneizacéo.

Uma importante classe de problemas na otimizagéo estrutural é a otimizagdo de forma, o
gual se baseia na selecdo de parametros geométricos da estrutura. Estes parametros
geométricos os quais podem modificar-se durante os passos do projeto, sdo chamados de
variaveis de projeto ou variavels de forma; os quais controlam a forma dos contornos internos
e externos dos modelos. Dois termos sdo freqlentemente usados em otimizacdo: a funcéo
custo ou objetivo e as funcdes de restricoes.

A funcdo objetivo pode ser por exemplo 0 peso, a minima concentragdo de tensdo, a
minima energia de deformacdo, etc. As restricdes sdo definidas por todas as especificacOes
gue o projeto deve satisfazer. Como exemplo, as tensdes em uma dada estrutura ndo devem
exceder atensdo de escoamento.

Visto que a forma das estruturas estd continuamente mudando no processo de sua
otimizagdo, deve-se ter as seguintes preocupagdes nas mudangas do contorno: como manter
uma adequada malha de elementos finitos, como aumentar a preciséo na andlise de
sensibilidade, como impor restricdes corretas e como utilizar métodos de otimizagcdo
adequados.

Logo existe um grande interesse nos desenvolvimento de projetos em engenharia,
principalmente Mecanica e Aeroespacial, na resolucdo do problema de otimizacdo em que a
forma da fronteira do dominio é também uma incdgnita. Beneficiando-se das técnicas e do
desenvolvimento que se tem verificado na programacdo matemética, nos métodos de
representacdo gréfica e modelagem geométrica e nos programas de elementos finitos, muitos
pesquisadores tem abordado o tema em questao.

O problema de otimizacdo de forma de estruturas linearmente elasticas, utilizando o
método dos elementos finitos (FEM), esta intimamente ligado a uma aplicacdo tipica de
métodos de malhas adaptativas. Esta interligacdo deve ocorrer principalmente em pontos de
concentragdes de tensdes, onde 0 uso de uma malha uniforme geralmente ocasiona uma forma
6tima que fisicamente ndo tem sentido Kikuchi (1987).



Utilizando-se do processo de tentativa e erro (método heuristico), o qual tem como
caracteristica ndo ser totalmente matemético, propde-se um novo método de otimizacéo da
forma de componentes estruturais baseado na realocacdo dos nés da discretizacdo via
elementos finitos. O critério pararealocar os nés é baseado na homogeneizacdo da densidade
de energia de deformacéo por distorcéo.

Como os elementos triangulares tém um papel importante nos métodos adaptativos pois
permitem umainterpolacdo polinomial completa e, portanto, oferecem certas vantagens sobre
os elementos quadrilaterais os quais empregam polinomiais com termos parasiticos, Serpa
(1991) e Zienkiewicz (1971); uma eficiente formulagdo do elemento é particularmente
importante em problemas onde muitas malhas sdo geradas na busca da solucdo de um
problema especifico de estado plano de tensdes.

2. OTIMIZACAO DE FORMA
2.1 Critério da Densidade da Energia de Defor magéo por Distor¢do

De acordo com o desenvolvimento encontrado em Chen (1982), pode-se expressar a
tensdo octagdrica em termos das tensdes normai s da seguinte maneira:

1
Toct :5\/(0)( —0,)2+(0y - 0,)% +(0,-0,)2 +6(13 + 12, +15 (1)

Para o estado plano de tensdes, Fig. 1, onde 0, =0;7,, =7, =0, aEq. 1fica

1
I = 5\/2(05 +0,2-0,0,+3r2) )

O critério da maxima densidade de energia de distorcéo, equivalente ao critério de von
Mises, estabelece que a densidade de energia de deformagdo distorcional, no ponto mais
critico de uma pega, ndo deve exceder a densidade de energia de deformacéo distorcional no
limite elastico, no ensaio de tragdo (ou compressao). A densidade de energia de deformacéo
total Up pode ser dividida em duas partes. uma que causa a mudanca volumétrica Uy e a outra
gue causa adistor¢do Up ,ver Boresi (1992). Em termos das tensdes principais infinitesimais a
densidade de energia de deformacado pode ser escrita como:

1
Uy = E[Uf +03+03-2V(0,0, + 0,05 +0,03)] 3)

Com manipulagbes matematicas apropriadas a Eq. (3) nos fornece
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(4)

€ 0 modulo volumétrico e G = € 0 modulo de cisalhamento. O

3(1-2v) 2(1+v)
primeiro membro da Eq. (4), corresponde a densidade de energia de deformacéo associada a
mudanca pura de volume. O segundo termo € a densidade de energia de distor¢ao:

onde K =




(0, —0,)% + (0, —03)% + (03 — 0y)?

Up = 5
D 5G ®)
A densidade de energia de deformacédo por distor¢éo pode ser escrita como,
3(1+v
Up = E% Tgct ) (6)
onde para a maxima energia de distor¢éo no estado uniaxial de tensdo, Fig 1, tem-se:
o2 r2
U =_w ou U =_¥ 7
O ~ G O = 3G (7)
onde
o,,, = tensdo de escoamento no teste uniaxial
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Ty, = tensdo de escoamento no teste de tor¢ao
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Figura 1 - Elementos representando o estado de tensdo de um ponto: (a) elemento original
com um dos planos octaédricos, (b) estado plano de tensdes

2.2 Algoritmo Proposto

Baseando-se no significado da palavra heuristico, conjunto de regras e métodos que
visam a descoberta, a invencdo ou a resolucéo de problemas, ou sgja um método intuitivo é
proposto um método de otimizacdo de forma com base ha homogeneizagdo da densidade de
energia de distor¢éo dos el ementos finitos.

Clapis (1999) apresenta o desenvolvimento do vetor equivalente de erro de discretizacéo
de um modelo de elementos finitos, considerando-se que o0 erro é uma pressdo negativa
agindo no elemento triangular linear. No caso 0s nés séo deslocados com o objetivo de se
otimizar a malha de discretizago.

De maneira analoga considera-se a densidade de energia de distor¢céo como uma presséo
hidrostética agindo nos lados do tridngulo, no sentido de diminuir-se a &rea do mesmo. Assim
€ de se esperar que 0s elementos com menor energia migrem para as areas onde as densidades
de energia sdo maiores. O critério de otimalidade é o da maxima densidade de energia de
deformacao por distorcdo pré fixada pelo projetista.



Considere-se U como uma pressdo agindo num elemento finito do modelo geométrico
da estrutura. O vetor das forgas nodais equivalentes, {D} o paraum elemento triangular linear
€ dado por,
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0, 0
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Da superposicéo dos vetores {D} . paratodos os elementos obtém-se um vetor de carga
nodal equivalente global, {D} ;. A diregdo {d, do movimento dos nés pode ser obtido de,

[Klo{do{ D o 9

onde [K]o € umamatriz de “rigidez” escalonada obtida do modelo geométrico discretizado.

Portanto, {c}o passa a ser uma “direcdo de busca’ onde procura-se homogeneizar a

distribuicéo da densidade de energia de distor¢éo,

MINIMIZAR
KD} + afdio}| (10)

Como com a mudanca da forma da estrutura, a distribuicdo da densidade de energia de
distor¢do também se altera, o processo de busca é realizado iterativamente com a analise do
model o fisico discretizado.

Logo o algoritmo proposto terd os seguintes passos.

(1) implementacéo do modelo fisico,

(2) resolugdo do modelo fisico,

(3) implementacéo do model o geométrico (funcéo das varidveis daforma),
(4) otimizagdo daforma,

(5) repete-se de (2) a(4) até a convergéncia

3. EXEMPLOSDE APLICACAO
3.1 Placa tracionada

A Fig. 2 mostra, devido a sua simetria, somente um quarto do modelo fisico de uma placa
de espessura 1 mm submetida & tragdo de 125 N/mm?, com médulo de elasticidade E=2,1x10°
N/mm? e coeficiente de Poisson v=0,3. O dominio foi discretizado com 348 elementos
triangulares lineares e 201 nés. O deslocamento inicia na extremidade da placa obtido pelo
model o proposto € de 0.0476 mm, sendo o mesmo obtido analiticamente pela expressao:



U, =——, (11)
onde P éacarga aplicadatotal ( 5000 N), L € o comprimento daviga (80 mm) e A é aareada
secao transversal (40 mm?).

Utilizou-se como critério de parada a méaxima densidade de energia de deformagéo por
distorcdo do elemento a qual, depende somente das caracteristicas do material e, no caso

fixado em 0,330,
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Figura 2 - Malha e condicdes de contorno do modelo fisico de um quarto da placa tracionada
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Figura 3 - Formas otimizadas da placa tracionada com duas condi¢des geomeétricas distintas



A Fig. 3 apresenta as formas étimas de um quarto do model o da estrutura para dois casos
diferentes de restricdes, quanto as varidveis de forma nos modelos geométricos. A diferenca
estd somente em liberar ou ndo o nd do canto inferior esquerdo, destacado na Fig.2, fazendo
com gue as tensdes variem ao longo do comprimento quando o mesmo esta travado e, as
tensdes permanecam constantes quando o citado né esteja livre pararealocar-se.

De acordo com os resultados observa-se que 0 model o proposto se comportou muito bem
pois a forma otimizada, de acordo com os critérios estabelecidos, convergiu para uma
geometria que fisicamente era de se esperar.

3.2 Placa quadrada com furo

Placa quadrada com um furo quadrado no centro, submetida a um carregamento
distribuido de tracéo nas direcdes x e y, com magnitudes iguais a 30 N/mm?, conforme mostra
a Fig. 4. Devido a simetria do problema utilizou-se apenas um quarto da placa, com uma
discretizacdo de 84 elementos triangulares lineares sob andlise no estado plano de tensoes.
Outros dados utilizados: E=2,1x10° N/mm?, v=0,3 e t=1,0 mm. Neste caso a malha foi gerada
de modo condizente com o fluxo de tensdes a fim de se fazer um cheque do comportamento
da adaptividade naregido onde se queira otimizar aforma.
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Figura 4 - Parametros geomeétricos e fisicos da placa e model o fisico discretizado
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Figura5 - Forma otimizada naregido do furo



Na montagem do modelo geométrico, no contorno, todos os nés sdo livres para moverem-
se em pelo menos uma direcdo, exceto os nos do contorno do furo, os quais sdo livres nas
direcOes x e y. Estas novas condigdes de contorno séo impostas com o objetivo de se otimizar
aformanaregido da concentracdo de tensdes. Sabe-se que a forma étima para o carregamento
em questdo, considerando placainfinita, é circular, enquanto se as cargas forem diferentes nas
direcBes x e y anova forma passa a ser umaelipse, Zhao (1990).

Observa-se, na Fig. 5, que realmente apds 50 iteracbes a forma do furo quadrado passa
para aproximadamente um circulo, convergindo para a parada devido a distor¢do dos
elementos naregido do furo.

3.3 Vigaem balanco

A Fig. 6(a) mostra as dimensdes e as condic¢des de carregamento de uma viga engastada
com um momento fletor M, aplicado a extremidade livre da barra com o valor de 300 KN
mm. A mesma foi analisada sob o0 estado plano de tensdes com o dominio discretizado em
340 elementos triangulares lineares, Fig. 6(b). Foram considerados dois tipos de modelos
geométricos liberando ou ndo liberando as variaveis de forma na extremidade fixa, conforme.
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Figura 6 — (a) Viga em balango com momento na extremidade, (b) Modelo fisico discretizado.
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Figura 7 - Duas formas otimizadas da viga em balanco

Apbs os dois processamentos, observou-se que o critério de parada sendo a maxima
densidade de energia de deformacdo por distorcdo dos elementos, leva-nos as duas forma
otimizadas apresentadas na Fig. 7. Como o momento aplicado é constante ao longo do
comprimento daviga, é de se esperar que a forma 6tima seja uma secdo transversal constante



observando-se que isto realmente ocorre para 0 model o proposto.

Ding (1987), fazendo uso de uma comparacdo entre as otimizacBes de forma e
dimensional avaliou um exemplo bastante semelhante, onde o0 mesmo otimizou a forma
fixando regides da estrutura bidimensional que deverao possuir espessuras otimizadas.

4. CONCLUSOES

Como contribuicdo principal propds-se um método de relocacdo de nés usado para
otimizacéo de malhas, baseado no critério de homogeneizacéo de erro de discretizacdo, para
também otimizar a forma do componente estrutural sendo que, agora, 0 método adaptativo se
baseia na homogeneizacéo da densidade de energia de distorcéo entre os el ementos.

A otimizacdo de forma esta interligada ao método adaptativo de otimizacdo de maha, ao
ponto de se concluir que de nada adianta aumentar a discretizagdo das malhas de elementos
finitos, sem um critério de otimalidade das mesmas, como por exemplo, seguir o fluxo de
tensdes caso este sgja mais ou menos conhecido.
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Abstract. Researchers have sought to develop mathematical methods and/or numerical
methods to optimize the geometric configuration of a structure. Sructural analysis is part of
the process of shape optimization and in our approach its depends on the development of an
adequate finite element model. Assuming that the geometrical and physical discretization of
the model is established, it is possible to implement an iteractive algorithm to seek the optimal
shape of a structural component using a heuristic principle. A balancing method to the error
of each element in the plane stress state is extrapoled. This method is used to balance the
energy of distortion deformation function (von Mises) of each element and the criterion to



stop the extrapolation is the maximum distortion energy function in the uniaxial tension test.
A numerical code using Fortran F32 language is implemented. The mainl characteristic of
this code is the execution of two distinct structural modules (physical and geometric model).
In the geometric model the nodes are realocated considering the homogenization the
distortion deformation energy density per element. The potentiality of the proposed method is
evaluated through some examples from the literature. With the results the efficiency and the
convergence of the method are checked.



